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Yexocmosanknii MaTeMaTAIECEHil KypHai, T. 8 (83) 1958, IIpara

" DIE GRAPHENTHEORIE IN ANWENDUNG
AUF DAS TRANSPORTPROBLEM

JOSEF BILY, MIROSLAV FIEDLER u. FRANTISEK NOZICKA, Praha

(Eingelangt am 8. Jénner 1957)

Im Artikel wird das sog. Transportproblem aus der Linear-
planung gelost. Der Beweis, dass der angegebene Algorithmus nach
endlich vielen Schritten zur Loésung fihrt, wird mit Hilfe der
Graphentheorie gegeben.

1. Die Formulierung des Transportproblems ist die folgende:

In den Erzeugungszentren E,, E,, ..., E, (m = 1) wird ein Produkt her-
gestellt, und zwar in E, wiahrend einer festen Zeitfrist a; = 0 Produkts-
einheiten. In den Verbrauchsstellen V, V,, ..., V, (n = 1) wird dieses Produkt
verbraucht, und zwar in V,; wihrend derselben Zeitfrist b; = 0 Produkts-
einheiten. Dabei wird die gesamte Erzeugung dem gesamten Verbrauch als
gleich vorausgesetzt:

a; =

b; . (1,1)

L[\/] 3

i

K3 7

Es sind ferner die Preise k; gegeben, die der Transport einer Produkts-
einheit von E, nach V; kostet. Das Problem liegt jetzt darin, das gesamte
Produkt von den Erzeugungszentren nach den Verbrauchsstellen am billig-

sten zu transportieren. Wenn also von E; nach V; ¢t =1,...,m;j =1, ..., n)
;=0 (1,2)
Produktseinheiten transportiert werden, so dass
z xi]‘ = (I,i 3 (1’3)
i=1
m
Z Ly = bi (1:4)
i=1 :
gilt, so ist der Ausdruck
m n
L(x) = z z ki (1,5)
i=15=1 ‘
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der Preis fiir den gesamten Transport. Man soll somit solche Zahlen (1,2)
aufsuchen, die (1,3) und (1,4) erfullen und fir welche L(x) aus (1,5) minimal ist.
Dass es iiberhaupt eine Losung von (1,2), (1,3), (1,4) gibt, ist aus 6konomi-

m
schen Griinden klar; mathematisch folgt es folgendermassen: fiir > a, = 0 ist
i=1
. . LT . (lil)j . ..
x;; = 0 eine Losung, fiir z a; > 0ist wegen (1,1) xy; = -~ eine Losung.
i=1

- Z ay,
k=1

Um zu einem geeigneten Verfahren zu gelangen, werden wir einige Grund-
begriffe und Sétze aus der Graphentheorie,!) die iibrigens unserer Ansicht nach
auch fiir den Okonomen von Wichtigkeit sein konnte, angeben.

2. Als einen Graphen G werden wir eine endliche Menge von Knotenpunkten
U(@) und eine endliche Menge von Kanten H((7) ansehen, die durch eine Ver-
kniipfungsrelation — Inzidenz — gebunden sind und die folgenden zwei
Eigenschaften besitzen:

(1) zu jeder Kante h aus H(G) gibt es genau zwei (verschiedene) Knoten-
punkte U,, U, aus U(@), die mit A inzident sind (oder, wie man sagt, die durch
h verbunden sind), geschrieben A = U,U,;

(2) zu jeden zwei verschiedenen Knotenpunkten aus U(() gibt es hochstens
eine Kante, die sie verbindet (D 1).2)

Sind ¢4, G, Graphen und ist U(@,) in U(G,) sowie H(G,) in H((,) enthalten,
so heisst G ein Teilgraph von G, (D 2). Man sagt auch, dass der Graph G, den
Graphen @, enthélt. Zwei Graphen sind gleich, wenn jeder von ihnen ein
Teilgraph des anderen ist (D 3).

Ein Graph @, dessen simtliche Kanten in eine Folge
h12 - U1U2 s hzs = UyUs,, ..., hn—l,n = U'n—lUn

angeordnet werden konnen, deren je zwei aufeinanderfolgenden Kanten
hie—rps Ppgrr (K= 2, ..., n — 1) mit demselben Knotenpunkt U, inzident
sind, wobei siémtliche Knotenpunkte U,, U,, ..., U, voneinander verschieden
sind, heisst ein Weg von U, nach U, (oder von U, nach U,; diese sog. End-
punkte sind durch den Weg eindeutig bestimmt) (D 4).?) Sind U,, U,, ..., U,
voneinander verschieden mit- der Ausnahme U, = U,, so heisst G ein Kreis
(D 5); dieser besitzt keinen Endpunkt. ’

Ein Graph @ heisst zusammenhdngend, falls es zu jeden zwei verschieden
Knotenpunkten U,, U, von G mindestens einen Weg gibt, der in G enthalten
ist und von U, nach U, fithrt (D 6). Ein Teilgraph ' von G heisst Komponente

1) Mit der Graphentheorie kann sich der Leser aus dem Buche Konigs [11] néher
bekanntmachen. ~

2) Wir werden Definitionen mit D, Eigenschaften mit E bezeichnen.
3) Dieser Weg wird auch mit U, U, ... U, bezeichnet.
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(bei Konig [11] zusammenhéngender Bestandteil) von @, falls ¢’ zusammen-
héangend und in keinem grosseren zusammenhingenden Teilgraphen von ¢
enthalten ist (D 7). Es ldsst sich zeigen (Konig [11], S. 15), dass man jeden
Graphen in Komponenten zerlegen kann (E 1), und zwar bis auf Anordnung
der Komponenten eindeutig.

Sind G, G, zwei Graphen mit gemeinsamer Knotenpunktmenge, so ist ihre
Summe G, + G, der Graph mit derselben Knotenpunktmenge und denjenigen
Kanten, die wenigstens in einem der Graphen ¢, und @, enthalten sind (D 8).
Ihre Differenz Gy — @, ist der Graph mit derselben Knotenpunktmenge und
den Kanten, die in G}, doch nicht in @, enthalten sind (D 9).

Ein Graph heisst kreislos, falls er keinen Kreis als Teilgraphen enthélt
(D 10). Ein zusammenhéngender und kreisloser Graph heisst ein Baum (D 11).
Der Baum besitzt die charakteristische Eigenschaft, dass jede zwei seine Kno-
tenpunkte durch genau einen Weg verbunden werden konnen (E 2).%) Jede
Komponente eines kreislosen Graphen ist somit ein Baum (E 3). Wenn man
zwei Knotenpunkte eines kreislosen Graphen, die in verschiedenen Komponen-
ten liegen, durch eine neue Kante verbindet, so bilden diese zwei Komponenten
zusammen mit der Kante wieder einen Baum (E 4).

Ein Graph G heisst paar, falls jeder Kreis K von @ eine gerade Anzahl von
Kanten besitzt (D 12). Es gilt (Konig [11], S. 151 u. 170), dass ¢ dann und nur
dann paar ist, wenn die Knotenpunktmenge U(G) von @ in zwei Klassen V und
W so geteilt werden kann, dass jede Kante von (¢ zwei Knotenpunkte aus
verschiedenen Klassen verbindet (E 5).

Hat ein Kreis K eine gerade Anzahl von Kanten (d. h. ist er paar), so kann
man auch seine Kanten in zwei Klassen L, und L, so einteilen, dass jede zwei
benachbarte Kanten (d. i. Kanten mit dem gemeinsamen Endpunkt) zu
verschiedenen Klassen angehoren. Die Graphen F,; bzw. F,, deren Knoten-
punktmenge mit der Knotenpunktmenge von K identisch ist und die je die Kan-
ten aus L, bzw. L, besitzen, heissen lineare Faktoren von K (D 13). Jeder paare
Kreis ist also eine kantenfremde Summe von zwei seinen linearen Faktoren.
Diese Faktoren sind durch den Kreis eindeutig bestimmt.

Wird jeder Kante eines Graphen @ eine (reelle) Zahl als Wert dieser Kante
zugeordnet, so entsteht eine Bewertung B des Graphen G (D 14). B heisst
trivial, falls jede Kante von ¢/ mit Null (oder, wie man sagt, érivial) bewertet
wird (D 15). Derjenige Teilgraph von @, dessen Kantenmenge sémtliche in
B nicht trivial bewertete Kanten bilden, heisst der Kern N(B) von B (D 16).

Bewertungen desselben Graphen ¢/ kann man addieren, subtrahieren und
mit reellen Zahlen (skalar) multiplizieren, indem man Werte jeder einzelnen
Kante addiert usw. Das Ergebnis dieser Operationen ist wieder eine Bewertung
von G.

1) 8. Kénig [11], 8. 48.
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Eine Bewertung eines Graphen (¢ werden wir I'-Bewertung nennen, falls fiir
jeden Knotenpunkt U aus G die Summe der Werte der mit U inzidenten Kan-
ten gleich Null ist (D 17). Es ist klar, dass die Summe von zwei /™-Bewertungen
desselben Graphen sowie das Produkt einer /™-Bewertung mit einer reellen
Zahl wieder eine I'-Bewertung ist. Also ist jede lineare Kombination von
I’-Bewertungen desselben Graphen eine /-Bewertung (E 6).

Ein Kreis K eines durch B bewerteten Graphen G heisst alternierend be-
ziiglich B, falls keine seine Kante in @ trivial bewertet ist und jede zwei be-
nachbarte Kanten von K in B Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen be-
sitzen (D 18). Jeder alternierende Kreis hat somit eine gerade Anzahl von
Kanten (E 7).

Jetzt werden wir drei Sitze tiber I'-Bewertungen eines paaren Graphen be-
weisen, die wir spiter brauchen werden.

Satz 2,1. Es ser B eine ['-Bewertung eines paaren Graphen G, b eine tn B nicht
trivial bewertete Kante von G. Dann existiert in G ein beziiglich B alternierender
Kreis, der h enthiilt.

Den Beweis werden wir durch Induktion nach der Anzahl n(B) der in
B nicht trivial bewerteten Kanten von ¢ fithren. Fiir n(B) = 0 ist der Satz in
trivialer Weise erfiillt. Es sei nun n(B) = 1 und setzen wir voraus, dass fir
sdmtliche I-Bewertungen B’ von (! mit 0 < n(B’) < n(B) der Satz richtig ist.
Ist jetzt h die Kante aus dem Satz, so sei h = hy, = U,U, in B positiv (bzw.
negativ) bewertet. Da die Summe der Werte der mit U, inzidenten Kanten gleich
Null ist, gibt es in U; mindestens eine in B negativ (bzw. positiv) bewertete
Kante b, = U,U,; aus dem gleichen Grunde gibt es in U, eine positiv (bzw.
negativ) bewertete Kante h, = U,U; usw. Wegen der endlichen Anzahl von
Knotenpunkten in ¢ wird es geschehen, dass man zum ersten Male zu einem
solchen Knotenpunkt U, gelangt, der schon frither in der Folge U,, U,, ...
enthalten war: U, == U;, 0 =7 < r. Somit bekommen wir laut (D 5) einen
Kreis K = U,U,,, ... U,, der eine gerade Anzahl von Kanten (G ist paar)
besitzt und deshalb alternierend ist. Fir U, = U, ist der Satz bewiesen. Ist
U, £ U,, so sei u der kleinste der absoluten Betrige der Werte von Kanten
in K, B(K) diejenige /™-Bewertung von ¢, die den in B positiv (bzw. negativ)
bewerteten Kanten von K den Wert 1 (bzw. —1) zuordnet, wihrend die
in K nicht liegenden Kanten trivial bewertet werden. Die Bewertung

B = B — uB(K)

ist laut (K 6) wieder eine I™-Bewertung von (. Da wenigstens eine Kante in K,
die in B den Wert vom absoluten Betrag u hatte, in B’ trivial bewertet ist,
gilt n(B’) < n(B). Die Kante % ist in B’ nicht trivial bewertet, denn sie ist
nicht in K; laut der Induktionsvoraussetzung gibt es in G einen beziiglich B’
alternierenden Kreis K’ durch die Kante A. Dann ist aber K’ auch ein beziig-
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lich B alternierender Kreis durch 4, denn der Wert jeder Kante in B ist im
Betrag mindestens so gross als derjenige dieser Kante in B’, wobei sie beide —
falls diese in B’ nicht trivial bewertet ist — dasselbe Vorzeichen besitzen.
Damit ist der Beweis vollendet.

Es seien jetzt ein paarer Graph G und ein kreisloser Teilgraph 7' von @ fest
gegeben. Ein Kreis K von @ heisst ein Minimalkreis beziglich T, falls er fol-
gende zwei Iigenschaften besitzt: '

(1) einer seiner linearen Faktoren (s. (D 13)) ist in 7" enthalten,

(2) der Graph 7' + K enthilt einen einzigen Kreis (ndmlich K) (D 19).

Im folgenden Satz werden diese Minimalkreise charakterisiert.

Satz 2,2. Es sei

T=T,+Ty+...4+T; (R=1)
die Zerlegung von T in Komponenten (s. B 1), U(GQ) =V -+ W die Zerlequng der
Knotenpunktmenge U(Q) von G aus (E5). Ist Vi, W, Vo, Wy, ...V, W,
(s = 1) etne Folge von Knoltenpunkten aus G, fiir welche
M) V,mV, W, in W liegen,
(2) V) und W, aus derselben Komponente T, von T sind,
3) Wy, W, ..., W, in voneinander verschiedenen Komponenten von T liegen,

4) by =WV, (k=1,...,8 — 1) sowie by == WV, Kanten von G sind,

dann ist der Kreis

Vi—WWVy— Wl .. W, _V,— WJV,, (2,1)

wo Vy — W, usw. Weg in T bedeuten, ein Minimalkreis von G beziglich T.
Jeder Minimalkreis kann auf diese Weise entstehen.

Beweis. Es sei K der in (2,1) definierte Kreis. Da jede Kante von K, die
in (2,1) die Form W,V; mit W, aus W, V, aus V besitzt, in einem linearen
Faktor F, von K, jede Kante der Form V,W, in dem anderen linearen Faktor
F, von K liegt, so sind A, hy, ..., by, in F, enthalten. Doch sind diese die
einzigen Kanten von K, die in 7" nieht liegen [laut (2) und (3) aus dem Satz].
Es sind also simtliche Kanten von F, in 7' enthalten und (1) aus (D 19) ist
erfiillt.

Wir beweisen jetzt, dass der Graph

H=T-++h; +hy+ ...+ h,,

kreislos ist. Ist ndmlich W, in der Komponente 7'; von T (k—=1,...,s)
enthalten, so ist der Graph

B=T, +h +T; +hy+...+h_,+T,

ein Baum: Fiir s = 1 ist es laut (E 3) wahr, fiir s > 1 folgt es durch (s — 1)-
malige Anwendung von (E 4). Die Knotenpunkte aus B hingen mit den Knoten-
punkten aus den iibrigen Komponenten 7'; ,...,7; von 7 nicht mehr in

1
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H zusammen. Also ist H =B +T; 4+ ...+ T, die Zerlegung von H in
Komponenten. Da diese Komponenten lauter kreislos sind, ist H kreislos.
Hieraus folgt, dass

T4 K="T+h 4 ...+ h_y +hy=H+h

genau einen Kreis enthalt: jeder solche Kreis muss durch k, = WV, gehen
(H ist kreislos), wobei seine iibrigen Kanten einen Weg von V, nach W,in H
bilden. Doch wegen (E 2) gibt es genau einen solchen Weg, also auch genau
cinen Kreis in 7' -+ K. Somit ist (2) aus (D 19) bewiesen und K ist ein Minimal-
kreis von G beztglich 7.

Ist umgekehrt K ein Minimalkreis von ¢ beziiglich 7', so sei K = F, + F,
die Zerlegung von K in lineare Faktoren (s. (D 13)) mit F, in 7T enthalten
[laut (1) aus (D 20)]. Also liegen die in 7" nicht enthaltenen Kanten von X in
F,, so dass diese Kanten fiir eine geeignete zyklische Anordnung der Kanten
von K die Form hy= W[V, hy = WV, ...,k y = W, ¥V, mit V, aus V,
W, aus W annehmen. Somit sind die Eigenschaften (1), (2) und (4) aus dem
Satz erfiillt. Um noch (3) zu beweisen, setzen wir voraus, dass mindestens zwei
der Knotenpunkte W, ..., W, in derselben Komponente von 7' liegen. Es
sei dann W, der erste Knotenpunkt von W, ..., W, fiir welchen es vorkommt,
und es sei noch W; der letzte Knotenpunkt von W,, ..., W, der in derselben
Komponente von 7' wie W, liegt. Nun ist, wie man leicht nachsieht,

Vl - W1V2 - W2V3 WiﬂVz' - W:'Vj+1 - W5+1Vj+2 WsV1

ein Kreis in 7' 4+ K, der von K verschieden ist. Dieser Widerspruch gegen (2)
von (D 19) beweist den Satz.

Aus diesem Satz folgt, dass es eine endliche Anzahl von Minimalkreisen von
@ beziiglich T' gibt (E 8). Ist K = F; 4 F, die Zerlegung eines solchen Kreises
in zwei lineare Faktoren, wobei F'; in 7' enthalten ist, so nennen wir eine I-Be-
wertung, die jeder Kante aus &, bzw. F, bzw. G — K den Wert —1 bzw. 1
bzw. 0 zuordnet, die zu K gehorige Mintmalkreisbewertung B(K) von G (D 20).
Ferner nennen wir eine I'-Bewertung X von & nichtnegativ beziiglich T, falls
jede Kante von (7, die nicht in 7' liegt (also Kante von ' — 7'), nichtnegativ
bewertet ist (D 21).

Satz 2,3. Hs seien Ky, K,, ..., Ky simtliche Minimalkreise von G beziglich
T (G paar, T kretslos), B(K,), B(K,), ..., B(Ky) die zugehorigen Minimallkreis-
bewertungen. Dann ist jede beziiglich T mnichtnegative I'-Bewertung X als eine
nichtnegative lineare Kombination von B(K,), B(K 2),' ..., B(Ky) darstellbar.

Den Beweis werden wir durch Induktion nach der Anzahl »(X) der in
X nicht trivial bewerteten Kanten von ¢ — 7T fiithren. Ist »(X) = 0, so ist
X trivial: Ist ndmlich X nicht trivial, so gibt es laut Satz 2,1 mindestens
einen alternierenden Kreis beziiglich X in @, dessen simtliche Kanten also
nicht im kreislosen Graphen 7' enthalten sein kénnen, so dass mindestens eine
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seine Kante in G — T ist. Ks sei also »(X) = 1 und nehmen wir an, dass der
Satz fur sdmtliche beziiglich 7 nichtnegative I-Bewertungen X' mit
0 < »(X') << »(X) gilt. In G — T existiert dann eine Kante £,, die von allen
Kanten in ¢ — 7' den kleinsten positiven Wert « in X annimmt. Durch die
Kante h, gibt es laut Satz 2,1 einen alternierenden Kreis K’ von ¢ beziiglich
X. Da X nichtnegativ beziiglich T ist, sind die negativen Kanten von K’,
die einen linearen Faktor F'; von K’ bilden, in 7" enthalten. K’ hat somit die
Eigenschaft (1) von (D 19). Es sei wieder U(G) =V + W die Zerlegung der
Knotenpunktmenge U(G) von G aus (K 5). Da die in 7' nicht liegenden Kanten
von K’ in dem zweiten linearen Faktor /', von K’ liegen, konnen sie in geeigne-
ter zyklischer Anordnung von K'mit oy = W .V, hy = W V,, ..., h,_; =W _V,
bezeichnet werden, wo die Knotenpunkte V7, bzw. W, in V bzw. W enthalten
sind. Sind Wy, W,, ..., W, in voneinander verschiedenen Komponenten von
T, so ist K’ laut Satz 2,2 ein Minimalkreis K. Ist es nicht der Fall, so sei
W, der erste Knotenpunkt aus Wy, ..., W,, der mit einem anderen Knoten-
punkt W, in derselben Komponente von 7' liegt, und W, sei der letzte Knoten-
punkt aus W, ..., W, der mit W, in derselben Komponente von 7' liegt. Dann
ist der Kreis

Vi= Wy =WV e WiV — WiV — WiV o Wy,

wo 'y — W, usw. Wege in 7' bedeuten, ein Minimalkreis K von beziiglich 7'.
Es sei B(K) die K entsprechende Minimalkreisbewertung von (. Die Be-

wertung
X' =X — uB(K) (2,2)

ist offensichtlich eine [-Bewertung von (. Sie ist nichtnegativ beziiglich 7',
denn jede Kante b, ..., h,_; aus K — 7T ist in X' nichtnegativ bewertet und
jede in K nicht enthaltene Kante von G — 7 ist in X’ identisch mit X, also
auch nichtnegativ, bewertet. Da die Kante %, in X' trivial bewertet ist, gilt
0 = »(X’) < »(X), so dass laut der Induktionsvoraussetzung X’ als eine nicht-
negative lineare Kombination von.Minimalkreisbewertungen darstellbar ist:

~
X' = Z‘XiB(Ki) , ag =0,
i=1
Aus der Gleichung (2,2) folgt dann
N

X = uB(K) + z xBK), «;=0,u>0.
i=1

Also ist auch X eine nichtnegative lineare Kombination von Minimalkreis-
bewertungen und der Satz ist bewiesen.

3. Es sei jetzt (z,;) eine Losung von (1,2), (1,3), (1,4). Wir konnen dieser
Losung eine Bewertung X eines Graphen G zuordnen, dessen Knotenpunkte
die Zentren K, K,, ..., E,,V,V,, ....,V, und dessen Kanten die Transport-
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wege hy; = EV; (i=1,...,m;j=1,...,n) sind, wobei der Kante h; die-
jenige Anzahl x;; der Produktseinheiten als Wert zugeordnet wird, die von
E,; nach V; auf diesem Wege transportiert werden. Da die Knotenpunktmenge
U(@) von G in zwei Klassen W = (K, E,, ..., E,) und V = (V,, V,, ..., V)
so geteilt werden kann, dass die Kanten von G nur Knotenpunkte aus ver-
schiedenen Klassen verbinden, ist nach (K 5) der Graph @ paar.

Wir werden eine Losung (x;;) von (1,3) und (1,4) einfach nennen, falls der
Kern [s. (D 16)] N(X) der zugehorigen Bewertung X kreislos ist (D 22).

Im folgenden Satz werden wir zeigen, dass es mindestens eine einfache
Losung von (1,2), (1,3), (1,4) gibt. Gleichzeitig bietet er ein Mittel dar, solche
Losung wirklich aufzufinden.

Satz 3,1. Ist eine Anordnung A (mit << bezeichnet) der Kanten von G gegeben,
dann wird durch die Relationen

x; = min[a; — z Xy, b — Z ;] %) (3,1)
. hy<hij hyj<hj
etne Losung von (1,2), (1,3), (1,4) eindeutig bestimmt. Diese Losung ist einfach.

Beweis. Dass durch (3,1) simtliche z,;, 1= 1,...,m, j=1,...,n, ein-
deutig bestimmt sind, folgt leicht daraus, dass diese x;; in der Ancrdnung
A der Kanten k;; schrittweise ausgerechnet werden konnen. Fiir diese gilt
jetzt aus (3,1), dass

T = a;, (3,2)
hy=h;;

> oy = (3,3)
haj=hi

ist, wobei mindestens in einer dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen
eintritt. Somit ist wieder laut (1,3) x;; = 0, denn beide Zahlen in der Klammer
sind nichtnegativ.

Jetzt beweisen wir (1,3), (1,4): aus (3,1) folgt

n
Z-’EU =a;, ZJL‘” =
i=1
n
Setzen wir voraus, dass fiir einen Index ¢ z x;; < a; gilt. Dann ist fir jedes
j=1

Indexpaar 7, j in (3,2) das Zeichen < und somit in (3,3) fiir jedes j das Gleich-
heitszeichen giiltig:

Hieraus folgt

m m n m
AT AR

%) L Zq bedeutet, dass man Giber solche Indexe I summiert, fir welche %y vor /i,

in der Anordnung A steht.
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was ein Widerspruch mit (1,1) ist. Also gilt (1,3) und analogisch (1,4), so dass
(x;;) aus (3,1) eine Losung von (1,2), (1,3), (1,4) ist. Es bleibt iibrig zu beweisen,
dass diese Losung einfach ist. Nehmen wir zu diesem Zwecke an, dass im Kern
[s. (D 16)] N(X) der zugehorigen Bewertung X ein Kreis K existiert. Es sei
h,; = E.V; die erste Kante von K in der Anordnung A. Aus (3,2) und (3,3)
sowie aus (1,3), (1,4) folgt, dass

> =0, (3,4)
hi;;hij
hyi>hij

gilt, wobei mindestens in einer dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen
eintritt. Ist es in (3,4) der Fall, so ist x;, = 0 fiir sdmtliche Indexe [ mit
h; > h;;. Also ist die zweite mit E; inzidente Kante (von A, verschieden)
 von K trivial bewertet, was ein Widerspruch damit ist, dass der Kreis K ein
Teilgraph von N(X) ist. Aus dhnlichen Griinden kann in (3,5) das Gleich-
heitszeichen nicht eintreten, wodurch die Einfachheit der angegebenen Lo-
sung bewiesen ist.

Satz 3,2. Sind (y;;), (z;;) verschiedene- einfache Losungen von (1,3) und (1,4),
denen die Bewertungen Y, Z. von G enisprechen, so ist die Summe der Kerne
N(Y) + N(Z) etn Graph, der mindestens einen Kreis enthdlt.

Beweis. Wir beweisen zuerst: entsprechen zwei (nicht notig einfachen)
Losungen von (1,3) und (1,4) Bewertungen Y, Z von @, so gilt

N(Y) + N(Z — Y) = N(Y) + N(Z) . (3.6)

Bezeichnen wir den Graphen auf der linken Seite mit ¢}, den Graphen auf
der rechten Seite mit G,. Ist & eine Kante aus ¢, und ist sie in N(Y), so ist -
auch % in G,. Ist & nicht in N(Y) und somit in N(Z — Y), sind die Werte
dieser Kante in Y und Z verschieden. Da dieser Wert in Y Null ist, ist der
Wert in Z von Null verschieden und % ist in N(Z) und somit in G, enthalten.
Also ist ¢, ein Teilgraph von G,. Ist umgekehrt % eine Kante aus G, so ist
fiir ~ aus N(Y) auch A in G,. Ist & nicht in N(Y) und somit in N(Z) enthalten,
sind die Werte von % in ¥ und Z verschieden (der eine gleich Null, der ande-
re von Null verschieden). Somit ist 2 in N(Z — Y) und also in @, enthalten.
Daraus folgt, dass auch @, ein Teilgraph von @ ist und nach (D 3) G, = @,.

Sind jetzt die Losungen (y,;) und (z,;) verschieden, so ist Z — Y eine nicht
triviale I'-Bewertung von G' und N(Z — Y) enthélt laut Satz 2,1 mindestens
einen Kreis. Aus (3,6) folgt, dass dasselbe auch von N(Y) 4 N(Z) gilt. Der
Satz ist bewiesen.

Satz 3,3. Es gibt nur endlich viele einfache Losungen von (1,2), (1,3), (1,4).

Beweis. Aus dem vorigen Satz folgt, dass verschiedenen einfachen Losun-
gen entsprechende Bewertungen verschiedene Kerne besitzen. Da es nur eine
_ endliche Anzahl von Teilgraphen von @ gibt, folgt hieraus der Satz.
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Wir definieren jetzt, dass zwei einfache Losungen (¥+7) und (z,;) von (1,2),
(1,3), (1,4) benachbart sind, falls die Summe N(Y) 4 N(Z) der Kerne der ent-
sprechenden Bewertungen Y und Z genau einen Kreis enthélt (D 23).

Satz 3.4. Sind (y;;), (2;) benachbarte einfache Lésungen von (1,2), (1,3), (1,4)
mit den entsprechenden Bewertungen Y, Z, so ist der Kern N(Z—Y) der I™-Be-
wertung Z — Y von G ein Minimalkrets K beziiglich N(Y) und es gilt fiir ein
u > 0 und die zugehorige Minimalkreisbewertung B(K) von G

Z —Y = uB(K) . (3,7)

Ist umgekehrt K ein Minimalkreis beziiglich N(Y), wo Y die einer einfachen
Losung (y;) entsprechende Bewertung von @ ist, dann gibt es ein einziges u > 0
und eine einzige benachbarte Lésung (z;;) mit der entsprechenden Bewertung
Z von G so, dass fir die entsprechende Minimalkreisbewertung B(K) (3,7) gilt.

Beweis. Sind (y,;) und (z,;) benachbart, so ist Z — Y eine nicht triviale
I'-Bewertung und N(Z — Y) enthilt laut Satz 2,1 mindestens einen Kreis.
Da N(Z — Y) nach (3,6) ein Teilgraph des Graphen N(Y) -+ N(Z) miteinem
einzigen Kreis ist, enthalt N(Z — Y) hochstens einen Kreis und somit genau
einen Kreis K. Ist & eine Kante aus N(Z — V), so geht laut Satz 2,1 ein Kreis
von N(Z — Y) durch k. Also liegt h im einzigen Kreis K und N(Z — V) = K.

Pa Z — Y auch eine I'-Bewertung von K ist, ist einer der linearen Faktoren
von K [s. (D 13)] mit u, der andere mit — u (v > 0) bewertet. Der negative
Faktor ist in Y enthalten (¥ sowie Z sind nichtnegativ). Der Kreis K hat so-
mit die erste Eigenschaft aus (D 19) und es gilt (3,7). Die zweite Eigenschaft
folgt direkt aus (3,6). Also ist K ein Minimalkreis beziiglich N(Y).

Ist jetzt K ein Minimalkreis beziiglich N(Y) (Y die entsprechende Bewertung
zur einfachen Losung (v,)), so sei F der in N(Y) enthaltene lineare Faktor
von K. Es sei & eine Kante von F, die von allen Kanten aus ¥ den kleinsten
Wert in ¥ annimmt. Die Bewertung -

Z =Y + uB(K) ‘ (3,8)
ist offensichtlich wieder nichtnegativ und N(Z) ist ein Teilgraph von N(Y) + K.
Da die Kante % in Z trivial bewertet und K laut (2) von (D 19) der einzige
Kreis von N(Y) + K ist, ist N(Z) kreislos. Also ist (z;;), der Z entspricht,
eine einfache Losung von (1,2), (1,3), (1,4), die wegen (3,6) mit (y;;) benach-
bart ist. Aus (3,8) folgt unmittelbar (3,7). Es bleibt iibrig, die Eindeutigkeit
von Z und u zu beweisen. Es sei also noch Z, — Y = u,B(K) mit N(Z,) kreis-
los. Der Wert der Kante % in Z, ist w = u — u,, so dass w = 0 ist. Fir w > 0
sind Werte der iibrigen Kanten von F auch positiv, so dass N(Z,) K als Teil-
graphen enthilt. Aus diesem Widerspruch folgt w = 0, u; = « und Z ;= Z.

Jetz werden wir den Hauptsatz der Arbeit formulieren.

Satz 3,5. Es sei (y,;) eine einfache Lésung von (1,2), (1,3), (1.4), L die Linear-
form (1,5). Gilt fur jede zu (y,;) benachbarte Losung (z;;) L(z) = L(y), so ist fir
jede Losung (€4) von (1,2), (1,3), (1,4) aberhaupi L(x) = L(y).
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Beweis. Ist also (y,;) eine einfache Losung, (z), (24), ..., (2;) simtliche

zu (y;;) benachbarte Losungen und (z;;) eine beliebige Losung von (1,2), (1,3),
(1,4), so seien Y, Z,, ..., Zy und X die zugehorigen Bewertungen von (. Die
Bewertung X — Y ist eine beziiglich N(Y') nichtnegative I'-Bewertung von .
Laut dem Satz 2,3 ist X — ) eine nichtnegative lineare Kombination von
Minimalkreisbewertungen beziiglich N(1). Da nach dem vorigen Satz simtli-
che Minimalkreisbewertungen beziiglich NV ZY ) von der Form

; 1 .
B(K;) = " (Z, —Y) mit u; >0 (j=1,..,N)

J

sind, gilt

N N
X V= >aABK)= > Z,—Y), x;,=0, u; > 0.
=1 i=1U;
Hieraus folgt
Yon ¥ox, i
Lix) — L(y) = Lx — y) = L [Z PR y)] =2 Ly =
i=1U; i=1U;

— > MLE) — Liy)] =0 wegen L(z) = L(y) .

Der Satz ist bewiesen.

1 2 s
Anmerkung. Aus diesem Satz folgt: Sind (y;), (%), ---, (¥:;) sémtliche
einfache Losungen von (1,2), (1,3), (1,4) (laut dem Satz 3,3 ist ihre Anzahl

endlich), so ist der kleinste der Werte L(;) (k=1,2,...,5) das gesuchte
Minimum der Werte L(z) fiir alle Losungen (z,;). Es ist praktisch sehr wichtig,
dass es zur Minimalitéit einer einfachen Liosung (y;;) geniigt, dass L(y) die Werte
L(z) fur simtliche benachbarte Lisungen (z,;) von (y;;) nicht iiberschreitet.

Wir werden noch zeigen, wie man einfach entscheiden kann, welcher von
zwei benachbarten einfachen Losungen von (1,2), (1,3) und (1,4) der kleinere
Wert der Linearform L aus (1,5) entspricht. ‘

Satz 3,6. Sind (y,;), (2;;) benachbarte einfache Losungen, so gilt L(y) < L(2)
dann und nur dann, wenn
Sk < S ke (3,9)
hieF, hygeF ,
qilt, wo F, bzw. F, derjenige lineare Faktor des zugehirigen Minimalkreises |der -
laut Satz 3,4 eindeutig (y;;) und (z;;) entspricht] ist, der im Kern N(Y) bzw.
N(Z) enthalten ist.
Beweis. Es folgt sogleich aus
L(z) — Liy) = Lz — y) = u| 2 kp,— > k) (3,10)
% hijeFy
nach (3,7), denn u >> 0. '
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Satz 3,7. Eine einfache Losung (y,;) von (1,2), (1,3) und (1,4) besitzt die Mini-
maleigenschaft beziiglich der Linearform aus (1,5) dann und nur dann, wenn fir
jeden Minimalkreis K von N(Y')

> ki = Dk (3,11)
ek, Rjgels
gilt, wober Fy bzw. Fy derjenige lineare Faktor von K ist, der in N()) enthalten
bzw. nicht enthalten ist.

Beweis. Folgt aus Satz 3,5 und Satz 3,6.

Satz 3,8. Es sei (y,;) eine einfache Losung von (1,2), (1,3) und (1,4), welche
die Minimaleigenschaft beziiglich einer Linearform L besitzt. Ist ferner (y;;)
eine Losung von

’

Xy o0, (@=1,..,mj=1..mn) (1,2
n
Sy = a;, (1,3")
iZ1
"i ’
in:i = b}' ’ (l741)
=1

fivr welche

Yis > 0 ==y > 0
(also N(Y) = N(Y")) gilt, dann besitzt (y;;) auch die Minimaleigenschaft be-
ziiglich L.

Beweis. Folgt aus dem vorigen Satz, denn jeder Minimalkreis von N(Y)
ist auch Minimalkreis von N(Y’) und umgekehrt.

4. Die theoretischen Sitze, die in den vorigen Absitzen 1,2,3 angegeben
und bewiesen wurden (in erster Reihe die Resultate aus dem Absatze 3)
bilden die theoretische Grundlage zur Aufstellung eines bestimmten Algo-
rithmus fiir die numerische Losung eines jeden vorgelegten Transportproblems.

Im Sinne der im Absatz 1 eingefithrten Symbole stellen wir das folgende
Schema auf:

Vi |V, VT j
e
By | xy,y | Z12 | ST ‘ | L1n ay |
S — } —! [ -
nl | I, | |
Uy | @ay | Way | | T2 | Ton Ay
_— e
| |0 :
: | .
S P P e (4,1)
E, X I‘ Lo | X | Lin a;
il A Sl A R B
* T i . .
‘ SN ST S SN (U —
| | | |
i Em L1 ! Long ! - L i ‘ Lonn @y,
[ | | -
| bl [ b2 i ‘ b: 1 | bn




Die Summe der Elemente x,; der i-ten Zeile in (4,1) ist gleich a,, die Summe der
Elemente x,; der j-ten Kolonne ist gleich b; (Gleichungen (1,3), (1,4)).

Dem Schema (4,1) ordnen wir eindeutig ein anderes Schema zu, d. h.

AR
By | b R | R | | B

By |k | bay | e | Eyy | e | ke
B I (4,2)
B ka ke |k | e | R
IR EE

1 By by | Jom | v | s | e | Ty

wo k;; den Preis fiir den Transport einer Produktseinheit aus dem Erzeugungs-
zentrum £; nach dem Verbrauchsort V; darstellt.

Die Idee, die zum Aufsuchen der gewiinschten Losung des vorgelegten
Transportproblems fithrt und die man zugleich zu einem ziemlich einfachen
Algorithmus ausarbeiten kann, ist nun die folgende:

Wir suchen in bestimmter Weise (die spiter beschrieben wird) eine bestimmie
einfache Losung (°x;;) von (1,2), (1,3), (1,4) aus (d. h. eine einfache Losung im
Sinne der im Absaiz 3 angefihrten Definition). Wir bestimmen dann alle zu
(% ;) benachbarten einfachen Lisungen (s. Absatz 3) (0201-3-), r=1,...,«.59)

Wenn L(%) den Wert der gegebenen Linearform (1,5) fiir die einfache Lisung
(°x,;) angibt und wenn die Symbole L(°x) denselben Sinn fir die mit (°x;;) benach-

barten Losungen (°x ;) haben, dann bestehen zwes Moglichkeiten:
(a) entweder gilt: L(°x) < L(%) far alle mit (°x;;) benachbarten Losungen (% ;).

Dann ergibt sich aus dem Satze (3,5), dass (°x;;) die gesuchte Losung des gegebenen
Transportproblems darstellt.

(b) oder existiert mindestens eine einfache Lisung (*x;;) von (1,2), (1,3), (1,4)
mit den folgenden Eigenschaften:

(lzy) € {(ofia‘): (09:1':')’ cees (Oxu)} >
L(*z) < L(x),
Llz) < L(®x) fiur r=1,..., .

8) x ist eine endliche ganze Zahl; dies folgt sofort aus dem Satze (3,3).
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Im Falle (b) wird folgendermassen fortgesetzi: Wir seizen den angedeuteten
Prozess fort. Wir suchen alle zu (*x;;) benachbarten einfachen Losungen (‘z;),

r=1,..,8, aus. Falls L(*x) < L(*x) fir r = 1,..., 8 g¢ilt, so ist (‘x;) die

gesuchte Losung des gegebemen Transportproblems. In anderem Falle existiert
mindestens eine Lésung (2x;;) von (1,2), (1,3), (1,4) mit den folgenden Higen-
schaften:

() € {(1xij)> (), ..., ()},
1 2 8

L(x) < L('x) ,

Lex) < L(w) fir r=1,...,8.

Der eben angedeutete Prozess wird in dhnlicher Weise weiter fortgesetzt. Dem
Salze (3,3) zufolge erhalten wir jedenfalls eine endliche Folge

(O ), (), s (T45)

einfacher Losungen von (1,2), (1,3), (1,4), wo (*xy), (* lx,), k=1,..,8 — 1
benachbarte einfache Liosungen sind (falls s > 1) und L(x) = L(x) fir jede
Lésung (x;;) von (1,2), (1,3), (1,4). Dem Saize (3,5) nach ist (sx;;) die gesuchte
Lésung des vorgelegten Transportproblems.

Wir werden nun die oben angedeuteten Schritte mathematisch verfolgen
und zugleich an einem einfachen Beispiel demonstrieren.

Schritt 1. Wir ordnen die m. n Zahlen k,; aus (4,2) in eine Folge derart,
dass

kig, = kiy, = = kipie (4,3)
gilt. Einer solchen Anordnung entspricht — nach dem Satze (3,1), Formel
(3,1) — eindeutig eine bestimmte Losung von (1,2), (1,3), (1,4) und diese Lo-
sung ist einfach im Sinne der im Absatz 3 eingefiithrten Definition. Diese Lo-
sung bezeichnen wir mit (°x;;) und wir werden sie als erste Approximation der

gesuchten Losung bezeichnen.?)

7) Wir wollen den Grund dieser Wahl der einfachen Loésung nicht niher angeben. Wir
begniigen uns mit folgender Vermutung, die aus dem 6konomischen Charakter des Trans-
portproblems hervorgeht: Indem wir diejenigen Transportwege, die mit den niedrigsten
Transportpreisen fiir eine Produktseinheit belastet sind, vollkommen ausnutzen, dann
hoffen wir eine annehmbare Losung des gegebenen Transportproblems zu finden, die
nicht ,,sehr weit** von der gesuchten Losung ,,entfernt‘ ist.
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Beispiel 1. Es seien vier Erzeugungszentren ¥,, ¥,, E;, £, und sechs Ver-
brauchsstellen V., V,, V3, V,, V5, Vg gegeben. Mittels der Tafel

!‘7 T T T 7‘ I
COR I R OO B O
| B D | I
1 s | 3 ‘ 4 | 5 6 1
E, Z11 ' T12 ‘ L13 L1g | 25 T16 12 '
| 7 8 9 10 11 12 f
| K, Loy : Lo Loz | Yo | Xas Ta6 37
e (44
13 | 14 ‘I 15 ! 16 17 | 18 ‘
i E; 31 L3o | 33 L34 L35 | @36 3 .
L SN S R . N
‘ 19 l 20 21 22 23 24
E, a1 Tyo Lyy Loy a5 l Ly 48 |
I N R o I i
| 26 6 9 11 20 F 28 ‘
- I S RS PR B
zusammen mit der zugehorigen ,,Preistafel*
V, V, Ve, |V, | Vs Ve
,,,,, S I R U SR S
1 2 3 4 | 5 f 6
K, 46 202 53 14 | 89 i 14
7 8 9 10 11 : 12 ~
B, | 258 7 69 19 1029 (4,5)
R [ — ———— - -,‘If | |—
13 14 15| 16 J v 18
E, | 311 26 48 | 224 | 47 | 154
[N A A N G S
3 19 20 ‘ 21 | 22 | 23 | 24
K, 14 37 15 | 53 31 “ 84
i .
ist — laut (4,1), (4,2) — ein spezielles Transportproblem vollkommen dar-

gestellt. Die Bedingung (1,1) ist hier erfiillt.

Die Zahlen k,; aus der Preistafel (4,5) ordnen wir — laut (4,3) — in eine
nichtabnehmende Folge, also

7,9, 14, 14, 14, 15, 19, 26, 31, 37, 46, 47, 48, 53, 53, 69, 84, 89, 102,

der die Anordnung
8,12, 19, 4, 6, 21, 10, 14, 23,20,1, 17,15,3, 22,9, 24, 5,11,18, 2,16, 7,13 (4,7)
der zugehorigen Felder entspricht.

io8

154, 202, 224, 258, 311 .

(4,6)



Bei der gewéhlten Anordnung (4,7) erhalten wir auf Grund der Vorschrift
in (3,1) eine bestimmte einfache Losung des gegebenen Systems von Unglei-
chungen und Gleichungen

;=0 (i=1,2 3, 4;7':1,2,3,4 5,6),

ij ==

4 4 4 4
> xyy =26, >, =6, >, Z 2, =11, 2,1 =20, > @ =28, (4,8)
=1 i=1 i=1 i=1 i=1
6
th_]_,zb,ﬁﬁ,g j =3, > my; =48,
= = =

Diese einfache Losung von (4,8) sieht bei der schematischen Darstellung
(4,4) folgendermassen aus:

| | 5 ‘ I
v, , Vs, | Ve | Ve 1Ty \ Ve
I I S — b 7,,,,{,,,, S - - .
1| 2 | 3 | 4 . 5 f 6
E, 0 0 Lo P11 |1 | 0 12
B I R S R R R
! 7 8 | 9 10 | o 12
E, 0 6 0 ;0 ‘ 3 |28 37
B U B ‘ B P e (49)
13| 1| 15 | 16 | 17 18
B, 0 P | 0 0 3 0 3 |
| e SR N ] e — — ‘ e |
i 19 E 20 ‘ 21 | 22 | 23 : 24
B, {26 | 0 |9 | 0 130 48
1 26 ‘ 6 | 9 120 | 28 1
| - i | B

Wir erhalten leicht die in (4,9) eingetragene Losung von (4,8), indem wir
die einzelnen Felder etappenweise in Anordnung (4,7) mit der méglichst
grossten Zahl besetzen (dabei miissen die Bedingungen (4,8) behalten bleiben).
Die in (4,9) ausgedriickte Losung von (4,8) stellt also die erste Approximation
der gesuchten Losung dar.

Schritt 2. Wir gehen nun von der im Schritt 1 ausgewihlten einfachen
Losung (°z,;) von (1,2), (1,3), (1,4) aus, die wir als die erste Approximation der
gesuchten Losung des Problems bezeichnet haben. Einer solchen Losung
konnen wir (laut Absatz 3) eine Bewertung °X eines Graphen @ zuordnen, des-
sen Kanten die Transportwege h; = E.,V; 1 =1,...,m; j = 1, ..., n) sind®),
indem wir die Zahlen %¢,; als Werte der zugehorigen Kanten %,; (1 = 1, ..., m;

S) Das Symbol h;; bezeichnet also die Kante, die in dem betrachteten Graphen den
Punkt £; mit dem Punkt I, verbindet. Falls ¢ % 7, dann sind h;;, h;;. zwei verschiedene
Kanten des Graphen (d. h. (he Indizes von h;; sind unvertauechbar)
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j = 1, ..., n) ansehen (s. Absatz 3). Da die Losung (°z;;) einfach ist, ist — der
fritheren Definition nach — der Kern N(°X) dieser Bewertung kreislos. Mit
unserer Losung (%;;) ist also ein bestimmter kreisloser Teilgraph N(°X) von
G verbunden. Wir zeichnen diesen Graphen N(°X) in irgendwelcher Weise
auf,) um ihn bei dem néichsten Schritte zu beniitzen. Das Aufzeichen des
Graphen N(°X) bietet keine Schwierigkeiten. Man wéhlt einfach in der Ebene
beliebig m -+ n verschiedene Punkte X, ..., K, V, ..., V, (die Knotenpunkte
des Graphen N(°X)), die den in Betracht kommenden Erzeugungszentren und
Verbrauchstellen entsprechen. Die Kanten des Graphen N(°X) sind die Ver-
bindungsstrecken derjenigen Punktpaare £,V ;, fiir welche % ;; > 0 ist.

Beispiel 1 (Fortsetzung). Der Losung (°z,;) aus (4,9) entspricht zum
Beispiel der Graph N(°X) in Abb. 1. Man sieht sofort, dass dieser Graph kreis-
los und zusammenhéngend ist, d. h., in unserem konkreten Falle ist der Graph
N(°X) (Abb. 1) ein Baum [s. (D 11)]. '

Anmerkung. Der Graph N(°X) braucht nicht immer (in allgemeinem
Falle) ein Baum zu sein, d. h. es kann vorkommen, dass der Graph N(°X)
wenigstens zwei Komponenten besitzt. Wir werden uns zuerst mit dem Fall
befassen, dass alle bei der Berechnung in Frage kommenden Graphen N(X)
zusammenhingend sind. Den iibrigen Fall werden wir spéiter noch angehen.

Schritt 3. Von der Losung (°x,;) ausgehend, werden wir alle einfachen mit
(°x;;) benachbarten Losungen aufsuchen. Dem Satze (3,4) nach entspricht
jeder solchen Losung eindeutig ein bestimmter Minimalkreis (s. (D 20)) und
umgekehrt. Unter der obangefiihrten Voraussetzung iiber den Graphen
N(°X) wird jeder Minimalkreis beziiglich N(°X) durch Hinzufiigen einer
trivial (d. h. mit Null) bewerteten Kante E,V; zu N(°X) eindeutig bestimmt.
Da (@ ein paarer Graph ist, besitzt dieser Minimalkreis eine gerade Anzahl von
Kanten [s. (D 12)].

Sei also h;; = E;V; (i,el,...,m;j,el,...,n) eine bestimmte mit Null
bewertete Kante von (.°) K.V, E,V; ...E,V,E, der zugehorige Minimal-
kreis, den wir mit .

Kijo= by ~h;; ~hg; ~h;; c~hy ~ ) (4,10)

bezeichnen wollen. Diesem Kreise ordnen wir die Zahl

‘S(Kilj,) == ki,f1 — ki,il + ki,f, - kiaj, + .t ki,f, —k; is (4,11)

1

zu. Die zu K, ; zugehorige benachbarte einfache Losung (%x,;) ist ,,besser
171 1
als (°z;;) (im Sinne unserer Aufgabe), falls L(%) > L(%;,) gilt. Dieser Fall
1

tritt (dem Satze (3,6), Formel (3,9)) nach dann und nur dann ein, wenn die Zahl
9) Der Ubersicht wegen ist es empfehlenswert den Graphen N (°X) derart aufzuzeich-
nen, damit sich seine Kanten nicht durchschneiden. Das ist immer moglich.
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(S(K i,5,) aus (4,11) negativ ist. Unter dieser Voraussetzung ist die (negative)
Differenz L(%x) — L(°x) gleich
1

AL(%x, °x) = "ud(K ;) , (4,12)
1 1 ‘

wo

u = min(®z, ; , v
1

'1'2)',7 Oxisisﬂl! 0‘1;1'11'3) (4113)

iyt

gilt. Dies folgt ummittelbar aus (3,10) und aus dem Beweis des Satzes (3,4).
Dieser Teil des Prozesses wird also auf die folgende Weise durchgefiihrt:

Fiir jede mit Null bewertete Kante %,, von @ bildet man den zugehérigen
Minimalkreis K, bezuglich N(°X). Ist die Zahl 6(X;;) [s. (4,11)] negativ, so
rechnet man diese Zahl 6(K ;) sowie die Zahl A,, = ud(K,,;) aus, wo u durch
(4,13) definiert ist. Es sei 4, ; die kleinste (d. h. absolut grisste) Zahl der
Menge der in Betracht kommenden allen negativen Zahlen A4,,.1°) Dann rechnet
man die zugehorige benachbarte Losung (lx;;) folgendermassen aus (‘u wird
laut der Vorschrift (4,13) berechnet):

(a) Yy = %2y + 'u, falls die Kante h;; in K, ; liegt und sich in der
Folge (4,10) auf einer ungeraden Stelle befindet;

(b) x;; = 2;; — 'u, falls die Kante A,;in K, ; liegt und sich in der Folge(4,14)
(4,10) auf einer geraden Stelle befindet;

(c) x; = %, fur alle tibrigen Indexpaare (3, j).

Aus den fritheren Erwigungen folgt, dass diese neue einfache Losung (4,14)
die Eigenschaft besitzt, dass der Wert der gegebenen Linearform L von allen
zu (“¢;;) benachbarten Losungen fir diese Losung der kleinste ist. Diese
Losung (*x;;) werden wir als die zweite Approximation der gesuchten Losung
des gegebenen Transportproblems ansehen.

Das mechanische Vorgehen im Schritt 3 (falls N(°X) ein Baum ist) besteht
somit aus folgenden Etappen:

(I) Jeder Kante des Graphen N(°X) schreiben wir den entsprechenden
»Preis‘ k;; zu, den man sofort aus dem Graphen N(°X) und aus der ,,Preistafel
(4,2) auslesen kann.

(IT) Wir fiigen dem Graphen N(°X) eine Kante k;; des Graphen G zu, die
in ¢ mit Null bewertet ist, und schreiben ihr die Zahl k,; zu (die man aus
der Tafel (4,2) sofort feststellt).

(IIT) Wir suchen in dem Graphen N(°X) + &,
kreis (4,10) aus.

(IV) Dem Minimalkreise K ;; ordnen wir die Zahl 6(K i) zu [laut (4,11)].

(V) Falls 6(K, ;) nichtnegativ ist, dann brechen wir die Berechnung ab
und wir wiederholen die Schritte (II), (III), (IV) fiir eine andere, im G mit
Null bewertete Kante. Ist o(k; ;) negativ, so berechnen wir die Zahl %lb mittells

19, int es mehrere solche Zahlen, so wihlt man beliebig eine von ihnen aus.

den zugehdrigen Minimal-
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(4,13). Weiter berechnen wir den betreffenden ,,Zuwachs® der gegebenen
Linearform (1,5) aus der Formel (4,12).
(VI) Dieser Prozess wird fiir jede in ¢ mit Null bewertete Kante wiederholt.
(VII) Aus den Resultaten stellen wir eine geignete iibersichtliche Tafel
zusammen.

(VIIT) Wir berechnen laut (4,14)
diejenige mit (%;;) benachbarte
einfache Losung (x;), die dem
kleinsten Wert der Differenz AL
aus (4,12) entspricht. Wie man
praktisch vorgeht, wird an unse-
rem weiteren Beispiel klar.

Beispiel 1 (Fortsetzung).
Jeder Kante des Graphen N(°X)
in der Abb. 1 schreiben wir den
entsprechenden ,,Preis™ k,; zu,
der sofort aus der Tafel (4,5)
erlesbar ist (Abb. 1).

Wir wihlen eine mit Null bewer-
tete Kante in unserer Bewertung
(4,9) des Graphen (. Diese Eigenschaft hat z. B. die Kante &, ; dies ist aus (4,9)
ersichtlich. Diese Kante tragen wir in den Graphen N(°X) ein und schreiben
ihr den zugehorigen ,,Preis“ k,; = 46 zu (Abb. 1). So erhalten wir den Graphen
N(°X) -+ hyy, welcher gerade einen Kreis enthilt (in Ubereinstimmung mit
der Theorie). Im Sinne der Bezeichnung (4,10), (4,11) lesen wir in Abb. 1 fiir
den betrachteten Minimalkreis folgende Daten aus:

Ky = (hyy ~ gy ~ gy ~ by,
K ) = kyy — kyy + kg — kys = 46 — 14 - 31 — 89 — — 26 < 0.

Daraus und aus (4,9) folgt dann laut (4,13):

%% = min(%zy;, *215) = min(26,1) = 1.
1

Es gilt also fiir die zugehérige Differenz AL [s. (4,12)]:
AL, %) = ou. §(Ky) = 1. (— 26) = — 26,
1

Mit Null sind diese weiteren Kanten in (¢ (bei der Bewertung °X, die in (4,9)
beschrieben ist) bewertet: Ao, fyg, Py, hoy, Rog, Rog, oy, Ras, Bas, Ry, g, Ryoy Ry,
hy. Fiir jede Kante A ;; aus der angegebenen Folge berechnen wir in derselben
Art, wie angefithrt wurde, dhnliche Daten. Die Resultate der Berechnung sind
in folgender Tafel (4,15) eingeschrieben. .

Im Falle, dass AL = 0, ist es nicht notig (wie oben begriindet wurde)
den Wert von % und AL anzugeben. Mit dieser Tatsache haben wir in der
Tafel (4,15) gerechnet.
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~ hxs

~ h15
~ Py
~ h25
~ h25
~ kas
~ has
~ kss
~ h35
~ k35
~ h45

~ hys

b { K
|
| Ay Ay~ by~ fys
2| by L hyy ~ gy ~ by ~hys
3 hys by ~ hyy ~ k4s ~ hys
4 hlG h1s ~ hzs ~ hzs
5 hzl k?l ~ h41 ~ h45
6 h23 h23 ~ h43 ~ h45
T\ hoy | oy ~ hig ~ hyy
8| hay | hyy ~ h41 ~ hys
9| g, haz ~ hzz ~ hza
10| A hyy ~ h43 ~ hys
11 h34 h34 ~ hu ~ hls
12 has h36 ~ hzs ~ hzs
13| hye h42 ~ h‘zz ~ hzs
14 h44 h44 ~ h14 ~ k15
15 h46 h46 ~ hfzs ~ hza

~ h45

(K ;) ‘u | AL |
46 — 14 4+ 31— 89— — 26| 1 —26
202 — 74102 — 89> 0 . —
53 — 154+ 31— 89— — 20 1| —20
14— 94+102— 89>0 —| -
258 — 14 + 31 — 102 > 0 —| -
69 — 15 4+ 31— 102 = — 27, 3| —5l
19— 14 + 89— 102 = — 8| 3| —24
311 — 14+ 31 — 47> 0 — -
26— 74 102— 470 —| -
48 — 15 4 31— 47> 0 - -
224 — 14 4 89 — 47> 0 —| -
154 — 9 4102 — 47> 0 —| -
37— 7T4+102— 31>0 — -
53 — 14 L 89 — 31> 0 — — |
84— 94102 — 31> 0 ~| -

Aus der Tafel (4,15) ergibt sich, dass es vier mit (°;;) benachbarte einfache

Losungen von (4,8) gibt, fiir welche AL negativ ist. Das kleinste 4L gehort
derjenigen mit (°x;;) benachbarten Losung, die mittels der unter dem Posten 6,
Tafel (4,15), angegebenen Daten wohl definiert ist. Die Angaben

Kos == (hoy ~ hyy ~ hy5 ~ hys) | O% =3

bestimmen dann — laut (4,14) — eindeutig die einfache mit (°x,;) benach-
barte Losung (‘2,;) von (4,8); es gilt also (wenn wir zur Berechnung das Schema

(4,9) und die Gleichungen (4,14) benutzen) fiir die Bewertung 1X von G:

gy =0+ 3=23, o, =9 —3 =6, la,, =13 +3 =16, Loy, — 3 —3 =0,

1x,; = %,; fur tibrige Paare von Indizen.

Daraus und mit Hilfe von (4,9) gewinnen wir folgendes Schema

‘ .
B, 0
B |0
B | %

|

i
|
|
t

v, | v,
0 ' 0
6 3
0 0
0 6
6 , 9

v,

0

28

23

0 -

woraus die Bewertung *X der Losung (*;;) von (4,8) klar wird.

| (4,16)
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Schritt 4. Wir gehen nun von der einfachen Losung (‘z,;) von (1,2), (1,3),
(1,4) aus und wiederholen den Prozess (Schritt 2 — Schritt 3). Dies geschieht
in Ubereinstimmung mit unserer Idee, die wir frither (Seite 106) erklirt
haben. Das weitere Vdrgehen besteht aus endlicher Anzahl von Wiederho-
lungen des beschriebenen Prozesses Schritt 2 — Schritt 3 (wie es in der aus-
gesprochenen Idee formuliert und begriindet wurde).

Abb. 2.

Beispiel 1 (Fortsetzung).
Wir gehen von der Losung ('x;)
aus, die durch (4,16) schematisch
dargestellt ist und zeichnen den-
jenigen Graphen auf, der den Kern
N(X) der zu (*z;) angehorigen
Bewertung 'X bedeutet. Gleich-
zeitig tragen wir fiir jede Kante
des Graphen N(1X) die zugeho-
rige Zahl k; ein, die wir sofort aus
der ,,Preistafel (4,5) feststellen
koénnen (Abb. 2). Wir suchen nun
diejenige mit ('z,;) benachbarte
einfache Losung von (4,8) auf, die

den kleinsten aller negativen Werte von AL ausweist und zwar in der Art, wie
es im Schritt 3 beschrieben wurde. Die Teilresultate fithren dann zu folgender

Tafel:

h;; K;; 0(K ;) | AL
1| iy | gy ~hgy ~hys~hys 46—144+31—89—=—26 | 1| —26
2| g | hyg~gy~hgg ~hyg ~hys~hys | 202—T-4+69—15+31—89>0 | — —
3| by | hyy~hyg~hys~hys 53—15431—89=—20 | 1 —20
4| hyg | Pyg~hog~hgg~hyg~hys~hys | 14—94+69—15431—89>0 | — —
5| gy | hoy~hgg~hys~hyy ' 258 —694-15—14>0 | — —
6| hoy | hog~hgy~hyg~hyg ~hys~hyy | 19—69415—31489—14>0 | — —
T hgs | hog~hys~hyy~hyy 102—314+15—69>0 | — —
8| hyy | hgy~hyy ~hys~hys 311—14+31—47>0 | — —
9| hyy | hgg~hgg~hgy~hyy~hys ~hys | 26—T4+69—15431—47>0 | — —
10| hgy | hyg~hyg~hys~hgs 48—154+31—47>0  — —
11| By | hgy ~hg~hys ~hg, ‘ 224 14489—47>0 | — —
12| gy | gy ~hog ~gy ~yg ~hys ~hgs | 154—9+69—15-431—47>0 | — —
13| hyy | Pyg~hgy~hyy~hy, 37—74+69—15>0 | —| —
14| hyy | hyg~hyy~hys~hyg 53—14+89—31>0 | —| —
15| hyg | hyg~hogg~hog~hy, 84—9+69—15>0 | — —

|

i
S




Aus dieser Tafel geht hervor, dass der kleinste Wert von AL derjenigen ein-
fachen mit (1z,;) benachbarten Losung (%x,;) entspricht, welche man aus den
Daten, die sich unter dem Posten 1 der vorigen Tafel befinden, mit Hilfe von

o

&

Abb. 3.

(4,14), (4,16) feststellen kann. Bezeichnen wir diese Losung mit (2z,;) und die
zugehorige Bewertung mit 2X, dann erhalten wir das folgende Schema:

e Vo | v | v | Ve | Ve | Vs

| B, 1 | o 0 11 | o 0 12

B | o ! 6 3 0 0 28 | 37
S b (117
B, 0 | o 0 0 3 0 3

B | 2 r’io B o | 17 | o 48

1 2 6 9 | on i 20 | 28

Wir gehen nun von der in (4,17) schematisch dargestellten Losung (%x;;)
aus und zeichnen den zugehorigen Graphen N(2X) auf (N (2X) ist der Kern der
Bewertung 2X). Gleichzeitig fiigen wir jeder der Kanten des Graphen N(*X)
die zugehorige Zahl k,; zu (Abb. 3)

Wenn wir nun in iiblicher Weise die Tafel von niitzlichen Daten berechnen,
indem wir von der Losung (2x;;) aus (4,17) und von dem Graphen aus Abb. 3
ausgehen, dann stellen wir fest, dass es nur eine einzige mit (*x;;) benachbarte
einfache Losung gibt, die ein negatives AL ausweist. Diese Losung, die wir
mit (3z,;) bezeichnen, ist mittels der Angaben

Ihii K oK ;) 2| AL
!h“ Fray ~iyy ~yy ~hyy ~hyy ~hyy | 19—14+46—14415—69=—17 | 3| —51




durch die Gleichungen (4,14) (wo wir uns das Symbol 3z,; an Stelle von x;;,
2z ;; an Stelle von °z,; und ?u anstatt u denken) eindeutig bestimmt. Diese ein-
fache Losung (3z;;) von (4,8) sieht dann in unserem iiblichen Schema folgen-
dermassen aus:

A A A A A
BT T I A . A O
B, | o0 ’76ﬂ71 0 \ 3 [Jvo { 28 | 37
BN R R R N R
E, 2 | 0 | 9 | 0 ’, 17 imor 48
| 26 5|M6 e | o |20 | o2 |

Indem wir nun das Vorgehen aus dem Schritt 2 und 3 auf die Losung (3x;;)
aus (4,18) anwenden, so iiberzeugen wir uns, dass es keine einfache zu (3x;;)
benachbarte Losung von (4,8) gibt, fiir welche AL negativ wire, das heisst
fiir jede mit (3x ;) benachbarte einfache Losung (3x,;) von (4,8) gilt: 4 L(3x, 3x) = 0.
Daraus ergibt sich (dem Satze (3,5) nach), dass (°x;;) die gesuchte Losung un-
serer Aufgabe ist.

Die Zahlen

Suyy =4, 3wy =8, 3wy = 6, duy, = 3, day; = 28, xy; = 3, 3wy = 22,

3, = 9, 3245 = 17, 32,; = 0 fiir tibrige Indizes,
stellen also die gewiinschte Losung unseres speziellen Transportproblems dar.

Anmerkung. In unserem vorigen Beispiel 1 waren alle in Betracht kom-
menden Kerne N(°X), N(*X), N(2X), N(*X) der zugehdrigen Bewertungen
°X,1X,2X,3X des Graphen G (die den einfachen Losungen (°x;;), (1), (%),
(3x;;) angehorten) lauter Baume im Sinne der Graphentheorie. Falls der Kern
einer Bewertung X von G, die einer gewissen einfachen Losung (z,;) von (1,2),
(1,3), (1,4) entspricht, kein Baum ist, d. h. besitzt der !Graph N(X) wenigs-
tens zwei Komponenten, dann sieht das Vorgehen im Schritte 3 etwas anders
aus. In diesem Falle wire es falsch zu behaupten, dass durch Hinzufiigen einer
mit Null in ¢ bewerteten Kante zu dem Graphen N(X) immer ein Minimal-
kreis beziiglich N(X) ensteht. Wir miissen hier das frither beschriebene
mechanische Aufsuchen von Minimalkreisen verlassen und wir miissen alle
Minimalkreise (beziliglich N(X)) auf irgendwelche Weise bestimmen. Haben
wir es getan, dann fithren wir die im Schritte 3 beschriebene Berechnung auf
dieselbe Art weiter. Das mechanische Vorgehen bei der Bestimmung aller
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Minimalkreise lisst sich z. B. folgendermassen durchfithren: Es seien 7',
Ty, Ty, ..., T, die Komponenten des Graphen N(X). Durch Hinzufiigen
einer mit Null in @ bewerteten Kante z. B. zu der Komponente 7', ensteht
ein bestimmter Minimalkreis beziiglich 7', und damit auch beziiglich N(X).
Auf diese Weise konnen wir alle Minimalkreise beziiglich 7'; gewinnen. Das-
selbe Vorgehen fithren wir bei den iibrigen Komponenten 7, ..., 7', durch.
Damit haben wir aber nicht alle Minimalkreise beziiglich N(X) gefunden. Der
zweite Schritt besteht darin, dass wir die Komponenten 7, ..., T, in eine
Graphenfolge 7', 4 Ty einreihen, wo «,fel,..., 4; x * f ist. Wir suchen
diejenigen Minimalkreise beziiglich 7, + T4, dig Minimalkreise weder be-
ziiglich 7', noch beziiglich 7’4 sind. Das tut man durch Hinzufiigen von zwei
Kanten E,U;, E.V, zwischen diese zwei Komponenten laut der Vorschrift
im Satz 2,2. Dies tun wir bei allen Graphen 7', 4 T'5. Weiter nehmen wir in
Betracht alle aus drei Komponenten gebildete Graphen 7', 4+ 7' + 7', wo
x,B,yel, ..., 4; « +f + y £ x. Wir suchen wieder alle Minimalkreise be-
zuglich T, + T + T, aus, die nicht Minimalkreise beziiglich T',, T's, T',,
To+TpT,+17T, T, + T;sind. Es ist nun klar, wie man weiter vorgeht. Die
letzte Etappe besteht aus der Bestimmung aller Minimalkreise beziiglich N(X),
die nicht Minimalkreise beziiglich keines der frither betrachteten Graphen
Toy+ Ty, + ... Ty sind, wo a;e1,... 4 (1 =1,..., s < A) voneinander ver-
schiedene Zahlen sind. Auf diese Weise konnen systematisch alle Minimal-
kreise beziiglich N(X) aufgefunden werden.

Unsere Idee wird an weiterem Beispiel ersichtlich.

Beispiel 2. Es ist ein spezielles System von Typus (1,2), (1,3), (1,4) gegeben
und zwar in folgender schematischer Darstellung:

‘ L1 L2 L3 1
— B |

| Loy Lag L3 1
l L31 L2 L33 1
Lv I

1 0 0 1
0 1 0 1

. i (4,18)
0 0 1 1
1 ] 1 , 1
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eine bestimmte einfache Losung von Gleichungen und Ungleichungen

3 3
2y =0 fir 4,7 =1,2,3; Say=1({=1,23); S, =130=1,23) (419)
1=1 =1

7
beschrieben ist.

Den Kern N(X) der zur Losung (z,;) aus (4,18) zugehorigen Bewertung X
kann man z. B. folgendermassen aufzeichnen (Abb. 4):

E, Vv E v E v, E 4
1 1 1 1 1 & 1
7; =~ e /C CT /,’.) ~ 7‘)
E,o——-o% DN RN / N S~o /)
27N N4 E v x S
- AN \ 2 2 \ /oS
7:2 X\ ~ /,0 & //’.) N V.
Eo—=—ol, & A N S E Xb & A2
~ 7 \ ~
/ N PN 7 \ 4 S
T & —0 o< S o & —0
£y o——oy, E, v E v E v, & 3
Abb. 4. Abb. 5.

Der Graph N(X) zerfillt also in drei Komponenten 7'y, T, T',. Es gibt ins-
gesamt fiinf verschiedene Minimalkreise beziiglich N(X), die man laut der
obangefiihrten Vorschrift leicht aus dem Graphen N(X) (Abb. 5) auffindet.
Die einzelnen Minimalkreise beziiglich N(X) sind aus der Abb. 5 ersicht-
lich. :

Es gibt also fiinf verschiedene mit (x,;) aus (4,18) benachbarte Losungen von
(4.19).

Zum Schluss dieser Arbeit wollen wir noch bemerken, dass in der Praxis
der Fall, dass der Kern einer zu einer einfachen Losung von (1,2), (1,3), (1,4)
gehorigen Bewertung in mehrere Komponenten zerfillt, nur selten vorkommt.
Ist es jedoch der Fall, dann ist es immer moglich durch eine sehr kleine Ab-
anderung (beliebig klein) die gegebenen Zahlena, (1 =1, ..., m), b; (j = 1, ..., n),
so zu dndern, dass das gegebene ckonomische Problem praktisch unverin-
dert bleibt, doch (vom mathematischen Standpunkt aus) der Kern der be-
treffenden Bewertung zusammenhiingender Graph wird. Dies erleichtert uns
das Aufsuchen von Minimalkreisen. Wir wollen hier nicht diese Tatsache
niher angehen. Die Arbeit von F. NoZzitra [12] zeigt an einigen Beispielen,
wie man in solchen Féllen die Berechnung durchfithrt. In dieser zitierten Ar-
beit ist aber die ganze das Transportproblem umfassende Theorie ganz anders
aufgebaut worden. Sie beruht auf einigen Erkenntnissen aus der allgemeinen
Theorie der n-dimensionalen Polyeder und der ganze Algorithmus der Berech-
nung wird in geometrischer Art dargelegt.

Es ist klar, das es noch einen algebraischen Weg gibt, der zur erfolgreichen
Losung des Transportproblems fithren méchte. Doch das Anwenden von
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Graphentheorie vereinfacht viele Beweise der notwendigen theoretischen
Séatze und macht den ganzen Algorithmus zu einem ziemlich leichten und
anschaulichen Apparat, der in der Praxis seine Verwendung leicht finden
wird.

5. Zur Geschichte des Transportproblems wird Folgendes kurz
angefiihrt:

Die Aufgabe, ein in mehreren Produktionsstellen erzeugtes Produkt unter
bestimmte Verbrauchsstellen mit gegebenem Verbrauchsumfang (gleich dem
Produktionsumfang) so zu verteilen, dass die Transportkosten minimal werden,
wurde zuerst von HircHcock [7] mathematisch formuliert und mit mathe-
matischen Mitteln gelost: Die vom Standpunkte der Geschichte des Problems
interessante Arbeit von KaxTOoROVIC [8] ist uns unzuginglich geblieben und
nur dem Titel nach (zitiert in [8]) bekannt. Der Schiffmangel, der schon wih-
rend des ersten Weltkrieges zu gewissen Regulierungen des Umlaufes von
Schiffen zwang und wihrend des zweiten Weltkrieges in viel grosserem Aus-
masse in Erscheinung trat, fithrte im zweiten Weltkriege zur mathematischen
Formulierung und Losung der Aufgabe, wobei zu bemerken ist, dass der
Transport zur See gewisse besondere Bedingungen stellt, die von denen des
Eisenbahntransports unterschiedlich sind. Néheres iiber diese Seite des Pro-
blems siehe in [9] und [10]. Die Simplexmethode der Losung des Transport- -
problems wurde von DaNTZIG in [4] angegeben.

In der Tschechoslowakischen Republik ist man zum Transportproblem im
obigen Sinne im Zusammenhang mit dem Bestreben nach einer 6konomischen
Gestaltung des Eisenbahntransportes gekommen. Das Problem wurde im
Jahre 1952 von Nozicka unabhéngig von den oben angefithrten Arbeiten
gelost; die Methode wurde ausfiihrlich in [12] erldutert.

Kin wachsendes Interesse der Mathematiker und Praktiker in der Tschecho-
slowakei und im Ausland — siehe z. B. [1]und [14] — an dem Transportproblem
und an anderen Problemen der Linearplanung bewegte die Autoren dieses
Artikels zu einer verkiirzten Umarbeitung der Arbeit [12], wobei die Theorie
der Graphen als Grundlage gestellt wurde. Die Moglichkeit, das Transport-
problem unter Mithilfe dieser Theorie zu losen, wurde in [4] und [13] erwihnt
und in [6] von Froop ausgeniitzt; siehe dariiber auch BeErLMAN in [2]. Wir
finden diese Methode sehr anschaulich und besonders dann anwendbar, wenn
keine modernen Rechenautomaten zur Verfiigung sind; tiber deren Ausniitzung
siehe Eisemann [5] .Die Existenzfragen siehe in [3].

Das Transportproblem wird unter folgenden Voraussetzungen gelost:
1. Das Produkt ist in beliebig kleine Mengen teilbar.

2. Es besteht keine Einschrankung iiber die kleinste zu transportierende
Menge; diese Voraussetzung trifft gewiss nicht zu, z. B. fiir Kohle ist die
kleinste Menge ein Eisenbahnwagen.
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3. Die zur Beforderung beniitzten Transportmittel bleiben auf der Riick-
reise unbeniitzt.

4. Der Transport wickelt sich mit einer gleichbleibender Intensitat ab.

5. Die Transportwege haben eine unbeschrinkte Kapazitit (iiber die An-
haufung siehe Prager in [13]).
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Peswome

NMPUMEHEHUE TEOPUN I'PA®OB K PENIEHNIO
TPAHCIIOPTIION 3ATAYN

NOCE® BUJILI, MUPOCIIAB ®UJ/IEP u OPAITUIHIER HORNMUKA
(Josef Bily, Miroslav Fiedler a Frantisek NozZi¢ka), Ilpara

(IMocrynuao B peraxnrio 8/1 1957 r.)

T. mas. rpamcnopraas TpobGiema w3 TCOPUNM JIMHEITHOTO TLIANWPOBAHMSA
GopMyaupyeTcsa B DKOHOMUH CJEyIOmUM 00pasoM:

Mlano Herkoropoe uMEIO TPOM3BOJCTBEHHBLIX HEHTPOB, BHIPAGATHIBAIONTIIX
OIpejesleHHbLl ToBap ¢ JAHHOM (cpejtHeil) NPOAYKIMEH B ONpPejeIeHHOM OT-
peske BpemeHu. J[lasee paccmaTpuBacresi ONPEIETEHHOE KOJIMICCTBO MeCT
c6blTa 9TOr0 ToBapa (ropofoB, DOILIINX NPCHAIPUATHIL I T. I.) ¢ 3apaHec 3a- |
JIAHHBIM (HAIIp. TIAHUPOBAHHBLIM) 1OTPEGJICHNEM B TOM K€ OTPE3Ke BPEMCHH.
ITpu arom mpejurosmaraercs cOCTOTHHE DKOHOMHYEGCKOTO PaBHOBCCUS, T. €. 4TO
obmas UPOAYKLUA ToBapa paBHa 00IMCMY ero HoTPeHIICHUIO B JIAHHOM OTpe3Ke
Bpemenn. TpeGyercst Halitu HamboJtee BBLITOJHOE paclipejielienue Topapa Ipu
JAHHLIX TPAHCIOPTHRIX TapudaX U3 KaJIOTO HPOM3BOACTBEHHOTO IIEHTpPA
B KajKJoe MecTo cOblTa, IpmuyeM HauboJice BHITOINHOE B TOM CMBICIC, YTOOLI
o0TmIue PacXo/ibl 0 TPAHCHOPTY OBIIIUM MILHMMAJIHHLIMA.

ITpu maremarmueckoit opmynnpoBKe 3Ta podiieMa CBOTATCA K OMbICKAHUIO
MuURUMYMA onpedenennoil auneiinoi gopswol (1,5) na muomcecmse deiicmeumens-
nux wucea, yoosaemeopaiougur ycaosusm (1,2), (1,3) m (1,4).

B pabore ucnonnayercst meopus epagios 1jisi BBIBOJA HECKOJILKUX TCOpEM,
COCTABJISTIOLIMX TEOPEeTHYeCKHe OCHOBHL PeHIeHUsT JAHHOM IIPOOICMBL.

OTUM METOJIOM TEOPETHYCCKM JOKA3BIBACTCSI aJATOPUTM, IIPMBEICHHBI B pa-
oore [12], a Ha NMpuMepax MILIIOCTPUPYETCA 3 LpaKTUYecKoe IPpUMeHeHue Me-
TOMA.
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