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SUR LA DUREE DES PROCESSUS LINEAIRES

FRANTISEK ZITEK, Praha

(Recu le 26 janvier 1957)

On étudie dans cet article les domaines de définition temporels des
processus stochastiques linéaires. Quelques exemples de problémes
statistiques qui <’y rattachent sont traités a la fin.

1. Introduction

Pour I’ensemble paramétrique 7' d'un processus stochastique on prend géné-
ralement soit I'intervalle <0, c0) soit tout ’axe réel R = (— oo, c0). Si le pro-
cessus considéré esﬂ linéaire, il a, & lf;exception de certains cas banaux, nécessai-
rement un commencement, ¢’est-i-dire il existe un point #, e R tel que le pi‘o-
cessus ne peut plus étre prolongé linéairement au-dela de ¢, (4 gauche). Lors-
qu’il s’agit de considérations théoriques, on peut, il est vrai, choisir toujours
zéro pour ce point initial, mais dans le cas d’un processus concret donné ol ce
choix-1a n’est plus possible, il peut v avoir un certain intérét a connaitre I'in-
stant initial du processus.

Dans tout ce qui suit, les processus stochastiques sont considérés du point de
vue de Bernoulli seulement (voir [1]).

2. Définitions et notations fondamentales

Soit (L2, &, P) un champ de probabilité, soit X¥* I'’ensemble des variables
aléatoires (réelles et finies) sur ce champ, soit ¥ le sous-ensemble des variables
aléatoires dépendant de lois indéfiniment divisibles. Un processus stochastique
sera pour nous une transformation X faisant a chaque ¢, élément d’un intervalle
T dans R, correspondre une variable aléatoire X (¢) ¢ X.)

Nous dirons qu’'un tel processus est linéaire si les trois conditions suivantes
sont vérifiées:

1) Nous nous bornons donc aux variables aléatoires dépendant de lois indéfiniment
divisibles; pour le cas plus général voir nos remarques a la fin du paragraphe 4.
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(a) sity, t,eT, t; < t,, alors Paccroissement [X(t,) — X(¢,)] est une variable
aléatoire stochastiquement indépendante de X(t,) et de I'ensemble des X (¢) pour
t<t,teT;

(b) la loi régissant cet accroissement [X(¢,) — X (Z,)] dépend de la différence
(t, — t,) seulement;

(c¢) pourt, —t,t, > tlaccroissement [X(t,) — X({)] tend vers zéro en proba-
bilité.

On sait bien (voir p. ex. [1]) que les processus linéaires peuvent étre caractéri-
8és par leur function-y

w(t, s) = lg fexp [is X(t)(w)] dP(w) , (2.1)
Q
le logarithme de I’argument complexe en question étant défini d’une telle
maniére que, pour chaque t e 7', y(t, s) soit une fonction continue de s s’annulant
pour s = 0.

Désignons par D I'ensemble des fonctions-yp des lois indéfiniment divisibles.
On a alors le suivant

Lemme 1. {y(s)e D} <= {t . y(s) e D pour chaque t = 0} .

Pour les fonctions-yp on a en général le

Lemme 2. Pour toute fonction-yp on a R p(s) = 0 pour lout s réel, Iégalité ayant
liew partout si et seulement st un u réel existe tel que p(s) = wus.

L’ensemble des fonctions-y du type w(s) = sus sera désigné par M. Spéciale-
ment la fonction-p identiquement nulle sera désignée par 9(s); on a évidemment
deMc D.

Lemme 3. L’ensemble D est fermé et convexe, ¢’est-a-dire:

(1) st e D pour n=1,2, ..., p.(s) = p(s) uniformément dans tout inter-
valle fing, alors y € D

(2) sy, pye D, p(s) = pi(s) + py(s), alors ye D.

Pour la démonstration de ces trois lemmes voir p. ex. [2].

3. Processus linéaires

Il n’y a pas de difficulté & voir?) que la fonction-y (voir (2.1)) d’un processus
linéaire est nécessairement de la forme

P(t, 8) = pol8) + (E — to) (s) : (3.1

ou y, et v sont deux éléments de D. Démontrons d’abord le

%) En effet, la fonction-y de I'accroissement X (t,) — X(t;) ne dépend que de la diffé-
rence At = t, — t,, elle est en outre additive en At, et continue; cela résulte des conditions
(a), (b) et (c) du paragraphe 2. De la on obtient déja le caractére lindaire (en At) de cette
fonction-p, d’out (3.1).
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Théoréme 1. Soient t, e R et o, ¥ e D. Alors Uensemble T des valeurs de t pour
lesquelles la fonction y(t, s) définie par (3.1) appartient & D (en tant qu'une fonc-
tion de s), forme toujours un intervalle. On a T == R si et seulement si p e M. Dans
le cas contratre on a T = {t,, ©) ol t; = 1.

Démonstration. Soit 7' 'ensemble défini par la relation

teT <> y(t,s)eD. (3.2)
En vertu de la relation évidente (voir notre lemme 3)
e, t, >t = t,eT

et du fait que ¢, e 7, T est toujours un intervalle non vide. Sip e M, on a nécessai-
rement 7 = R. Reste donc & démontrer que pour tout y non e M il existe
toujours un f, > — oo n’ap partenant pas a 7. Or cela est facile & voir car on
a R y(s) << 0 pour un s au moins (en vertu du lemme 2), pour ce méme s un
t, << t, existe tel que

RN p(ty, 8) = R yg(s) + (t, — ty) Ry(s) >0,

mais cela implique que y(f,, s) n’est méme plus une fonction-p, donc a plus
forte raison y(t,, s) non e D, donc t,non e T'. Le fait que 7' est fermé résulte
alors du lemme 3.

M. PauL LEvy donne dans son ouvrage [1], p. 161, le théoréme intéressant
que voici:

Théoréme 32.3. N’ importe quelle lot indéfintment divisible peut étre obtenue par
un processus linéaire.

Cela veut dire que, une loi indéfiniment divisible étant donnée, il existe
toujours un processus linéaire X tel que, pour un certain ¢ (que ’'on peut méme
supposer positif), la variable aléatoire X(¢) dépend de la loi donnée. Il suffit en
effet de prendre un processus X dont la fonction-y (2.1) a la forme suivante

(b, 5) = 9(s) + £ 9(s) ,
y(s) étant la fonction-p de la loi en question.
Mais nous pouvons établir un résultat plus général encore que nous allons
exprimer par le suivant

Théoréme 2. Etant donnés deux nombres réels t, < t, et deux éléments de D,
soit p, et y,, la condition mécessaire et suffisante pour qu’il y ait un processus
linéaire X tel que sa fonction-y vérifie

Y(ty, 8) = pu(s) et p(ty, 8) = uls) , (3.3)
est que Uon ait (p, — y,) € D.

Pour la démonstration de ce théoréme il suffit en effet de considérer un
processus avec la fonction-y

PO =)+ e — @] 64



Les relations (3.3) résultent alors de (3.4) et inversement, c. q. f. d.3)

Nous emploierons le terme d’intervalle essentiel d'un processus stochastique
linéaire pour désigner 1’ensemble 7" défini par (3.2) ol (¢, s) est la fonction-y
correspondant & ce processus dans le sens de (2.1).

Le théoreme 2 nous garantit, sous certaines conditions, 'existence d’un
processus déterminé par deux couples [¢;, y,], [ts, w,], or il se pose ici d’une
facon tout a fait naturelle le probleme de savoir comment on peut, dans ces
conditions, déterminer l'intervalle essentiel correspondant 7'. Nous envisagerons,
dans ce qui suit, ce probleme-la de deux points de vue différents.

4. Probléme théorique

Le probléme mentionné & la fin du paragraphe précédent peut étre formulé
d’une maniére légérement modifiée comme suit:

Deux éléments vy, w, de D étant donnés, déterminer le plus grand nombre réel r,
tel que (y, — royp,) € D.

11 est clair que pour y,e M nous pouvons poser 7, = 00, notre théoréme 1
montre que c’est possible dans ce cas seulement. Supposons donc d’abord que
y, non ¢ M. Afin de pouvoir indiquer une voie conduisant a la solution de ce
probléeme, nous allons recourir & la représentation canonique bien connue des
éléments de D (voir [2], p. 250 ssq):

Pour chaque y € D il existe un nombre réel A et une fonction bornée, non-décrois-
sante, continue @ gauche G(x), G(— o) = 0, tels que

a2

w(s) = ids + f [p 1 lfj%?] L2 4o (4.1)

pour tout s réel.

Les éléments de M sont caractérisés par G(x) == 0, et, en particulier, la
fonction 9(s) par G(z) == 0, 1 = 0. ’

La représentation (4.1) est unique (voir encore [2], en particulier p. 256);
nous voyons donc que notre probléme peut revétir la forme suivante: (7, et G,
étant les deux fonctions-G' correspondant aux deux fonctions- (v, et ,)
données, notre r, est égal au plus grand nombre r tel que la fonction [¢,(x) —
— 7 G4(x)] soit non-décroissante. Le probleme envisagé se ram:ne done & celui

3) Nous considérons les processus du point de vue de Bernoulli seulement (voir § 1),
la connaissance des lois de répartition est donc tout & fait suffisante pour caractériser le
processus. 11 est clair que 'additivité du processus implique aussi qu’il suffit pour cela
des lois des variables aléatoires X (¢) seules (lois & une dimension), celles des paires, triples
ete s’en déduisent facilement.
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de la non-décroissance de la différence de deux fonctions non-décroissantes
bornées. Si nous exprimons ensuite la condition citée déterminant r,, en écri-
vant

ro = sup {r: Gy(x -~ h) — G (x) = r[Gy(x + h) — Gy(x)] pour ze R, h =0}
et que nous négligions les couples z, h pour lesquels Gy(x +4- k) = Gy(x), nous
obtenons la formule explicite suivante

il ) — Gy ;
e T G (+.2)

Il n’y a pas grande difficulté & montrer que r, peut étre exprimé comme

ro = inf m(B)

B My(B)
my(B)>0

(4.3)

ot m, et m, sont les deux mesures (sur le g-corps B des ensembles boreliens de
la droite R) induites par les fonctions ¢, et G, respectivement. En posant inf ¢ =
= oo ou ¥ désigne I'ensemble vide, nous pouvons affirmer que I’égalité (4.3}
subsiste méme pour y, e M, car la mesure m, est, dans ce cas-la, identiquement
nulle.

Cette derniere expression (4.3) permet déja d’établir un critére rendant
possible la distinction des deux cas de r, = 0 et de r, > 0; I'importance de cette
distinction étant évidente. La valeur pratique de ce critére n’est cependant pas
tout & fait indiscutable, puisqu’il n’est pas trés facile en général de trouver
la fonction @ correspondant & une fonction-yp e D donnée. Aussi ce critére ne
saurait-il pas représenter la solution définitive de notre probléme. Enongons
quand méme notre résultat:

Théoréme 3. La condition nécessaire el suffisante pour que r, ait une valeur
positive est que la mesure m, soit absolument continue par rapport @ m, et que sa

L, . dm, . .
dérivée de Radon-Nikodym f = a—~-2- soit essentiellement bornée; on a alors
m,

. 1
sup vrai f = —. (4.4)

7o
Démonstration. I. Supposons d’abord que nous ayons effectivement
m, < m, et sup vrai f =k << oo. Alors pour chaque ensemble Be % nous

avons
my(B) = [fdm; = km(B),
B

d’ou il résulte que r, =

N | . .
Or siry > c’est-a-dire si — < k, il y aurait un

]L k‘ ’ To
ensemble B, € B de mesure m,(B;) > 0 tel que

. 1
zeB = f(x)>r—,
¢



1 . . . m, (D)) .
done my(B;) > — m,(B;) d’ott il s’ensuiverait que () < r, en contradict-

Ty my(B;)

ion avec la définition de 7.

IT. Soit maintenant #, > 0 donc rl m,;(B) Z: my(B) pour tout BeB ce qui
0

implique déja la continuité absolue de m, par rapport & m,. La dérivée f existe,
désignons par k (= -+ o) son sup vrai. Si k est fini, nous pouvons reproduire le
raisonnement de ci-dessus pour trouver de nouveau I’égalité (4.4). Sik = -+ oo,
il existe pour chaque K > 0 un ensemble B de mesure m,(B) positive et tel que
f(x) > K pour z € B. Or pour ce méme B nous avons alors de nouveau m,(B) >
> K m,(B), d’ou il résulte que r, = 0, en contradiction avec ce qui a été sup-
posé. Donc k << o et I'égalité (4.4) a lieu, c. q. £. d.

Remarque. Un cas spécial mais assez important auquel notre théoréeme 3
s’applique est celui ou la fonction (7, a un saut positif en un point de continuité
de la fonction G,; on a alors nécessairement r, = 0.

La correspondance qui existe entre le nombre 7, ainsi déterminé et le point
initial ¢, d’un intervalle essentiel 7' est assez transparente: si y(l;, s) = w;(s),

= 1, 2, nous déterminons la valeur de r, correspondant aux fonctions v, et
(p, — ;) (cette derniére doit appartenir & D pour que le processus puisse exister
— voir notre théoréme 2). Cela fait, nous obtenons

ty =1t — 1oty — 1) . (4.5}

Il nous reste encore & faire une remarque fort importante. Le probléme théori-
que de détermination de l'intervalle essentiel, tel que nous venons de 1’exami-
ner, ne présente pas le degré de généralité nécessaire pour une résolution com-
plete du probléme de la durée dun processus linéaire. Nous nous sommes borné
dés le début aux lois indéfiniment divisibles, or c¢’est un fait bien connu (voir
p. ex. [2], p. 260 ssq), qu’il existe des éléments de D tels que leur différence, soit
¥, — ry,, n'appartient plus & D pour des valeurs de r suffisamment grandes,
tout en restant une fonction-y (mais d’une loi qui n’est pas indéfiniment divisible).
Dans le présent travail, ce cas n’a été nullement pris en considération, car nous
avons envisagé le probleme a I'intérieur de D seulement. 1l se peut en général
qu’un processus linéaire (d'une espece un peu plus générale que celle que nous
avons considéré ici, a savoir tel que X transforme 7' en un sous-ensemble de X*
pouvant ne pas étre contenu dans X, mais qui vérifie toujours les trois conditions
(a), (b) et (c) du paragraphe 2) commence & I'instant ¢,, entre a 'instant ¢, dans
le domaine des lois indéfiniment divisibles (et y reste dans la suite), mais nos
méthodes permettent de déterminer I'instant ¢, seulement.

Remarquons encore que notre théoreme 1 subsiste méme dans ce cas plus
général de sorte que la notion d’intervalle essentiel garde un sens.



5. Problemes statistiques

Dans ce paragraphe nous allons rafraichir nos considérations générales par
quelques exemples simples et concrets de problemes statistiques qui se ratta-
chent au probléme de la détermination de I'intervalle essentiel 7' d’un processus
linéaire.

Pour pouvoir déterminer I'intervalle essentiel d’un processus linéaire par les
méthodes du paragraphe précédent, il faut connaitre les lois exactes dont dé-
pendent les variables aléatoires én question. Il peut tout de méme arriver dans
certains cas que I’on ne connait que la forme générale de ces lois dépendant de
certains parametres dont la valeur n’est pas connue et qu’il faut estimer a l’aide
des valeurs-échantillons des variables aléatoires considérées. En procédant de
cette maniere on n’obtient pour le point initial ¢, d’un intervalle essentiel
qu’'une estimation statistique. Nous allons examiner deux exemples simples de
ces problemes.

Supposons que nous ayons n particules qui, placées a linstant initial ¢,
toutes au point x = 0, se meuvent ensuite sur 1’axe des z, indépendemment
I’'une de l'autre, suivant les lois d’un processus linéaire gaussien (mouvement
a la Brown) aux parametres u et o, la fonction-y correspondante étant exprimée

par
ylt, ) = 9(s) + (t — t,) [i,us — ‘% 02] . ' (5.1)

Connaissant les valeurs de u et o et les positons x,, @,, ..., x, occupées par les n
particules & un instant connu {, > #,, nous avons & estimer l'instant initial
inconnu ¢, du processus. Le probléme ne présente pas de difficultés; la variable
aléatoire X (¢,) est normale N (u(t, — t,); GVH:At;) et la méthode de ,,maximum
likelihood*“ conduit & I’estimateur?)

A T T T
e X — 2 1 2
ty =1t + ot zl % (5.2)
2
ol n = —6—, , & condition évidemnient que x =+ 0. Si x = 0 nous sommes dans

2u
le cas d’un mouvement brownien linéaire simple et estimation de ¢, se réduit a
Pestimation de la variance d’une variable aléatoire normale. On pourrait évidem-
ment imaginer sans difficulté d’autres situations ot les deux parametres ¢ et
ne seraient pas connus ou hien que I’on connaitrait les positions des particules
a plusieurs instants différents, et les changements correspondants du probléme
d’estimation.

Regardons maintenant un autre exemple emprunté cette fois-ci & la théorie
des processus de Poisson, ou plus spécialement celle des ,,courants d’entrée

4) Tous les estimateurs considérés dans ce qui suit sont ceux obtenus par la méme
méthode.
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(voir p. ex. [3]). Supposons qu’'un tel courant ait commencé a I'instant ¢, par la
valeur X(t,) = 0 et qu’il ait continué ensuite suivant la loi générale exprimée
par la forme suivante de la fonction-y correspondante:

Pty 8) = (t — o) Aei® — 1), 2>0. (5.3)

La variable aléatoire X(f) est alors répartie a la Poisson, avec le parametre
Mt — t). Ayant a notre disposition n valeurs observées (indépendantes)
Z;, Ty, ..., X,, de la variable aléatoire X(t,) et connaissant la valeur de 4, esti-
mons de nouveau l'instant initial inconnu ¢, ou le processus a commencé. La
solution est encore trés simple et nous obtenons 'estimateur

A ‘c 1 n
A J _ _
T r = o ~Z1 Z; . (5.4)
K2

Si 'on ne connait pas la valeur de 4, mais que ’on ait deux groupes d’obser-
vations, soit x, «,, ..., x, prises a linstant ¢, > ¢, et v, ¥,, ..., ¥, prises a
Iinstant ¢, > t, (y; et x; correspondant & une méme réalisation du courant
considéré), on trouve de nouveau

8!

A
by =1, — 7* (5.5)

ou le parameétre 4 a été estimé préalablement au moyen de I’estimateur

.y ,
PR (5.6)
e —

~~

Ce probleme peut bien paraitre trivial, on peut néanmoins lui donner une
interprétation concrete assez intéressante; il est possible en effet de traiter de
cette facon le probleme d’estimation du délai d’attente a une station de tram-
way connaissant le nombre de gens qui v attendaient déja au moment de notre
arrivée.
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.

O MPOJOJIKUTEJILITOCTU JIMHERHBIX TPOIIECCOB

OPAHTUIIEK 3UTOK (FrantiSek Zitek), Ilpara
(ITocTymuio B pegaknuio 26/1 1957 r.)

Iycrs (2, &) — wusmepmmoe HpOCTPaHCTBO ¢ BeposTHocThio P, R =
= (— o0, ©), T' — unrepBarx B R, X — ¢yurnus, orodpaskaiomas 7 B upo-
crpancrBo ¥ cayvaiiuplX Benmuna Ha (2, &), mmeonyX 0e3rpaHUYHO JIeiIH-
MBle 3aKOHBI pacnpepenesusa. llycts D —- muOskecTBO BeeX y-pyHRumIl Ges-
I'paHUYHO JIesnMbIX 3aKoHOB. ITazosem X JmmeitnniM mporeccoM, cermu (depes
X(t) oboznayeno 3Hauenmne Gynxuun X B TOUKe 1):

(1) npupamenue [X () — X(¢,)] mmna ¢, t,e T, t, < t,, croxacTuuecKu He-
~3aBucumo o1 X(f) m ot coBokyunocTH BeeX X(8) min t < ¢, te T,

(2) saron pacnpenenenust [X(f,) — X(2,)] 3aBucHT TOMBKO OT £y — &}

(3) murst t, — ¢, t, > t mmeem lim[X(¢,) — X(¢)] = 0 1o BeposiTHOCTH.

Hax maBecTHO, JmHeiiHBIe IPOTECCH ITOTO THIIA IHOIHOCTHIO XapaKTCPUu3o-
BaHBl cBoel y-Pyurnmeil (2.1). B paGote nokassiBatorcs:

Teopema 1. [Tycmo t, € R; vy, w € D; mozda mnomcecmeo T 3nanenuii t, 0as
romopwxr pynryua w(t, s), onpedeaennas ¢ (3.1), npunadaencum D, ecezda
seasemes unmepsasomn. Hmeem T = R mozda u moavko mozda, koeda p(s) = ius,
ue R, unoeda T = (t;, 0), 20e t; = .

Teopema 2. ITycmv t,, t, € R, y,, v, € D. Heobxodumbim u docmamoumsi
yeaosuem 045 mozo, umobel cyuecmeogan auneiinviii npoyece X ¢ y-gynryuei
w(t, s), ydosaemeopawwei (3.3), asasemes (wy — y,) € D.

IMycts wy, o € D ury = sup {r: (p, — ry,) € D}. Ilycrs my 1 m, — mepH
Ha o-anrebpe B GOPEIEBCKUX MHOMKCCTB B R, MHJLyPOBaHHBIE COOTB. (yHRIM-
amur Gy 11 Gy, coOTBeTCTBYIONIMMM (PYHKIOUAM v, M vy, 10 Qopmyne (4.1).
Torna cnpaseimsa

Teopema 3. /[asn moeo, wmober Gviao ry > 0, neobrodumo u docmamouno,

. dm, ,
umobut my < m; u sup vrai D < 00; Mmo2da uMeem MECmo U Pasencmeo
dm
1

(4.4).

Teopema 2 pemaer BOIpPoC, ¢YICCTBYCT JIM HPONUECE ,,IPOXOJSIIMIA ¢ yepes
¥ B MOMCHT ¢; 11 4epe3 y, B MOMCHT fy; TCOpEMa 3 1I03BOJISHCT OINPEHCTUTDL COOT-
BercTByiomuil natepnsanx 1 (3.2).

B § 5 nacrosieit paboTsl HCCHEYIOTEST HEROTOPHIC TPUMEPbL CTATUCTUUCCKIX
orenok navasa warepnata 7.

130



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T17:57:57+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




