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YEXOCJIOBALIKUN MATEMATUYECKUM XVPHAI

M KUl iym Yexoc. ii Akademuu Hayk
T. 11 (86) TIPATA 15. III. 1961 r., No 1

SUR LA THEORIE DES PROBLEMES VARIATIONNELS DISCONTINUS
AUX EXTREMITES VARIABLES DANS L’ESPACE

M. K. KErmMov, Moscou
(Regu le 18 février 1959)

En hommage a M. L. A. Lusternik,
al’occasion de son soixanti¢éme anniversaire.

Dans le présent travail, on étudie les problémes variationnels discontinus aux
extrémités variables dans l'espace multidimensionnel (cas non-paramétrique).

On démontre les conditions nécessaires du minimum, qui se basent sur la
théorie de la variation premiére et partiellement sur celle de la seconde (conditions
d’Euler, Legendre, Weierstrass, conditions de transversalité, condition de discon-
tinuité et celle de Jacobi en interprétation géométrique et a I'aide du signe de la
variation seconde).

Introduction. C’est au cours des recherches dans le domaine de la physique, qu’on
se heurte aux problémes discontinus du calcul des variations, en étudiant, notamment,
les phénomeénes de la propagation de la lumiére dans les milieux dont les propriétés
changent d’une fagon brusque (Voir [1], pp. 222—223; [2], pp. 58—59).

Cest le mémoire [3] qui inaugure les recherches systématiques des problémes
discontinus. Les conclusions principales de cet ouvrage sont souvent mentionnées
par tous les traités détaillés sur le calcul des variations (voir, par exemple, [1],
pp. 219—223; [4], pp. 389 —392). Le mémoire [3] est consacré & la solution du prob-
leme régulier discontinu variationnel plan aux extrémités fixes sous forme paramétrique;
on y a déterminé les conditions nécessaires et suffisantes du minimum. Il est & noter
que dans ce mémoire la condition de Jacobi est établie & I’aide du théoréme de I’en-
veloppe.

Dans I'ouvrage [5], on généralise les résultats obtenus pour le cas de I'espace
a trois dimensions. : .

Le mémoire [6] est consacré aux études du probléme discontinu de la forme para-
métrique aux extrémités fixes dans I’espace n-dimensionnel ou quelques conclusions
conicernant la théorie de la variation seconde sont aussi données. On affirme, dans le
travail [7], que grace & un certain changement des variables, les problémes susmen-
tionnés peuvent étre transformés en probléme généralisé de O. BoLzA.



Enfin, on doit signaler le mémoire [8] consacré au probléme du cas plan non para-
métrique aux extrémités fixes avec une discontinuité spéciale de la fonction sous le
signe de lintégrale (discontinuité par rapport & une seule variable).

La théorie du probléme généralisé de Bolza étant assez compliquée, nous avons
fait une tentative d’appliquer directement la théorie concernant les problémes plans
classiques du calcul des variations sous forme non paramétrique a la formulation
la plus génerale (cas non régulier avec la discontinuité de la fonction sous le signe |
par rapport & tous les arguments aux extrémités variables; voir [9], [10], [11], [12]).

Aux cours de nos études nous avons découvert que pour le probléme discontinu
sous une forme aussi générale, on peut obtenir toutes les conditions nécessaires
et suffisantes pour le minimum, en généralisant les résultats correspondants pour
le probléme continu classique le plus simple.

Dans le présent travail, nous nous proposons d’étudier le probléme variationnel
discontinu non régulier aux extrémités variables sous forme non paramétrique dans
Iespace a n + 1 dimensions, et, en nous basant sur la théorie de la variation premiére,
partiellement sur celle de la seconde, nous voulons démontrer les conditions nécessai-
res pour le minimum.

Au paragraphe 1 on donnera la formulation exacte du probléme. Le paragraphe 2
sera consacré a la démonstration de la condition nécessaire d’Euler. Au paragraphe 3
on traitera les conditions de tranversalité et de discontinuité. Au paragraphe 4 on
développera les conditions de Weierstrass et de Legendre. Au paragraphe 5 on
s’occuppera de la construction de la famille d’extrémales angulaires, contenant
Iextrémale angulaire donnée. On y donnera aussi la définition du foyer conjugué
al’aide de la famille d’extrémales angulaires construite. Le paragraphe 6 sera consacré
ala condition de Jacobi: on y démontrera le théoréme de I’enveloppe pour les problé-
mes discontinus a I’aide duquel (naturel]ement, en respectant certaines restrictions
connues) on établira la condition nécessaire de Jacobi en utilisant les foyers conjugués.

Le paragraphe 7 traite quelques questions de la théorie de la variation seconde.
On calcule la variation seconde pour la fonctionnelle discontinue et on démontre la
condition de Jacobi & I’aide du signe de la variation seconde.

Dans le courant de notre exposé nous.suivrons de pres I’exposé du livre de G. A.
BLISS [13], et celles des affirmations concernants les problémes variationnels dis-
continus qui peuvent facilement étre déduites des affirmations correspondantes pour
les problémes continus, seront données sans démonstration. Nous supprimerons
de plus le signe de la somme dans les formules aux indices répétés, par exemple, au

n
lieu de Y y;z; nous écrivons y;z;. .

i=1
1. CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES. FORMULATION DU PROBLEME

Soient (x, ¥y, ¥z, -.v» V) = (%, ») les coordonnées rectangulaires d’un point de
Iespace euclidien a n + 1 dimension E"*! R un domaine simplement connexe fini
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+1 . . .
et ouvert dans E"", E;, une courbe angulaire composée de deux arcs réguliers E,,
et E,,, se trouvant entiérement a 'intériéur de R, et représentée par les équations

yi(x), x50,

Y= y,-(x)\yf,(x) , x° 2 x < x* (=12..n)

ou les fonctions yi(x) sont univoques et continues et possédent une dérivée continue
dans Pintervalle x' < x < x?, sauf au point x = x° qui est pour y(x) un point de
discontinuité de premiére espece.

Admettons que la courbe E,, coupe successivement les variétés n-dimensionnelles
M, M°, M? aux points I, 0, 2 sans que ces variétés soient tangentes aux arcs E,, et
E,,. Supposons que les variétés M*, M°, M? soient représentées par les équations
suivantes:

M':x = x"og, 0 ooey ) = xN(0), ¥y = i(0tes Uy vee 3) = ¥i(9) 5

Mo X = xo(ﬁb ﬂ27 LERE] ﬁn) = xo(ﬁ) s Vi = y?(ﬁb BZ’ feey ﬁn) = y?(ﬁ) 5

M?:x = X35, V2o oo ) = X5(0) 5 i = YE(15 V25 - W) = DE(9)

(i=12..n)

ou les paramétres o, f§, y appartiennent aux ensembles limites et fermés T,, Ty, T,;
les fonctions x*(a), yi(a), x°(B), »Y(B), x*(y), y¥(y) appartiennent 2 la classe C*> pour
aeT, peTy yeT, et les valeurs o, = 0, f, =0, y, =0 (h=1,2,...,n) corres- )
pondent respectivement aux points /, 0, 2 de la courbe E;,,. Nous supposerons:

a) Les variétés M*, M°, M? sont des variétés réguliéres, c’est-a-dire les matrices

1 1 0 0 2 2
[51,9&], [?_’“_,?_Y_i], [ix_,.ay_i] (k,i=1,2,...,n)
oy, Qo Py 0Py e O

ont le rang » en chacun de leurs points.

b) La variété M° coupe le domaine R en deux parties R~ et R™.

c) Pour chaque e T,, fe Tj, ye T, on a x'(x) < x%(B) < x*(y).

Indiquons respectivement par S, S™, S* les frontiéres des domaines R, R™, R*;
les frontiéres S~ et S* possédent alors la partie commune le long de M°.

Considérons les fonctions

Fl(x3y1’y2’ "'9ymp;’p2_9""pn_) = Fl(x,y,p_),
Fz(x’ylsy25 '°~’ymp:-5p;5 "-’P:) = Fz(xry,p+)9

ou F! appartient a la classe C* pour (x,y)eR™ + S™, — 0 <p; < + oo (i =
=1,2,...,n), tandis que F” appartient & la classe C* pour (x,y)eR* + S7,
— o < pi <+ o(i=1,2,..,n). On peut supposer que la fonction F(x,y, p)
appartienne 2 la classe C* pour tous les points (x,9))eR+ S, — 0 < p; < + o,
sauf pour les points de la variété M° ou F varie brusquement, lorsqu’ on passe d’un
coté a Pautre. Dans le courant du présent travail les points (x, ¥, p) seront appelés
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points admissibles. Indiquons par & I'ensemble des fonctions y(x), satisfaisant aux
conditions suivantes: 1. les fonctions y,(x) sont continues partout ou elles sont déter-
minées; 2. les courbes C;,, correspondant a ces fonctions sont constituées par un
nombre fini d’arcs réguliers dont les éléments (x, A y') sont admissibles; 3. chaque
courbe C,,, coupe une fois les variétés M*, M°, M? et son point angulaire se trou-
ve sur M°. S

Appelons ’ensemble & ensemble de courbes admissibles. Le probléme que nous
nous proposons d’étudier est le suivant: -

Formulation du probléme variationnel primaire. Etant donnée la courbe angulaire
E,,, € & ayant un point angulaire 0, quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire
E ,y, pour que I’intégrale

(1,1) J(p) = [58 F(x, ) dx + [33) F(x, », ¥') dx

prise le long de E,,, ait la plus petite valeur par rapport aux valeurs de cette intégrale
prise le long de toutes les courbes admissibles, situées dans un certain voisinage de la
courbe E .

2. CONDITION NECESSAIRE D’EULER

En supposant que la courbe E ), € & rende minimum I'intégrale (1,1), il est facile
de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 2.1. Pour que la courbe E ,, rende minimum la fonctionnelle (1,1) il est
nécessaire que I'arc E,, vérifie les équations

1) F (3 939, () = [EFL (3 3(x), /() dx + C!
ot C! sont des constantes et que I'arc E,, vérifie les équations
22) P2 (%, 00, ¥(3) = [ F2 (x93, ¥ () dx + C?

ou les C? sont de méme des constantes.

Condition nécessaire 1. Nous dirons que la courbe E,y, € & satisfait a la condition
I, s’il existe des constantes C} par lesquelles (2,1) se transforme en identités le long
de l’arc E,, et des constantes C? par lesquelles (2,2) se transforme en identités le long
de I’arc E,,.

Ainsi chaque courbe E;y, € & rendant minimum la fonctionelle (1,1) doit satisfaire
a la condition I.

Entre les points angulaires de la courbe E;p, € ® qui vérifie la condition I les
fonctions F,., et F2., ont des dérivées et les équations d’Euler :

d

23) o FL =F.L=0 (i=12,..,n)



sont satisfaites le long de l'arc E,, et

(24) diF,Z,i —F2=0 (i=1,2..n)
X

le long de I’arc E,),.

En chaque point angulaire x + x° de la courbe £y, € & satisfaisant & la condition
I les conditions de Weierstrass-Erdmann

Flo=F., x'<x<x°, (i=1,2
2- 2+ 0 2 =5 ,...,n)
F, [ =F,, x <x<x

doivent &tre satisfaites.
Les signes — et + indiquent les limites gauche et droite de la fonction susindiquée.

Dans le voisinage de chaque élément (x, y, »') qui ne correspond pas au point
angulaire de la courbe Ejy, € ®, laquelle satisfait a la condition I, les fonctions
y; (%) et »{(x) admettent autant de dériveés continues que les fonctions F* et F?,
pourvu que soit réalisée la condition

(2,5 |Fywl 0 (,j=1,2,..,n)
dans le cas de ’élément se rapportant a I’arc E , et la condition
(2,5) |F, 1 *£0 (i,j=12,..,n)

dans le cas de I'’élément se rapportant a I'arc E, (Cf. G. A. Buiss [13], pp. 13— 14).

La derniére affirmation montre que, le long de la partie réguliere de l'arc E,,
ou de I'arc E,, le long de laquelle saccomplit (2,5) ou (2,5'), les équations d’Euler
sous forme ‘développée sont vérifiées:

(2’6) Fi)”i + F;'ij} + Fll"i)"jyfll' - F;i =0
ou
(2,6") Fi 4+ FL,yi+ Fl,yi—F}, =0 (i,j=12..n).

La partie 1éguliére de I'arc E ;[ E ] sur laquelle s’accomplit la condition (2,5) [(2,5)]
sera nommée partie non singuliére. Pour cette partie les fonctions y,(x) appartiennent
alaclasse C2. La courbe angulaire E ;, € & dont les arcs E, et E,, sont non singuliers,
s’appelle courbe angulaire non singuliére.

Pour I'arc extrémal E,;, ou E,, le théoréme d’inclusion est également vérifié.

Théoréme 2.2. Chaque arc extrémal non singulier E,, est contenu dans la famille
d’extrémales a 2n paramétres

(27) yi=97(% ay, @z ey @y by, byy o b) =y (xab) (i=1,2,..,0)

pour x* < x < x° et pour certaines valeurs des paramétres a; = ajo, b; = byo; les
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fonctions y7 , yix ont des dérivées partielles jusqu’au second ordre y compris, au voisinage
des points (x, a, b) appartenant & I'arc E,y; et de méme-le déterminant

(2.3)

ymk > 1bk

(bk=1,2,..n)

y ixay > y ixby

est différent de zéro le long de E,,.

Une affirmation analogue est également vraie pour P'arc non singulier E,, si 'on
remplace (2,7) et (2,8) par

(2,8,) Yi= yi+(x; C15C25 0vey Cpy dl’ d2’ T d") = y:—(x, & d)
et
+ +
Yiew s Vi ik=1,2,....n.
y:rck’ y;tdk (’ o ’ )

En particulier, si I'on prend Iélément initial [x'(«), y'(2), p"(2)] o0 [x'(x), »*(«)]
est le point de la variété M' se trouvant au voisinage immédiat du point 7 et pj(a)
indique la direction suffisamment proche de la direction de ’arc E;, au point I,
il y passe la courbe intégrale unique des équations d’Euler (2,6)

yi = ¢x, x* (), '), p(@)] = yi(x, 00, 05, ..05,) ((=1,2,...,7m).

Ainsi, nous obtenons la famille d’extrémales & n paramétres

yi=ri(xa), x'(2) £x=x%p)
contenant E;, pour o; = 0 (i = 1,2, ..., n) ou les fonctions y; (x, «) possédent les
mémes propriétés différentielles que les fonctions y; (x, a, b). De méme, ’si 'on prend
I'élément initial [x°(B), ¥°(B), p°(B)], ot [x°(B), »°(B)] est le point de la variété M°
se trouvant au voisinage immédiat du point 0, et p?(ﬂ) indique la direction suffisam-
ment proche de la direction de I'arc E,, au point 0, il y passe la courbe intégrale
unique des équations d’Euler (2,6")

yl = lﬁi[-x’ x0(ﬁ)9 yo(ﬁ)s po(ﬁ)] = y;'{-(x7 ﬁl’ ﬁ29 ARt ﬁn) .

Ainsi, nous obtenons la famille d’extrémales & n parameétres

i =i ), x°() = x = X)),
contenant E,, pour B,- =0 (i=1,2,...,n) et les fonctions y; (x, f) possédent les
mémes propriétés différentielles que les fonctions y;{ (x, ¢, d).

3. CONDITION DE TRANSVERSALITE ET CONDITION DE DISCONTINUITE

_Admettons que nous ayons la courbe E,), € & a I’équation

L= /yi—(x)a x=x=<x°,
(3,1) . Vi y-(X)\ y;r(x)’ X< x< AP,

Supposons les fonctions y; et y;” prolongées respectivement dans les intervalles
contenant entiérement en leur intérieur les intervalles des relations (3,1).
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Soient a,(a), B(a), y{a) les fonctions de la classe C' pour les valeurs de-a proches
de 0; soient
‘xi(O) =0, .Bi(o) =0, ?i(o) =0.
Introduisons les notations suivantes: :

x'(a) = x'[w(a)], x°%a) = x°[B(a)], x*(a) = x*[¥(a)].
Alors les équations o; = a(a), B; = Ba), y: = vda) (i = 1,2,...,n) détermineat
respectivement les courbes L', I2, I? sur les variétés M*, M°, M2
Considérons la famille de courbes a un paramétre
L yina), ¥ S x5 2%),
(3,2) y: yz(x, a)\ y:—(x, a) , xO(a) é x § xl(a)
ou

(x, a) =y (x Ha(a)] — yi[x'(a L(‘i)*—
yi (x, ) y,()+{y,[()] y,[ ()]} 0() 1() ,

x — x'(a)
+ OAA@] - i @]
x°(a) — x'(a)
x*(a
i) = 770 + OA@] ~ A @D 2 DX
x*(a) — x°(a)
— x%a)
+ i) =y [X¥@I 55
2( ) = x%(a)
Les courbes de la famille (3,2) sont admissibles; elles coupent les courbes L, I°, I?
une fois, ce qu’on peut écrire analytiquement de la maniere suivante:
x=x'(a), yi[x'(a),a] = yi[=(a)];
(3.3) x = x%a), yi[x%a).a] = yi[M(a)] = y/[xa), a] ;
x =x%a), yi[x*(a),a] = yi[r(@)].
Nous appellerons les conditions (3,3) conditions primaires pour les extiémités.
On voit facilement que la courbe E,, se trouve dans la famille (3,2) pour a = 0.

La fonctionnelle J prise le long des courbes de la famille (3,2) se transforme en
fonction de la variable a:

(34 Ja) = [5G F'[x x(x, 0), (% @)] dx + [5G F2Lx (x, @), ¥'(x, @)] dx.
Supposons que les arcs Cj, et C,, de la courbe admissible Cjy, de la famille (3,2),

correspondant 2 la valeur a, vérifient les équations d’Euler (2,3) et (2,4). Alors, le long
de C,y, nous avons

d
(3.,5) J'(a) = [F* == + Fy yal? + [F* — a ~ o+ Felo

D’aprés les identités (3,3) nous avons

dx* = x¥da, dyf =y, dx* +y,da (k=10ulou2).



En plagant les valeurs yia(xl’ a), yia('xo’ a), yia(x2’ a) dans (3’5)’ nous aurons

(3,6) dJ = [F!dx + (dy; = yix dx) Fy J0 + [F? dx + (dp; — yic dx) F}. ]G

Or, si la courbe E,q, est celle qui rend minimum la fonctionelle J, alors, le long de
E,y,, nous aurons

d/=0.

Condition nécessaire I'. Nous dirons que la courbe admissible E,, vérifie les conditions
primaires de transversalité aux points 1 et 2 et la condition primaire de discontinuité
au point 0 si les relations

(3,7) (F' — yiF,.)dx" + Fy dy; =0,
(3.8) (F? = yiFy. ) dx* + F} dy? = 0,
(3.9) [(F' = yaFy) — (F* = yiFL )] dx° + (Fy, — FL.)dy? = 0

sont identiquement vérifieés par rapport dd,‘, dp, dy, (k=1,2,...,n), ou les
arguments des fonctions F', F* et de leurs dérivées sont les éléments de la courbe
E,y, aux points 1, 2, 0.

Nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme 3.1. Afin que la courbe E, € rende minimum Pintégrale J, il est
nécessaire qu’elle vérifie la conditon 1.

4. CONDITIONS NECESSAIRES DE WEIERSTRASS ET DE LEGENDRE

Admettons que les arcs Ej, et E,, de la courbe E,,, appartiennent 2 la classe C".
Alors, comme dans le cas des problémes variationnels continus, on peut écrire pour
chacun des arcs Ej, et E,, les fonctions de Weierstrass

41 'y y,Y)=F'(xy, Y) = F'(x»y)— (Y= ) FL(x.),
(42) X xp.¥,Y)=F¥(x,» Y) = F(x,»,¥) = (Y, — y)) FZ(x, . ))

ou Y; sont des valeurs arbitraires, différentes de yj, et les éléments (% ¥ir Y!) sont
admissibles.

Il

Condition nécessaire II. Nous dirons que la courbe E j,, € & satisfait a la condition
nécessaire de Weierstrass si, pour tous les éléments admissibles (x, y, Y') différents de
(x.y,¥"), linégalité

(4,3) ENx,»,¥,Y)=20
est satisfaite le long de I’arc E,,, et I’inégalité

(4.4) 6%(x, 7,5, Y) 20
est satisfaite le long de I’arc Ej,. ' ’

Il n’est pas difficile de démontrer I’affirmation suivante:



Théoréme 4.1. Pour que la courbe Ep;€ & rende minimum Pintégrale J, il faut
qu’elle vérifie la condition 11.

Condition nécessaire IIL. Nous dirons que la courbe E,,, € & satisfait a la condition
nécessaire de Legendre si pour un élément quelconque (x, », ¥') et pour toutes les valeurs
des constantes Ty, m,, ..., m, remplissant la condition n;n; = 1 'inégalité

(4,5) Frop .y nm; 20 (,j=1,2,..,n)
est satisfaite le long de I'arc E,, et I'inégalité
(4,6) Ff,iy,j(x, ¥, y’) nm; =0 (i,j =1,2,..., n)

est satisfuite le long de I'arc E,y,.

Théoréme 4.2. Pour que la courbe Ey,€® rende minimum Uintégrale J il faut
qu’elle satisfasse a la condition III.

5. FAMILLE D’EXTREMALES ANGULAIRES

Définition. La courbe admissible E,,,, dont les arcs E,, et E,, appartiennent a la

classe C* et satisfont aux équations d’Euler (2,6) et (2,6') et dont le point 0 vérifie la
condition primaire de discontinuité, s’appelle extrémale angulaire de la fonctionnelle J.

11 est évident que la courbe E},, qui rend minimum la fontionnelle J est une extré-
male angulaire. ’

Nous nous proposons de démontrer I’affirmation importante qui suit.

Théoréme 5.1. Admettons que les conditions suivantes soient satisfaites: 1. la condition
de transversalité (3,7) pour le point ordinaire 1 de la varieté M *, oul elle coupe I’extrémale
non singuliére; 2. la courbe E,,, nest pas tangente a la variété M* au point 1 et @ la
variété M° au point 0. Ainsi, nous avons la famille d’extrémales angulaires & n para-
métres

- Yo) <
(5,1) Yi = yi(x’ 0y, az: ey d,,) = yi(x5 a) < i:-((.xx’ Z)) ’ );0((;)) —S

qui coupent transversalement la variété M au voisinage du point 1 et qui possédent les
propriétés suivantes:

a) la famille (5,1) contient E,, pour a; = 0 (i = 1,2, ..., n);

b) les fonctions y;(x,a), yi(x,«) et leurs dérivées premiéres et secondes par
rapport @ x ont des dérivées partielles continues jusqu'au deuxiéme ordre pour les
valeurs (x, o) voisines des valeurs correspondantes & E,, et Epy;

c) le déterminant
_ /A7 0) = i (x o), x(«

52) 4 =
( > ) (X, a) \ A+(x, a) — |yitk(x, 06)| , xO(ﬁ

pris le long de E;y, nest pas identiquement nul.

X

xo(ﬁ), i,k = n
() (k=12 .,n)

IIAIIA
IANIA

X

-



Pour démontrer notre affirmation, prenons le syst¢éme d’équations
(3,7) (F' = yuFy)xi + Fpyh =0 (h=1,2,...,n)
ol les arguments de la fonction F* et de ses dérivées sont x (a) y1 (), pi(w).

Le systtme d’équations (3,7") admet la solution
(@ Pi(@)la=0 = (0, i(x"))
ol le déterminant des premiers membres des équations (3,7') par rapport aux variables
Pi(«) est différent de zéro parce qu’il est égal au produit des déterminants
IF;’iy’ll . Iyllak plxakl (l k = 17 23 LERE) n)

ou aucun déterminant n’est nul. De ces déterminants le premier n’est pas nul, car
E,,, est ’extrémale angulaire non singuliére, et le second n’est pas nul car au point /
s’accomplit la condition de non tangence (voir [13], p.90). En vertu du théoreme
sur les fonctions impliticites, le systéme (3,7') admet la solution unique p}(«) (i =
= 1,2, ..., n) pour laquelle p}(«)|,=o = yi(x"'). Comme le déterminant |F}. .| n’est
pas nul non seulement au point /, mais aussi dans son voisinage, conformément
au théoréme d’inclusion, par chaque élément [x'(«), y}(«), pi(2)] il passe une seule
courbe intégrale de I’équation d’Euler (2,3) satisfaisant 4 la condition b) de notre
théoréme. -

Ainsi, nous avons construit la famille d’extrémales

(5:3) yi=yi(xa), x'(x) <x=x%B)

qui contient 'arc E,, de extrémale angulaire E;j, pour a = 0. Pour obtenir une
famille de la forme (5,1) il faut prolonger la famille (5,3) a lintervalle x°(f) < x <
< xz(y). Pour cela, nous utilisons la condition de non tangence et la condition de

discontinuité au point 0 de ’extrémale E,,.
Le systéme d’équations

*® i [x°(B), o] = ¥{(B) (i=1,2,...,n)
admet une seule solution

. [_xo(ﬂ), a]|;:g = (xo’ 0) .
Introduisons la notation

& B) = 326) — yi[x°(6). ]

’

Le déterminant

“piﬁkl = Iy?ﬁk - ;:xgkl = (i’ k = 15 2: ERT] n)

Bic Vi
n’est pas égal & zéro pour o = 0, f = 0 car au point 0 I’arc de 'extrémale E,, n’est
pas tangent a la variété M°. Ainsi le systéme (*) posséde une seule solution ﬁi(ocl,
oy, ... &) (i = 1,2, ..., n) appartenant & la classe C* au voisinage des valeurs «; = 0,

lorsque B{o)ly=0 = O.
Maintenant prenons le systéme d’équations suivant:

(3.9) [(Fl - y‘._xFyl,‘,) - (F2 - P?FZ ]xh ( v Ff’,-)y(i)h =0
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ol les arguments de F* et de ses dérivées sont

x°() = x(B(@) » ¥i(e) = ¥(B@) » yi(x) = yi[x°(a), o] ,
tandis que ceux de F? sont x%(«), y°(a), pf(a).

Le systéme d’équations (3,9’) relatif aux variables p? admet la solution (¢, p{)l,=0 =
= (0, y7(x°)); le déterminant fonctionnel des premiers membres des équations
(3,9’) par rapport aux variables p? pour la solution initiale susmentionnée est différent
de zéro, car il est égal au produit des déterminants, qui ne sont pas nuls:

2 .
[FZ oyl vme — Poxol (ki 1=1,2,..,n).
Le premier déterminant nest pas nul, car 'arc de I’extrémale E,, est non singulier
et le second déterminant n’est pas nul car I'arc E,, n’est pas tangent a la variété M°

au point 0.
Dés lors, le systtme d’équations (3,9’) admet la solution unique p{(e) ot
Pi(@)le=o = i) .

Doné, nous avons démontré que pour toute direction admissible y;(x, a) il existe
une seule direction pf(«) vérifiant 'équation (3,9'). L’extrémale qui passe par I’élément
admissible [x°(x), y7(a), p%(«)] est le prolongement de l'extrémale de la famille
(5.3) dont la direction au point («) de la variété M° est y;(x, «). En attribuant a o
différentes valeurs, nous obtenons la famille unique d’extrémales

(54) yi=yi(na), @) < x < x0).
contenant I'arc E,, de 'extrémale E,,, pour a = 0, et qui est le prologement de la
famille (5,3) dans Dlintervalle x%(«) < x < x%(7).
Nous appellerons la famille (5,4) famille complémentaire de la famille (5,3). Il ne
reste qu’ & démontrer la propriété c) de notre théoréme.
Remarquons que le déterminant (5,2) est différent de zéro au point 7 car le systéme
d’identités yj(a) = p; [x'(«), «] montre que le déterminant
47 (x,0) = |yl (Lk=1,2,..,n)
est égal au déterminant
Viee = ¥ Xal (Lk=1,2,...,n),
car
Vi = Viwe = Vi % (Lhk=1,2,...,m).
Mais le dernier déterminant n’est pas nul au point /, car ’'arc E;, n’y est pas tangent
ala variété M.
De méme, d’aprés le systéme d’identités y3(a) = y; [x°(«), «], nous trouvons
View = Viww = Vi - Xoy -
Le déterminant
A7 (x, 0) = |ig,
n’est pas nul au point 0, car I’arc E,, n’y est pas tangent 4 la variété M°. Le théoréme
est completement démontré.
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En suivant le méme raisonnement on peut construire une famille d’extrémales
angulaires

(5’11) Yi= yi(-x9 V1> V25 +v s yn) = yi(x’ 'Y) > xl(a) g X é xz(y)

transversale & la variété M? qui contient E;y, pour y = 0, et qui posséde les mémes
propriétés que la famille (5,1).

Maintenant, nous pouvons donner la définition du foyer conjugué des variétés M*
et M2,

Définition du foyer conjugué. Nous appellerons foyers conjugués de la variété M*
les points de I’extrémale angulaire E,,, dont les abscisses annulent le déterminant
(5,2).

D’une maniére adéquate on peut définir a I'aide de la famille d’extrémales (5,1')
les foyers conjugués de la variété M2, Nous appellerons le déterminant A(x a)
déterminant du foyer conjugué.

Il n’est pas difficile de démontrer que les foyers conjugués des variétés M* et M?
ne dépendent pas du choix des paramétres de M et de M? (cf. [13], p. 150).

6. EXPOSE DE LA CONDITION NECESSAIRE DE JACOBI A L’AIDE DES FOYERS
CONJUGUES

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de démontrer la condition de Jacobi
a laide du théoréme de ’enveloppe. Pour cela, nous devons démontrer d’abord
le théoréme de I’enveloppe pour le probléme discontinu variationnel aux extrémités
variables.

Prenons la famille (5,1) et introduisons au lieu des paramétres o, de nouvelles
fonctions o,(f) (k = 1,2, ..., n) pour lesquelles o(0) = 0; ainsi nous obtiendrons
la famille d’extrémales angulaires 4 un seul paramétre

_ ” » _/y, F[x ()], X'(1) = x < %%(1),
(O o= bty O 5O = L ), 3700 2 3 = 20

(i=1,2..n).

Cette famille contient E;,, pour ¢ = 0 et coupe transversalement la variété M*.

Il/\ I\

La famille (6,1) aura une enveloppe D située dans le domaine R~ ou R* et tangente
aux courbes de la famille (6,1) aux points x = x(7) si les équations ci-dessous sont
identiquement vérifiées par rapport a : :

(6,2) (1) = A1), yux'() + yiolt) = A1) yix

ou A(f) est le facteur de proportionnalité; les arguments de iy €t Vi, sont x(7) et
(7). Cette enveloppe sera représentée par les équations

(6,3) D:x = x(t), y[x(r), o(t)] = Y(t) (i=1,2,....7).
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Les équations (6,2) expriment la condition d’identité de la direction de la tangente
en un point quelconque de ’enveloppe avec la direction de la tangente a I’extrémale
passant par ce méme point.

Afin que les équations (6,2) soient vérifiées, il est nécessaire et suffisant que les
équations

(**) Vi [X(@), ()] .0i(t) =0 (i,k=1,2,...,n)
soient vérifiées identiquement par rapport a 7.

Si toutes les dérivées a(f) ne sont pas nulles, alors le déterminant correspondant
au systéme (**)

A(x,0) = |yl (L k=12, ..,n)

ol x et o, sont remplacés par x{r) et of(r), doit étre identiquement nul par rapport
a . Ainsi nous avons démontré que le point de contact de ’enveloppe avec ’extrémale
angulaire E,,, est le foyer conjugué de la variété M*.

Au contraire, supposons que le point 3 se trouvant sur E,,, et dont I’abscisse est
x=x% x>+ x!, x> + x° soit le foyer conjugué de la variété M*. Admettons, pour
étre précis, que x° < x* < x®. Construisons la famille d’extrémales angulaires
a n paramétres (5,1) contenant E,, pour o = 0 (k = 1,2, ..., n). D’aprés la défini-
tion du foyer conjugué nous avons 4(x>, 0) = 0. Supposons, de plus, que la dérivée
4, n’est pas nulle au point 3. Dans ce cas au point 3 au moins un des mineurs de
Pordre n — 1 du déterminant A sera différent de zéro et un des déterminants de
Iordre » de la matrice

ng"’w‘ (k= 1,2,....m)
1) yiak |

ne sera pas nul, car il est égal au produit de 4, par le mineur différent de zéro du
déterminant 4. Supposons que le mineur de I’ordre n — 1 se trouvant en haut et
au coin gauche du déterminant n’est pas nul. Dans ce cas, on peut résoudre les n
premiéres équations du systéme

(6,4) A(x, «) dx + 4, (x, o) doy, =0,
Vi (%, o) do = 0 (k=12 ..n)

par rapport & dx/da,, da,/da,, ..., da,_,/da, d’ot 'on peut tirer les fonctions x(a,),
oy (), - » 0,—1(2,), qui prennent au point (x° 0) les valeurs initiales x(0) = x>,
#(0) =0 (k = 1,2,...,n — 1). Si dans le déterminant ce n’est pas le mineur sus-
mentionné, mais un autre mineur de ’ordre » — 1 qui n’est pas nul, alors, on peut
prendre la premiére équation du systeéme (6,4) et les.équations correspondant au
mineur différent de zéro. Dans ce cas, nous obtiendrons x et o, comme fonctions
de t; ici ¢t indique I'une des variables oy, o5, ..., &,.

11 est évident que pour 7 = O toutes les dérivées x'(z), a3(z), a5(?), ..., a,(f) ne sont
pas nulles, et, comme au point 3 la dérivée 45 # 0, la premiére équation du systéme
(6,4) montre que pour ¢ = 0 toutes les a(t) ne sont pas nulles non plus. Pour les
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valeurs x(?), o(7) le déterminant 4 est identiquement nul, car il est nul au point (x>, 0),
et, de méme comme le montre la premiére équation du systeme (6,4) sa derivée totale
par rapport a ¢ est identiquement nulle. Il s’ensuit que les fonctions obtenues
vérifient aussi la derniére équation du systéme (6,4). En plagant les fonctions x(¢),
o(7) dans la famille (5,1) nous obtenons la famille & un paramétre de la forme de
(6,1) qui contient Ej, pour ¢ = 0.

Pour cette famille les équations (6,3) donneront la courbe D. Les équations (6,2)
sont identiquement vérifiées par rapport a ¢, car toutes les () ne sont pas nulles.
Ainsi le long de la courbe D le déterminant A4 est identiquement nul; ce qui signifie
que D est enveloppe de la famille (6,1) et qui est tangente a I'extrémale angulaire
E,,, au foyer conjugué 3.

Nous avons démontré le théoréme suivant qui est la généralisation du théoréme
analogue des problémes variationnels continus (Voir Bliss, [13]), p. 35).

Théoréme 6.1. Si le point 3 d’abscisse x = x>, x> + x!, x> + x° est le foyer con-
Jugué situé sur I'extrémale angulaire non singuliére E,,, de la variété M, et si, en ce
point, la dérivée A, du déterminant A est différente de zéro; alors il existe une famille
d’extrémales angulaires a un paramétre, de la forme (6,1), coupant transversalement
la variété M*, contenant pour t = 0 I'extrémale angulaire E,,, et ayant une enveloppe
D tangente a E,y, au point 3; les fonctions y;, y;, et la fonction x(t) qui détermine
Penveloppe D possédent des dérivées continues aux points (x, t) voisins aux arcs Ey, et
Epy.

La justesse de la derniére affirmation du théoréme provient de ce que, d’aprés
le théoréme 5.1, les fonctions y; et y;, possédent des dérivées partielles continues
jusqu’au deuxiéme ordre partout, sauf aux points angulaires des extrémales y;.
Par conséquent, les fonctions x(7), o(r), obtenues d’aprés les équations (6,4), ont au
mois des dérivées continues du premier ordre.

Démontrons encore le théoréme préliminaire suivant:

Théoréme 6.2. Supposons que les courbes de la famille (3,2), a I'aide de laquelle nous
avons obtenu la formule (3,6), soient des extrémales angulaires. Admettons que Ey 4 et
Es, soient les extrémales angulaires de la famille (3,2) (voir fig. 1) et qui coupent les
variétés M*, M°, M? respectivement aux points 3, 0y, 4 (pour E, ;) et 5, 0,, 6 (pour
Esy,6). Alors les valeurs J(Ejy ) et J(Esyq) de Iintégrale J le long des extrémales
angulaires Es, 4 et Esy,s de la famille (3,2), correspondant respectivement aux valeurs
a, et a, du paramétre a, a; < a,, sont liées par la relation

(6,5) J(Eso,s) = J(Esors) = Io(L3s) — Ji(Lss)
ot: le second membre est formé par les intégrales

(6,6) Ji = [{F'dx + (dy; — y}dx) F}. },
©7) Ji = JF? dx + (dy, - yidx) B2

prises le long des courbes L}; et L% situées respectivement sur les variétés M* et M*
et déterminées au § 3.
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Nous appellerons les intégrales (6,6) et (6,7) intégrales d’Hilbert pour le probléme
variationnel discontinu.

Pour démontrer le théoréme 6.2 nous nous servons de la formule
(3.6) dJ=[F'dx+ (dy; — ydx) F,. ]0 + [F>dx + (dy; — yi dx) F2. 13
qui a été obtenue au § 3 et qui exprime la différentielle de la fonctionelle J le long
de la courbe Cj,, dont les arcs Cj, et C,, satisfont respectivement aux équations
d’Euler (2,3) et (2,4). Le second membre de la
formule (3,6) est le produit d’une fonction de a
par da. En effet, les fonctions y;, y;, qui entrent
dans la formule (3,6) sont des fonctions de x et
de a, et les différentielles dx et dy; sont les pro-
duits d’une fonction de a par da. Comme nous
supposons ici que toutes les courbes de la famille
(3,2) soient des extrémales angulaires, ainsi au
point 0 de chaque extrémale la condition primaire
de discontinuité doit étre satisfaite.

Chaque valeur du paramétre a détermine Fig. 1.
en méme temps trois points situés respective-
ment sur les variétés M*, M°, M? et ’extrémale angulaire correspondante de la
famille (3,2). Prenons les valeurs a; et a, du paramétre a et posons a; < a,.
Admettons que a; et a, correspondent respectivement aux extrémales angulaires .
Es,4 €t Espy

En intégrant tous les deux membres de 1’égalité (3,6) dans les limites a; et a,
nous obtenons

(6:8) J(ay) = Hay) =[5 {[F' = yiFy) = (F* = yilFy )] xa +
+ (F;'i - F)%'i)y?a} da + f:i [(‘F2 - y;F}?'i) xZ + F)%’iy?a] da -
— J& [(F* = yiFy) %o + Fyyi] da.

Remarquons que les arguments des fonctions F! et F? et de leurs dérivées partielles,
rentrant dans la relation (6,8), sont les éléments (x, Vi y’i) de I’extrémale qui corres-
pondent aux points d’intersection de cette extrémale avec les variétés M, M°, M2,
Comme la condition primaire de discontinuité est satisfaite pour toutes les valeurs
de a, la premiére intégrale du second membre de I’égalité (6,8) devient nulle, et la
deuxiéme et la troisiéme intégrales sont des intégrales d’Hilbert calculées le long des
arcs L2 et Lis des courbes L? et L'. Comme I’extrémale Es,, correspond a la valeur
a, et Pextrémale Ej, , correspond 2 la valeur ay, les expressions J(a,) et J(a,) repré-
sentent les valeurs de la fonctionnelle J le long de ces extrémales angulaires. En
indiquant ces valeurs par J(Es,s) et J(E;,4) nous obtenons tout de suite la formule
(6,5). Le théoréme est démontré.

Maintenant; il n’est pas difficile de démontrer le théoréme de I’enveloppe pour
le probléeme variationnel discontinu.
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Théoréme de Penveloppe. Si I’enveloppe D de la famille d’extrémales (6,1) & un seul
paramétre a une branche dirigée du point 3 (ot le point 3 est le point de contact de
Penveloppe avec I’extrémale angulaire) au point 1 (voir fig. 2), alors pour tout point 6
se trouvant sur D avant le point 3 et @ son voisinage, la courbe Esy s + Dg; + Ej,
est admissible et la formule

(6,9) J(Esos + Dg3 + Ez;) = J(Ep2)
est vérifiée.

En effet, nous utilisons la formule
(6,5), en remplacant I'extrémale angu-

laire Ezg,4 Par Ej; et la courbe L? par
Dq;. Ainsi nous avons

J(E5026) J(E103) JZ(D36) JI(LI5)

Comme la famille (6,1) est coupée
transversalement par la variété M’
alors Jy(L};) = 0.

De plus, nous avons J;5(Djs) = J(Dy,), parce que la direction dx :dy; :dy,:...
:dy, de la couibe Detcelle 1 : 7 1y, ;... :y, de Pextrémale coincident au point
de leur intersection. Le théoréme est démontré.
Maintenant, il n’est pas difficile de démontrer I’affirmation principale du présent
paragraphe.

Condition nécessaire IV. Nous dirons que I'extrémale non singuliére E,y,, ayant
un seul point angulaire 0, satisfait a la condition nécessaire de Jacobi si entre les points
1 et 2 de E,y, il nexiste pas de foyers conjugués deés variétés M* et M2,

Théoréme 6.3. Pour que la courbe admissible non singuliére E,y, (a un seul point
angulaire 0) rende minimum la fonctionelle J il faut qu’elle satisfasse a la condition IV.

Nous avons démontré au § 2 que les arcs E,, et E,, de la courbe admissible non
singuliére E,,, qui rend minimum la fonctionnelle J, sont extrémaux. Plus loin, au
§ 3, il a été démontré qu’ aux points 1, 2, 0 de la courbe E;y, € &, qui rend minimum
la fonctionnelle J, les conditions primaires de transversalité et de discontinuité doivent
étre satisfaites. Ainsi la courbe Ejy, € & qui rend minimum la fonctionnelle J doit
étre une extrémale angulaire coupant transversalement les variétés M et M? aux
points 1 at 2. Alors, on peut construire la famille des extrémales angulaires (5,1) et,
par conséquent (6,1) qui contiennent I'extrémale angulaire Ej;,.

Admettons que le foyer conjugué 3 de la variété M* se trouve sur la courbe Ejp,.
Le point 3 doit appartenir a I'enveloppe de la famille & un seul paramétre (6,1).
Alors, d’aprés le théoréme de I’enveloppe la valeur de I'intégrale J(Esy,s + Dss +
+ E;;) doit étre égale a celle de I'intégrale J(E;p,) Cest-a-dire que la courbe Esp,s +
+ Dg; + E;, doit rendre Iintégrale J minimum.
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Mais, la derniére courbe est non singuliére au voisinage du point 6, car la courbe E;y;
est non singuliére elle-méme. Par conséquent, 'arc Dy; de la courbe D doit étre
Parc de ’extrémale, ce qui est impossible, car par le point 3 dans une direction donnée
ne peut passer qu'une seule extrémale. Ce qui signifie qu’il doit exister une courbe
différente de E,),s + D43 + Ej, laquelle rend minimum la fonctionelle J, ce qui est
contradictoire aux conditions du théoreme.

Il s’en ensuit que la variété M* ne peut pas avoir de foyers conjugués sur la courbe
E,»,. D’une maniére analogue on peut démontrer que la variété M> ne peut avoir
non plus de foyers conjugués sur ’extrémale Ejy,. Le théoréme est démontré.

Si la famille (6,1) a une enveloppe de la forme présentée ci-dessus, on peut démontrer
de méme une affirmation plus générale.

Conditions nécessaires IV'. Nous dirons que ’extrémale non singuliére ayant un seul
point angulaire 0 satisfait a la condition de Jacobi au sens strict si les variétés M* et M*
n’ont de foyers conjugués sur E,,, ni entre les points I et 2 ni en ces points.

Nous voyons que la condition de Jacobi est démontrée d’une fagon géométrique
avec les restrictions suivantes:

La dérivée 4, du déterminant 4 est différente de zéro au foyer conjugué et ’envelop-
pe posséde une branche dirigée du foyer conjugué 3 au point initial 1. Ces restrictions
sont importantes. Si ’enveloppe a un point de retour au point 3 et ses deux branches
s’éloignent du point /, alors, pour démontrer la condition de Jacobi, il faut se rappor-
ter & d’autres procédés. (Pour le cas plan voir, par exemple, [4], pp. 358 —364, [1],
p. 320.) :

Notons que le théoreme 6.3 pourra €tre démontré sans restrictions énumérées
ci-dessus si ’on applique la theorie de la variation seconde de la fonctionnelle J
(pour le cas plan, voir [9], [10], [12]).

\
7. EXPOSE DE LA CONDITION DE JACOBI A L’AIDE DU SIGNE DE LA VARIATION
SECONDE

Tout d’abord, nous devons calculer la variation seconde de la fonctionnelle dis-
continue J. Pour cela rapportons-nous a la méthode, proposée par M. MORSE
(voir [14], p. 21) pour le calcul de la variation seconde de la fonctionelle continue.

Soient les fonctions w,(a), By(a), 74(a) (h = 1,2, ..., n) de la classe C* pour toutes
les valeurs de a proches de 0. Prenons la famille & un parametre de courbes admis-
sibles de la forme (3,2) ot les fonctions y; (x, a) et y{(x, a) sont de la classe C?
pour les valeurs de a proches de 0. Supposons que E,, soit I'extrémale angulaire
contenue dans la famille (3,2) pour a = O et satisfaisant 4 la condition de transver-
salité aux points 7 et 2.

Les identités (3,3) dérivées par rapport & a étant nulles, on obtient
(&) m =) = Cim, i =" = Ciat,

nT =i () = G, it =0 = Gl (= 1,2,..,m)
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ou
'h(x) = .Va(x’ 0) s T; = “;1(0) s Ti = 'Vlln(o) ’ 72 = .B}’;(O) s
Ct = Y4(0) — yi(3) x}0) (h=1,2,....,mk =1 ou 2),
Ci =y — yia(x°) x(0),  ChF = yi(0) — »i(=°) x(0) .

- Nous appellerons les conditions (A) conditions secondaires pour les extrémités,
et les fonctions #7(x) et les constantes 7}, j, 77 variations de la famille (3,2) le long
de la courbe Ej,. ‘

Désignons par 6 la dérivée par rapport & a et par d celle par rapport & a lorsqu’ on
tient compte de la dépendance de x de a. Alors, le long de la famille (3,2) on a
(7,1) dJ = J'(a)da = F' dx|} + F? dx|} + [5%) (Fy0y: + Fy 0pi) dx +
+ [5@ (F2oy; + FZ 5y,,)dx .

Comme E,, vérifie la condition I, nous avons

(7,2) J'(0)=0.
La différentielle seconde de la fonction J(a) pour a = 0 est de la forme

(7,3) d?J = J'(0) da® = [F' d*x + FLdx* + F}, dxdy, +
. + F,. dx dy, + 2F,0y;dx + 2F). 0y, dx]{ +
+ [F* d®x + F2dx* + F},dxdy, + F2, dxdy, +
+ 2F20y,dx + 2F2 8y, dx]3 + [5 15,8%: +
+ FL.8%: + 20'(x, 6y, 6p,)] dx + [%o [F15%; +
+ F. 5%, + 20%(x, 6y, 6y,)] dx
ou .
20K(x, 1, 1) = Fiynm; + 2F5y iy + Fypopiy (bj=1,2,..,nk = 1ou2).

En intégrant par parties les deux premiers termes des expressions sous l'intégrale
en remplagant les différentielles par leurs valeurs obtenues de (3,2), nous avons
(7.4) d*J = [F' &x + (d%; — yie @°X) Fp. 1 + [(Fx = yieFy,) dx* +
+ 2F! dy,; dx]? + [F?> dx + (&% — yix &%) F}. J5 +
+ [(F2 — y, F2) dx* + 2F dx dy;]5 + .
2 /
+ ﬁg Zwl(x’ ,1’ 11,) dx + J‘i’-’ 2(1)2()6, 11’ ’1 ) dx *
En différentiant les identités (3,3) par rapport a a et en posant a = 0, on obtient
les différentielles dx*, dy*, d?x*, d?y"(k =1 ou 0 ou 2). Introduisons ces valeurs

dans P'expression (7,4); étant donné que E, vérifie la condition I’ nous obtiendrons

(7,5) Jy(n, 7) = J(0) = bjaty + (o + byt Tl + b,?,rft,z +

+ X 20'(x,n, 1) dx + % 20%(x, 1, 1") dx
ou
b;l = - [(Fl - J’:F;.) xl}xl1 + F)}'iy%hl +
+ (FL — yiFL) xixt + F(vixi + yirxa)]s=xt »
bor = [(F* — i FL) xpx? + Fy yiu +

+ (FL - ¥/"F}) x0x3 + F3 (vax] + yix)Je=x0-o0 »
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+ = -—[(F2 +F2)x,?X1 +Fy ;ylhl+
+ (F2 — y""FZ)_xhx, + Fy,(ylhxl + yllxh)]x x0+0 >

b'%’ [(F2 sz )xlxxt + Fy ;yzhl s
+ (FZ = yiF3) xpxj + F}’i(ylhx’ + Y2 o=z -
Il est évident que
by = by, by = by s byt = bl , b = b},

Nous appellerons I’expression J,(1, t) variation seconde de la fonctionelle discon-
tinue J le long de I’extrémale angulaire E .

Nous appellerons I'ensemble 7,(x), T, 71, T2, (! £ x < x?) ensemble des variations
admissibles dans le cas ot les valeurs 1, j, 77 sont constantes et les fonctions n,(x)
appartiennent 2 la classe D! pour tous les points du segment x' < x < x? sauf au
point x = x°, ou elles ont un point de discontinuité de premicre espéce, et cette
discontinuité remplit la condition

(7,6) =Cum, m"=Cy'w (Lh=12..n).

Maintenant, nous passerons a la démonstration de la condition de Jacobi a 'aide
de la variation seconde:

Condition nécessaire IV. Nous dirons que I’extrémale angulaire E,,, coupée par les
variétés M, M°, M? aux points 1,0, 2 (oi sont satisfaites les conditions primaires
de transversalité et de discontinuité) satisfait @ la condition nécessaire de Jacobi
(a la condition necessaire IV) si la variation seconde J,(n, t) le long de E,y, nest pas
négative pour un ensemble de variations arbitraires satisfaisant aux conditions secon-
daires pour les extrémités.

Théoréme 7.1. Pour que Iextrémale angulaire E,, rende minimum la fonctionelle J,
il est nécessaire qu’elle satisfasse a la condition 1V.

La démonstration est basée sur le lemme suivant:

Lemme 7.1. Pour un ensemble quelconque de variations admissibles ni(x), T, B, T
le long de E,y, et vérifiant la condition (A), il existe la famille de courbes admissibles a

un paramétre

(1,7) ¥i = i a)<y;(x, a), x'[ua)] £ x = x°[B(@)],

v S f(xa), x[p@)] = x = x[xa)]

qui contient E,y, pour a = 0, Pensemble des variations n(x), Ty, tr, Ty étant I'ensemble
qui correspond a la famille (7,7) le long de E,y; les fonctions y; (x, a) et y; (x, a) possé-
dent toutes les propriétés de continuité et de dérivabilité, qui sont nécessaires pour
calculer la variation seconde de la fonctionnele J le long de E;,.

Pour démontrer le lemme 7.1 prerons un autre ensemble de variations pour
lequel les fonctions 17 (x), x' < x < x° n¥(x), x° < x £ x* sont prolongées, en
conservant toutes leurs propriétés différentielles, pour quelques segments contenant
entiérement dans leur intérieur respectivement les segments x' < x < x% et x°
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< x £ x”. Nous garderons pour cet ensemble les notations que nous avons déja
utilisées. 11 est facile de voir que la famille (7.7) ou

(7.8) (@) = aty, Bila) = ar}, vi(a) = ati, ¥ (x,a) = y; (x) + an; (x) —

— D [(B@)] — ¥B@] + ani [x°(B(a))] XO[Z(Q]xi[i(l?j(an )
T E@)] - @] + @ [x ()] xl[j(;)‘]"f[iﬁ?,}(a)] ;
(1.9) yi(x,a) = yi(x) + anf(x) — i [F2((@)] - ¥ [¥(a)] +
] LD 2 ET0(0) = wA] +
b ) o= =T

est la famille cherchée. En effet, elle contient E;,, pour @ = 0 et verlﬁe les conditions
primaires pour les extrémités.

Démontrons que
(7,10) Yo (x,0)=n"(x), x'<x<x°,
(7,11) Vi, 0) =nt(x), x*<x=< X%,
Désignons, respectivement, par By (a), By(a), B;(a), By(a) les expressions qui sont
entre parenthéses dans les seconds membres des égalités (7,8) et (7,9). Nous voyons
que Bg(a), By(a), B*(a), B,(a) sont nuls pour a = 0. En utilisant les égalités (A),

il facile de démontrer que les dérivées By~ ,Bj, By*, B} sont aussi nulles pour a = 0.
La justesse des identités (7,10) et (7,11) est démontrée.

La derniére affirmation du lemme est aussi vraie, parce que les fonctions y(x, a)
possédent les dérivées 5y(x, a), 6°y(x,0) et conséquemment, dans le cas ou les
fonctions

*) Fi{x'(a(a)), yi[x'(«(a)) , a], yulx'(«a)), al},
FY{x(p(a) , yi{x(B(a)) » al, yulx"(B(a)) . al} s
**) F*{x°(B(a)) » »[x°(B(a)) » a] . yi[x°(B(a)) . al},
F*{x*(y(a)) , »[x*(1(a)) » a], yi[x*(¥(a)), al}
ont aussi des dérivées pour a = 0, nous pouvons écrire dJ = J'(a) da, d*J = J"(0) da*.
L’existence des dérivées des expressions (*), (**) suit de ce fait que les deux premiers

arguments des fonctions F* et F? ont des dérivées pour a = 0, tandis que la dérivée
du troisiéme argument est égale a

G‘.’ v [¥((@), a]) =) SO i)
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On peut démontrer, par voie identique, que les fonctions

yi (@), al, ¥ [x(B@)], a], y! [¥*(+(a)), 4]
possédent des dérivées par rapport 4 a pour a = 0. Le lemme est démontré entiére-
ment.

Maintenant revenons a la démonstration du théoréme 7.1. Nous remarquons
que la fonctionnelle J prise le long de la famille (7,7) se transforme en une fonction
J(a) de a ayant pour a = 0 des dérivées premiére et seconde. Si E;g, rend minimum
la fonctionnelle J, il est nécessaire que les relations suivantes soient vérifiées:

J'(0)=0, J'(0)=J(n1)20.

Ainsi, le théoréme est démontré.

8. CAS PARTICULIER DU PROBLEME VARIATIONNEL DISCONTINU

Si la variété M°, sur laquelle s’effectue la discontinuité de la fonctionnelle J,
dégénére en une variété linéaire n-dimensionnelle, la théorie du probleme discontinu
se simplifie considérablement.

Dans ce cas, les conditions primaires pour les extrémités, au point de la disconti-
nuité, peuvent étre écrites sous la forme suivante:

x=x, ;=0 =8 (i=12,..,n).

Alors, la condition primaire de la discontinuité sera

(8,1) Fo X% p(x%), »'~(x)] = Fy [x° (x°) , ¥ *(x°)] .
De Iégalité (7,4), il vient
(8.2) B+ B0 =0.

Alors, la variation seconde s’écrit de la fagon suivante:
(8,3) Jy(n, 1) = bpit) + bEgitr + (% 20'(x, 1, 1) dx + f’;; 20%(x, n, ') dx .

Les conditions secondaires pour les extrémités aux points / et 2 étant restées les
mémes, nous obtenons au point x = x°

(8,4) =1, it =1 (i=12..,n),

Cest-a-dire les fonctions #,(x) sont continues, et leurs dérivées peuvent avoir des
discontinuités de premiére espéce (en particulier pour x = x°); tandis que dans
le cas de la formulation générale du probléme, les fonctions 7,(x) elles-mémes ont
des discontinuités de premiére espéce pour x = x° (cf. [9], [10], [11], [12]).

Le cas particulier du probléme ressemble beaucoup au cas paramétrique du pro-
bléme discontinu (voir [6]), ou les variations 5,(x) sont aussi des fonctions continues
et leurs dérivées présentent des discontinuités de premiére espéce pour x = x°.
Dans ce cas, la condition primaire de discontinuité est analogue a celle exprimée

par (8,1).
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En conclusion, je voudrais exprimer ma vive reconnaissance au Professeur L. A.
LUSTERNIK, dont la solicitude incessante a largement contribué a la naissance de ce
travail et présenter nos remerciements au Professeur F. NoZI¢kA qui a bien voulu
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, : Pesrome

K TEOPUU PA3PBIBHBIX BAPUALIMOHHBIX 3ANAY
C IIOABMKHBIMU KOHIIAMU B ITPOCTPAHCTBE

M. K. KEPUMOB, Mocksa

B aT0if cTaThe MCClenyeTCs BapHalMOHHAs 3ajJaya O HaXOXICHHWM MHHUMYyMa
paspeiBHOTO (yHknuoHana (1,1) B kjacce MONMYCTHMBIX KPHBBIX, COEIMHSIOLIMX
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TOuKH MHOTO06pasmit M' u M? ¥ UMeomuX TOYKH NepeIoMa, PACIOIOKEHHEIE Ha
MHoroo6pasuu M°. BeBomaTcs HeoGXoqUMble YCTIOBHS MEHAMYMa, 6a3HpyIOLIHecs
Ha TEOpHH IEPBOM M, YaCTH4YHO, BTOpOi Bapuanuii. VIMEHHO, MOKa3BIBAIOTCS He-
obxonuMeble ycioBus Diinepa, Beifepiurpacca, Jlexxasapa, yCJIoBUSI TpaHCBEpCalb-
HOCTH, YCJIOBHE pa3phiBa; CTPOMTCS CEMEWCTBO JIOMAHBIX 3KCTpeMalieif, comepxka-
miee JaHHYIO JIOMAaHYIO 3KCTpeMalib, HaeTcs onpeneneHne GOKanbHON TOYKH H J10-
Ka3pIBaeTCs ycioBue SIkobu ¢ moMOIIBI0 TeopeMbl 00 orubarouieit.

Hanee BBIYMCISAETCS BTOpas BapHwals IS pa3pbIBHOTO (QYHKIMOHAJa ¥ OKa-
3pIBaeTCs ycioBue SIxo6u B TepMUHAX 3HaKa BTOPOU BapHalyy.
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