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Yexoc/0BalKHii MaTeMaTHYeCKAA kyphat, 1. 14 (89) 1964, Tlpara

L’EQUATION DE STRUCTURE D’UN ESPACE A CONNEXION
PROJECTIVE

BoHuMiL CENKL, Praha

(Regu le 17 février 1962)

On trouve des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface
dans un espace a connexion projective soit une surface de I’espace projectif.
Ces conditions sont établies a I’aide d’objets associés aux points de la surface
(p. ex. droites canoniques, quadriques canoniques, etc.).

On connait bien les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface d’un
espace a connexion projective soit une surface de I’espace projectif, telle p. ex.
I’annulation du tenseur de courbure, ou bien d’autres modifications de cette condition
analytique. Dans le présent travail, on donne des conditions géométriques qui sont
nécessaires et suffisantes pour que la surface jouisse de la propriété en question.
Il s’agit donc d’une caractéristique géométrique des conditions d’intégrabilité qui
sont vérifiées pour une surface de ’espace projectif (voir p.ex. [5]). Par caractéristique
géométrique nous entendons des conditions qu’on impose aux droites ou aux qua-
driques canoniques associées aux points de la surface considérée.

Le présent travail est divisé en trois parties. Dans la premiére partie, on définit
la variété de Konig généralisée, & connexion projective (voir [6], [4]) et 'on donne
une caractéristique géométrique du tenseur de courbure-torsion, sans connexion
auxilliaire donnée sur la variété fondamentale, comme C’est le cas de [4]. Dans la
deuxieme partie on introduit un repére canonique associé¢ aux points de la surface
a connexion projective et 'on donne les définitions des objets géométriques les
plus importants. La derniere partie contient enfin le théoréme fondamental du travail
entier.

I. TENSEUR DE COURBURE DE LA VARIETE PN A CONNEXION
PROJECTIVE

1. D’une maniére tout a fait analogue a celle du travail [4], nous définissons la
variété P:,, (0 £ p £ N,0<n; p, n, N étant des entiers positifs) de la fagon suivante:

Soit donnée une variété différentiable X, a'n dimensions, appelée variété fondamen-
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tale et supposons qu’on associe & chaque point (¢) = (&', ..., £") de la variété X,
un espace local Py(£) de dimension N, et, en celui-ci, un sous-espace P,(£) & p dimen-
sions (appelé centre de I’espace local). La connexion projective sur la variété ainsi
définie soit donnée par les formes différentielles w’ = []5,(¢) dé* ') par rapport au
choix de la base {Ay(£), 4;(¢), ..., Ax(£)} dans les espaces locaux Py(£), telle que
{Ao(&), A1(), ..., A (&)} soit une base du centre P, (&) de I’espace local Py(&).
(Les A4, sont fonctions scalaires de £*.) Nous disons également que la connexion sur la
variété P’:,, est donnée par les équations

(1) d4, = w4,

ou nous avons une différentielle au premier membre dans le cas ot nous considérons
(1) suivant une courbe sur la variété fondamentale. Nous pouvons écrire les équations
de structure de la variété Pg,, a connexion projective dans la forme

) [d6t] = [wfat] — 2.
Si nous avons choisi le repere

3) {Ao, Ay, ..., An}
dans P’espace local Py(€&) de telle fagon que

4) {Ag, Ay, ..., AL}

soit le repére du centre P,(£), nous dirons que les transformations
) A, =04y, o =0,

sont des transformations admissibles de la base (3) si 6% sont fonctions scalaires de (£)
et si nous avons ‘

(6) 6=Detld)| =1, o' =0.

Nous définnissons o2, par les équations

() ofor = 3, ollos = 5.
Si ,
(8) EO’ El’ c0e EN ; E* = (— l)a [A07 AR Aa—h Aa+l’ R AN]
et le repére de ’espace Px(¢), dual de Py(), nous avons évidemment
) E' = 0,.E% .
1) Les indices prennent les valeurs suivantes:
a,b,...=0,1,...,N; A,B,... =0,1,...,p;
B ...=1,2,...,n; MPp . =p+1,..,N.
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Les transformations (5) ne sont pas des transformations projectives générales;
en effet, nous pouvons, pour les transformations projectives générales multiplier la
matrice [|6°'|| par un facteur scalaire f arbitraire.

Si ensuite

(10) ﬁ:&@,a=mj

o’

o¢*

sont des transformations des parametres sur la variété fondamentale X,, nous pou-
vons définir un tenseur sur la variété P,’;’,, a connexion projective.

. u,., s
Nous appellons tenseur de caractéristique ( iq ) (cf. [4]) lensemble des
v t
fonctions Vgiyfetpe, qui, lorsqu’on y applique les transformations (5), (10) ou
qu’on les multiplie par un facteur scalaire f (f-transformations), se transforment

suivant
Tray’..an'ay’...a .aﬂlﬂ 1qa1 as’ by alaala
(11) VL et s = sl P AT Lot ot L ot Vs

a1 aufr’

L’équation (1) fait voir que, par les transformations (5), (10) et les f-transforma-
tions, les fonctions IT° (&) se transforment comme suit:

(12) ., = {11500y — 0,0%0% + das.ah 9, logf} A% .

Définissons maintenant des objets suivants

(13) G, =1 — (/N + 1) 83 11¢
.= (N + DII, .

Pour les transformations (5), (10), f, nous avons pour I’expression (13;)

(14) Gz:a' = {GZza:’ - aaaﬁl} A:'az >

ca

et nous voyons que G°, est un f-invariant. Il est clair que I’expression

15) Ripa = 200,Glaipy + 2GGlaipy

est un tenseur de caractéristique <2, 0,0, 1), appelé tenseur de courbure-torsion
de la variété Pf,, a connexion projective; d’une maniere analogue I’expression

(16) Qup = 20,9y,

est un tenseur de caractéristique ((2), 0, 0>.

Considérons encore le tenseur

(17) M,,;,, = 2011y py + 200

de caractéristique (2, 0,0, 1) .
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2. Dans le deuxiéme paragraphe de cette partie, nous allons donner la signification
géométrique et les rapports qui existent entre les tenseurs (15), (16) et (17). Dans ce
but, nous définissons d’abord la translation paralléle d’un point suivant une courbe
donnée sur la variété fondamentale X,. On sait bien (voir [6]), que la connexion de
la variété, donnée par les équations (1), peut étre décrite de la fagon suivante: Sur
la variété fondamentale X, soit donnée une courbe y par les équations paramétriques

(18) éa - éa(l), lt é t é Zt; éa(lt) — lﬁa’ éa(zt) — 26‘1 R
Considérons le systéme d’équations différentielles

' dB de

19 — = Za é 1)) — By,

(19) o= TTe() S B,

dont la solution est un syst¢éme monoparamétrique de repéres dans I’espace local
Py(*€), & condition de prendre pour les conditions a l'origine des équations (19)
les relations ‘

(20) B,(') = 4,('¢)

ol {A4,(*8), ..., Ay(*E)} est la base de lespace local Pu(*¢). L’homographie
HT(lé’ 26) = HY’

@1 H, 4,(¢) = B,(*1),

nous donne les rapports qui existent entre les espaces locaux projectifs Py(*&), Py(*¢),
en fonction de la courbe y.

Par translation paralléle d’un ensemble arbitraire I de points de I’espace local
Py(3¢) dans D’espace Py('¢) suivant la courbe y nous entendons I'image H, M de
Pensemble M par ’homographie H,. Fixons, sur la variété X,, deux champs de

. e 1 Lo
vecteurs contravariants u®, v* (tenseurs de caractéristique <0, 0, 0>) Les trajectoires

du champ de vecteurs u*(&) sont les courbes vérifiant les équations différentielles

dn* _ e
(22) e (n)

et, d’une fagon analogue, nous obtenons les trajectoires du champ de vecteurs v*(&)
en résolvant les équations

dn* o
(23) g = (11) .

La solution du systéme (23) correspondant aux conditions initiales n* = &* pour
s = 0, (& étant un point choisi arbitrair ement sur la variété ondamentale X,)
peut étre écrite sous la forme -

2 3
n* =+ st + %v”aﬂv“ + %(v“a,,)2 v + ... = exp (sX) &,
. . v
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ou X est 'opérateur X = v*d,. Nous obtenons ainsi une trajectoire du champ vecto-

v v
riel v*(£); nous la désignerons par y;. Sur la courbe 7,, considérons le point 5} cor-
respondant & la valeur —s du paramétre. Nous avons donc

2 3
(24) ni =& — sv* + :Sz—'v‘g Opv* — % (" 0p) v* + ... = exp (—sX) &

D’une maniére analogue, nous pouvons écrire la trajectoire y, du champ vectoriel
u*(&) passant par le point (¢), donc la solution du systéme (22) correspondant aux
conditions initiales #* = &* pour r = 0, sous la forme

2 3
=<+ rut + g—'u” Ogu® + %(u"aﬂ)2 u* 4+ ... =exp(rX) &.

Par translation paralléle du repére A4,(r5) du point (77,) au point (¢) de la variété
fondamentale X, suivant la courbe y;, nous obtenons dans I’espace local Py(&) le

1
repére B,(¢) = B,(—s), ou B, est la solution du systtme (19) ol nous écrivons ¢
au lieu de s (dans I’espace local Py(£)) correspondant aux conditions a I’origine
B,(0) = A4,(¢). Nous avons donc

1 2
(25) B(&) = {52 — so*IT%, + ‘—;“ (0pITb 0 vP + Mo 0P 0p0" +

\

+ IE T2 ,0"0") + } A(8),

(ou Pexpression {...} est considéré, bien entendu, au point () de la variété X,).
sv

L’équation (25) nous détermine en réalité un opérateur R qui associe a chaque repére

1
Ay(€) au point (&) de la variété X, un repére B,(¢) du méme espace local Py(£) et que
nous obtenons par translation paralléle suivant la trajectoire du champ vectoriel
v%(£), translation correspondante & la valeur s du paramétre sur la trajectoire de ce
champ. Nous noterons donc

(26) R AL8) = 11?.,(6) -

Cherchons maintenant a I'aide de (19), (25) le repére Ir(u ;;A,,(é) = I'("Bc(ﬁ), C’est-a-dire,
dans I’espace local Py(&), le repére l;,,(é) que I'on obtient par translation paralléle
du repere 113,,(6) du point .

2
(27) ny =& —ru* + g" u? Opu® — ... =exp(—rX) &

de la trajectoire y, du champ vectoriel #*(¢) suivant la courbe y, au point &,. A 'aide
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des équations (19), (25), nous obtenons d’une maniére tout a fait analogue au procédé
de ci-dessus

2
(29) B,¢) = {62 I — TR, + (ORI, +
+ PO, ITE, + v UPIISITY,) + = (6 5,0%0F + M8,0P0,0% + IS, 050 0P) +

+ — (6 Mhuu? + o Mouu® + Mouo,0%) + } A8 .

—svru 1

Si nous calculons d’une fagon analogue le repére R R B,(£) = B,(&) et le repére
—ru 3 *

R B,(&) = B,(£), nous obtenons, comme il est aisé de le voir,

29 B &) = AdQ) — rsulv*Meg, A,(E)

olt M?,, est le tenseur défini par I’équation (17).
Les équations (13), (15), (16) et (17) font voir que I’on a

(30) Raﬁa aﬂa 6szz;‘l

Au lieu de (29) nous pouvons donc écrire

(1) BAE) = ALE) (1 — Quyrsiht®) — rsubtRly, A(C).

Si u%(€) est un point contravariant (un tenseur de caractéristique (l 00>) défini

sur la variété PY,, alors en vertu de (31) nous avons

(32) u"(.f) = u(&) (1 — Quprsuv”) — rsufv’Rigu’(¢),

ce qui est une expression qui a été déja trouvée dans le travail [4], mais sous I’hy-
pothése d’une connexion auxilliaire donnée sur la variété X,. La signification géomé-
trique de I’annulation du tenseur de courbure-torsion Rl,, et du tenseur de torsion
R4, qui découle immédiatement de (32), est contenu dans le travail [4].

Si nous écrivons les équations de structure (2) d’une fagon plus détaillée (en y sub-
stituant w!, = IT%, d¢%) et que nous utilisions (17), nous voyons que I'on a

(33) . o o Q aﬂa[déa éﬁ]
II. LE REPERE CANONIQUE DE LA SURFACE P},
1. Nous appellerons la variété Pj, i connexion projective, prise au sens du para-
graphe précédent, surface # & connexion projective de dimension 3, soit d’une fagon

plus concise: surface n. Nous dénoterons 7 la variété fondamentale X, et nous parle-
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rons dans le méme sens d’une surface n. Les paramétres pricipaux sur la surface n
seront notés u, v au lieu de &', £2.
Soit donné, dans ’espace local P3(¢) le repére

)] {40, 41, 4,5, A3}
tel que le point 4, centre de I’espace local, soit un point de la variété fondamentale =
et que l'on ait (cf. [6], [3])
) d4y = w34y + dud; + dvd,,
dA; = w4y + wiA; + pdud, + (1 — h)dvA;,
d4, = 034, + ydvd; + w34, + (1 + h)dud,,
d4; = 034, + w34, + W34, + w345,
3) 0+ o} + 03+ w3 =0,
of =aldu + bidv, (i,k=0,1,2,3),
a=ay—a;—a>+ad, b=0>b)— b} —b:+0b}.

Nous appellons transformations admissibles les transformations de la base et
des paramétres locaux qui transforment la matrice %; en une matrice du méme
type que (1.2), c’est-a-dire les transformations qui conservent la spécialisation du
repére exprimée par les équations (1.2). Il est ev1dent qu’elles sont données par les
équations suivantes
4) u=u(@, v=0v), (r=u =du/da, s=1v = dv/dd).
©) Ay = 0y, Ay = 0 dy + rlegd;, Ay = a3dy + s7'a 022 s

As = a3y + o3A; + 034, + r7isTlagds,  (ag)t = 17s7,
o =(1 —h)sa}, af = (1 + h)raj,
ou of sont des fonctions arbitraires des paramétres u, v sur la surface 7.
Les homographies K de P’espace local P;(¢) dans lui-méme qui conservent I’élé-

ment du troisieme ordre du développement 7 de la surface 7 (du développement de
toutes les courbes de la surface © passant par le point (¢)), c’est-a-dire les homogra-

. & * ’ ry® 3 .o en

phies K telles que 7 et Kz ont un contact géométrique du troisiéme ordre sont de
deux types différents. Les homographies du premier type conservent les tangentes
asymptotiques, tandis que les homographies du deuxiéme type associent I'une des
tangetes asymptotiques a ’autre et vice versa. Nous pouvons écrire les homographies
du premier type, le repére étant fixe de la maniére donnée ci-dessus; sous la forme
suivante (cf. [2])
(6) KAO = AO s

KA; = {0358 + Shogqe + 3a(e — 1)} 4o + &4, ,

KA, = {o3,6% — 3has,e? + 2b(e? — 1)} Ao + €24,

KA, = a3040 + 0314, + 0354, +.A;.,

85



1l est aisé de voir que 'on a: Lhomographie générale K conservant I’élément du
troisiéme ordre de la surface n (nous entendons par cela le développement 7 dans
Tespace local) n’est pas une transformation admissible. Si nous avons h = 0
(surface sans torsion), alors a = b = 0 est la condition nécessaire et suffisante
pour que K soit une transformation admissible (5).

Nous savons que h = 0 est la condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait
sur la surface 7 un réseau réciproquement conjugué, c’est-a-dire un réseau de courbes
tel que les tangentes aux courbes d’une couche suivant une courbe de I’autre couche
forment une surface développable et vice versa (cf. [6]).

Considérons maintenant sur la surface 7 une courbe y: v = v(u), tangente au
point A, a une des asymptotiques, p.ex. v = const. L’invariant de contact de Smith-
Mehmke de ces deux courbes est alors 1 + v = (8 + v")/B. En chaque point de la
courbe y considérons les tangentes aux asymptotiques u = const. Désignons par
Q,(v) une quadrique qui a un contact de second ordre avec la surface réglée qui
vient d’étre définie. Nous pouvons écrire 1’équation de la quadrique Q,(v) sous la
forme (cf. [9])

(7) (1 + h)x'x? — x°% + 3[a + hu/(1 + h)] x'x> = (1 + h)™! .
(1 + hal—ad + vpy) (x*)?.

L’équation de la quadrique analogue Q,(v) (nous changeons seulement les asympto-
tiques) sera

6)) (1 — h) x'x? — x°%* + 3[b — ho/(1 — h)] x*x® =
=31 = k)" [(1 — h) b3 — bY + vBy] (x*)*.

Nous avons donc un faisceau Q(v, 1) de quadriques de Darboux. Le faisceau Q(v, 1)
s’appelle faisceau de Darboux principal et la quadrique Q(0, 1) dont I'équation est

(9)  x'x? — x°* + 3[a + hu/(1 + h)] x'x® + 3[b — hv/(1 — h)] x*x® =
= i[a} + b3 — a/(1 + h) — bY/(1 — h)] (x*)*, .

s’appelle quadrique principale de Lie. Dans le faisceau Q(v, 1), il existe un faisceau
3 un paramétre de quadriques singuliéres, composées chacune de deux plans IT,, IT,(v),
oull, estle plan tangent a la surface au point considéré 4,. Sih = 0,alorsa = b =0
est la condition nécessaire et suffisante pour que le plan IT, coincide avec IT,. Pour
une caractéristique géométrique plus détaillée de I’égalité a = b = 0 voir p.ex. [3]

A chaque point de la surface = on peut associer un faisceau a trois paramétres
de quadriques qui ont avec la surface un contact analytique du second ordre. Leur
équation est (voir [9])

(10) x%%% — x1x? — ¢13x'x% — €,3x%x% = 2e55(x%)?,

ol ¢35 €23, €33 sont des fonctions arbitraires du point () de la surface .
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Remarque. Toutes les constructions figurant dans les définitions précédentes
doivent étre faites dans le développement dans I’espace local du point correspondant.

Parmi les quadriques (10), il est possible de caractériser géométriquement un
systtme monoparamétrique de quadriques (ce sont les quadriques essentielles
de Darboux):

(11) x0x3 — x'x? = Jeya(x7)? .

Cela se fait de la facon suivante: Par le point A, de la surface = faisons passer une
droite p qui n’est pas située dans le plan tangent. Soit R, la surface réglée formée des
tangentes aux asymptotiques v = const suivant ’asymptotique u = const; soit R,
la surface définie d’une maniére analogue lorsqu’on échange les roles joués par les
asymptotiques. Soit r; la droite sur R, passant par le point 4, de la surface =, soit r,
la droite analogue sur R,. Les plans déterminés par les droites p, r,, ou p, r, touchent
la surface non-développable R, ou R, resp., au point P, ou P, resp. Nous désigne-
rons par ¢ la droite passant par les points P,, P, et nous I’appellerons droite associée
a la droite p. La quadrique (11) est une quadrique osculatrice et telle que p et g sont
polaires conjuguées par rapport a elle (cf. [3]).

2. Par arréte de Green I associée 2 la surface 7 & connexion projective (abbrev. GI)
nous entendrons la droite associée au point de la surface =, située hors du plan tangent
en ce point, définie comme suit: Soit p une droite quelconque passant par le point 4,
de la surface =, située hors du plan tangent = au point 4,. Prenons un point arbitraire
de la droite p, différent de A4, et projetons-en les courbes asymptotiques de la surface ©
dans le plan tangent 7. Construisons des sections coniques qui ont, au point A,
un contact du troisieme ordre avec la projection d’une des asymptotiques. Construi-
sons ensuite les pdles des tangentes asymptotiques par rapport aux coniques ainsi
definies. En joignant ces pdles, nous obtenons & coté des tangentes asymptotiques
encore une droite p’ dans 7, et qui ne passe pas par 4,. Si les droites p, p’ sont con-
juguées polaires par rapport aux quadriques essentielles de Darboux (11), alors la
droite p sera appelée arréte du Green (GI). Nous I'obtenons comme la droite de
jonction des points

(12) [4o, (4 + h)"*(bgb} — 2b3 + dlogy/ov) A; +
+ (4 — h)"Y(a + a3 — 2a} + dlog Bjou) A, + 4] .
La droite qui lui est polaire par rapport a (11), c’est
(13) [4; + (4 + h)"Y(ad + a} — 2a} + 0 log Bjou) Ay, A, +
+ (4 — h)~(bg + b} — 2bj + 0logy/ov) Ay] -
Toutes les quadriques mentionnées dans notre travail, a I’exception de la quadrique
singuliere du faisceau Q(v,2), sont des généralisations des quadriques associées aux

points d’une surface dans I’espace projectif. Il en est de méme de la droite GI.
1l est évident que nous obtenons les arrétes de Green, lorsque les droites p, p’ sont
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conjuguées polaires par rapport & une des quadriques mentionnées ci-dessus. Dans
notre cas, nous avons choisi la quadrique essentielle de Darboux, car les droites p, p”
conjuguées polaires par rapport a elle sont aussi associées (la droite p’ est associée
a la droite p).

Sur la surface 7, donnée par les équations (12) et que nous supposons sans torsion
(h = 0), soit donnée une asymptotique v = const. Construisons les tangentes
a cette asymptotique et cherchons un complexe linéaire réglé k, qui ait un contact
réglé du quatriéme ordre avec la surface réglée ainsi définie. Nous obtenons un
complexe analogue k, en prenant 'asymptotique u = const. Dans le {aisceau déter-
miné par les complexes ky, k, il y a des complexes linéaires spéciaux dont les axes
sont des directrices de Wilczynski (cf. [9])

(14) [0, =2(2/B + 3b) Ay = 5(aly + 3a) A2 + 4],
[4; - %(‘12/'? - %a) Aoy Ay — ’;'(“1//3 - %b) Ao],
ol ‘
o, = a — af — 1a, + Ja(a3 — a3) — 3a?,
@ = by — b3 — 3b, + 3b(b3 — by) — 3.
3. Supposons que le repére sur la surface 7 soit spécialisé de telle fagon que 'on
ait (1.2). A présent, nous allons étudier les enveloppes de plans osculateurs de

certains systémes de courbes sur la surface. Ayons donc sur la surface 7 une courbe
donnée par

(15) v=e¢(), (m=do/du, n=d%/du?).
Le plan osculateur de cette courbe est déterminé par I’équation

(16)

[Ao, Ay + md,, (B + n + m(aj — a7) + m*(b3 — b}) — m*) 4, + 2md,] =0,
ou, en coordonnées locales,
@17 B+ n — m3 + m(a? — a}) + m*(b; — b}) x> + 2m?x' — 2mx®> = 0.

Le plan donné par ’equation (17) dépend évidemment de deux paramétres m, n.
Soient données deux fonctions scalaires m,(h), m,(h) de la torsion h de la surface ©
et telles que. Alors la forme

(18) v, o= mfdu® + myydv?

mymy
se transforme par des transformations admissibles comme suit

f1¢ w. v — — '
(19) Vi inr = Uy 1/, V), (M = my, 7y = my).

L’annulation de la forme ¥, ,,, donne ’équation différentielle des courbes sur la
surface 7 qui sont des courbes de Darboux généralisées (pour 1 = m,(h) = m,(h)
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voir p. ex. [6], pour m,(h) =1 — h, my(h) = —(1 + h) voir [1], pour m,(h) =
= (1 — h)*, my(h) = (1 + h)* voir [7]). Dans la suite, nous noterons
(20) mff =B, my=C.

Nous pouvons donc donner les tangentes — D (tangentes aux courbes de Darboux
généralisées au point considéré) par les équations

(21) y=si/(B/C)x, y=82i/(B/C)x, y=83i/(B/C)x;

ol ¢ désigne la racine cubique de (—1).

Soit maintenant (15) une courbe telle que les tangentes (21) et la tangente a (15)
ont le birapport constant:

(22) (m, &(B/C)'3, &*(B/C)!'3, ¢3(B/C)!®) = const .

Alors, nous avons m = l(B/C)” 3, 1 étant une constante arbitraire. Nous avons donc

1 0 B 1 ,0 B
n=-m—|log—)+-m“—(log—|.
3 Ou c 3 v C

Le plan osculateur d’une courbe d’un tel systeme est donné par I’équation
(24) m3yz — 2m*{x + (b3 — b}) z + &z 0 log (B/C)/dv} +
+2m{y + 3(a} — a3)z — Ltz dlog (B/C)/ou} — fz = 0.
Par chaque point de I’espace local passent exactement trois plans qui sont plans
osculateurs des courbes du systeme considéré. Ces plans enveloppent un cone dont
nous obtenons les plans tangents stationnaires en éliminant x, y, z de I'équation (24)

et des deux équations que nous obtenons en différentiant (24) deux fois de suite par
rapport a m. Il en vient

(25) m3C = B.

Les trois plans tangents stationnaires coupent le plan tangent les tangentes de Segre
genéralisées et passent tous par une droite

(26) x = 3(b} — b3 — 3 dlog(B/C)|dv)z, y = i(a3 — a} + 5 dlog(B/C)/ou) z,

que nous appellons axe de Cech de la surface 7 & connexion projective. Il existe tout
un systéme de ces droites, dépendant du choix des fonctions my, m,.
11 est aisé de voir que la forme '

(27) @ = BCdu dv

est invariante par les transformations (4), (5). Nous appellons géodésiques et nous
notons g, les courbes (15) pour lesquelles I'intégrale

(28) j(ch du dv)'/? = J (2BC,,)"'* du

prend sa valeur extréme.
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Les équations d’Euler-Lagrange sont donc
(29) n = mdlog BC/ou — m? dlog BC/dv .
Les plans osculateurs de ces géodésiques sont donnés par ’équation
(30) m3yz — 2m2{x + 3(b3 — b}) z — 3z 0 log BCJdv} +
+ 2m{y + 3(a} — a3)z — 2z 0 log BClou} — Bz = 0.
11 passe de nouveau par chaque point de I’espace local trois plans qui sont plans
osculateurs des géodésiques g. Ces plans enveloppent un cone qui a trois plans

tangents stationnaires dont la droite d’intersection avec le plan tangent est de nouveau
donnée par I’équation (25). Les plans tangents stationnaires se coupent en une droite,

(31) x =3(b} — b} + dlog BClov)z, y = 3(a} — a} + dlog BClou)z,

que nous appellons normale de Fubini de la surface n & connexion projective. Les
droites (26), (31) sont deux droites différentes passant par le point 4, de la surface =.
Elles déterminent donc un plan, formé de droites (dépendant du paramétre u)

(32) x = X(b} — b3 — dlog B/ov + p dlog B*Cldv) z ,
y = Xa3 — a} — dlog Clou + pdlog BC?/ou)z .
Le pian formé des droites (32) s’appelle plan canonique. Dans ce plan, nous définis-

sons les droites suivantes (p.ex. 4 I'aide du birapport  I’axe de Cech, a la normale
de Fubini, ou 2 la tangente canonique) pour différentes valeurs de pu:

u = 0 — directrice de Wilczynski; = -1— — droite de Cartan;

u= % — axe de Cech; n= % — arréte de Green II;

u =1 — normale de Fubini; 1 = o0 tangente canonique.
Choisissons maintenant le point A5 du repére (1) sur la droite (32) (pour une

certaine valeur du paramétre u) et en méme temps sur une des quadriques invarian-
tes; p.ex. sur la quadrique principale de Lie Q(0, 1). Il faut donc que I’on ait

(33) b} — b3 — dlog B/ov + pdlog B*Clov = 0,
a? —a} — dlog C/ou + pdlog BC*ou =0,
ay + b3 —adJ(1 + h) — bY(1 — h)=0.
De cette fagon, nous avons déterminé sur la surface m & connexion projective le
repére canonique qui est une généralisation du repére pour une surface dans I’espace

projectif. La normalisation des points 4; ne dépénd que des transformations (4).
Les points géométriques 4; sont déterminés d’une fagon univoque.
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III. CONDITIONS D’INTEGRABILITE POUR UNE SURFACE
DANS IESPACE PROJECTIF

1. Dans cette partiec de notre travail, nous allons donner une caractéristique
-géométrique des conditions d’intégrabilité du systéme (1.1), c’est-a-dire une caracté-
ristique géométrique de I’annulation des formes Q°. Dans la suite, nous exprimerons
les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux objets géométriques coincident,
ou qu’il aient une certaine propriété. A chaque pas, c’est-a-dire en formulant de
nouvelles conditions, nous supposons toujours que les conditions précédentes sont
satisfaites.

Supposons donc que nous ayons sur la surface n le repere (2.2) et que (2.3) ait
lieu. Supposons de plus,

la signification géométrique de ces égalités a été donnée déja. Pour que les droites GI
et GII soient identiques, il faut et il suffit que Ion ait

() ag—a3=0, by —=b=0.

En vertu des équations (2.3), (1), (2), nous pouvons donc écrire

3) d=a)=—al=a3=—al, b=0>b}=bl=—b2=—b3.

Pour que la directrice de Wilczynski, définie comme sommet d’un certain complexe

linéaire spécial (c’est la droite passant par les points (2.14)), coinside avec la di-
rectrice de Wilczynski du faisceau canonique (2.32), il faut et il suffit que I'on ait

(4) a=(by —b3)2y +20logy/ou; b= (a] — a3)2B + 30 log Blov.
‘On voit ensuite que
(5) ay —ay = b — b}

est la condition nécessaire et suffisante, pour que les quadriques Q,(v) et Q,(v)
coincident. On voit également que (5) est la condition pour la coincidence des
quadriques Q’, Q" de Cech-Lie (cf. [8]).

Si nous choisissons le point 45 sur la normale de Fubini dans le faisceau canonique,
les équations suivantes doivent étre vérifiées

(6) b} — b3 — 0 log B/ov + 0 log (B*y)/ov = 0,
a; — a; — 0 log y/ou + 0 log (By?*)/ou = 0.

Considérons maintenant la congruence I'; des normales de Fubini. Pour que les
surfaces développables de la congruence I'; découpent sur la surface n un réseau
conjugué, il faut et il suffit que ’on ait

) by —a;=0.
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Fixons le point 45 sur la normale de Fubini d’une telle maniére que A appartienne:
a la surface focale F, de la congruence I';. Alors A; — 2aid, est un point de la
seconde surface focale F,. Le choix du point 43, ainsi mentionné, est exprimé analy-
tiquement par la condition

®) (a3)* = b3aj.

Si nous demandons maintenant que les deux surfaces focales soient des surfaces:
4 connexion projective sans torsion (¢’est-a-dire que pour chaque couche de cour-
bes a sur la surface donnée la couche conjuguée f ait la propriété d’avoir o pour sa
couche conjuguée) nous trouvons par calculs directs que la condition nécessaire et.
suffisante pour cela est

(9) afl’,v - b;u = bg - 25”; - ag'}’, agv - bgu = ﬂbé + 2db§ - ag .

Soit I', la congruence de droites qui sont polaires aux droites de la congruence I,
des normales de Fubini de la surface =, par rapport a la quadrique de Darboux.
(c’est la quadrique que nous obtenons p. ex. de (27) si nous nous rendons compte
du fait que les conditions données ci-dessus sont satisfaites). Pour notre choix du
repere, les droites de la congruence I', sont déterminées par les points Ay, A,. Sur
la droite [A4,.4,] il y a deux points A, 4; + 2,4, ot Aja] — A3b3 = 0, qui se trouvent
sur les surfaces focales F3, F, de la congruence I',. Les équations

(10)  af, — b, = 2ab7 + a3 — b3, a3, — by, = afy — b — 2b%b
sont vérifiées si et seulement si les surfaces focales F, F, sont sans torsion.

Si nous nous rendons compte de ce que (1), (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9) ont lieu,
le repére étant spécialisé d’aprés (2.2), (2.3), demandons quelles sont les composantes.
du tenseur (1.17) qui peuvent étre différentes de zero. Ce sont les composantes

(11) M(1’237 M}.21’M§22'

Or nous savons que 'on'a My, = — M}, et, dans notre cas, ona ML, = — M3,,.

afa

Nous pouvons donc écrire au lieu de (1.29)
(12) Eo = A, 1;1 = (1 — rsufv*Mys,) Ay,
Ez = (1 + rsufv"My5,) A, , Es = — rsuPv* M4, + A5 .
Les équations (12) expriment une homographie de I’espace local sur lui-méme,

correspondant a une courbe fermée sur la surface 7. Les équations mentionnées font
voir immédiatement que

(13) ' M?,; =

est la condition nécessaire et suffisante pour que, dans notre cas (ou toutes les condi-
tions citées sont supposées satisfaites), la normale de Fubini se transforme en elle-
méme par une translation parallele de I’espace local suivant une courbe fermée
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arbitraire sur la surface 7; c’est une correspondance ponctuelle identique, car en
tant que droite, 'invariance de la normale de Fubini découle déja de (12).

Si nous appellons seconde normale de Fubini la droite polaire a la normale de Fu-
bini par rapport a la quadrique de Darboux, alors I’égalité

'(14) M}u =

st la condition nécessaire et suffisante pour que la seconde normale de Fubini se
transforme en elle-méme, point par point, par une translation paralléle de ’espace
local suivant une courbe termée sur la surface n. Si toutes les conditions mentionnées
ci-dessus sont vérifiées, alors toutes les composantes du tenseur MZ,,B sont égales
2 zéro et, en vertu de (1.33) et (1.2), on voit que la surface 7 est urfe surface de ’espa-
<e projectif. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:

Les conditions qui vont suivre sont nécessaires et suffisantes dans leur ensemble,
pour que la surface m a connexion projective soit une surface de I’espace projectif:

a) La surface m est sans torsion.

b) La quadrique singuliére Q(v, 1) dans le faisceau des quadriques de Darboux
est le plan tangent a la surface au point considéré, compte deux fois.

c¢) Larréte de Green GI coincide avec I'arréte de Green GIL

d) La directrice de Wilczynski, définie comme sommet d’un complexe spécial
est identique avec la directrice de Wilczynski dans le faisceau canonique.

e) Les quadriques Q,(v), Q,(v) (soit resp. les quadriques Q', Q" de Cech-Lie)
coincident.

f) Les surfaces développables de la congruence I'y des normales de Fubini
découpent sur la surface m un réseau conjugué.

g) Les surfaces focales de la congruence I'y des normales de Fubini sont des
surfaces a connexion projective sans torsion.

h) Les surfaces focales de la congruence I', des secondes normales de Fubini
sont les surfaces a connexion projective sans torsion.

i) Si les conditions a)—h) sont vérifiées, alors les transformations du groupe
d’holonomie (12) conservent les normales de Fubini en tant que droites. La der-
niére condition i) consiste d supposser que ces droites sont invariantes point par
point.
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Pe3rmome

YPABHEHHUE CTPVKTVYPbI [TIPOCTPAHCTBA
C IMTPOEKTUBHON CBA3HOCTBHIO

BOI'YMMJI LIEHKIJI (Bohumil Cenkl), Ilpara

MHoroo6pa3zue PN Mbl ONIpEAEIUM TaK: kKaxaoi Touke (£) n-mepHoro qudidepes--
LUPYEMOTO MHOl‘OOGpa3I/I}1 X, MBI TIOCTaBHM B COOTBETCTBUE N-MEPHOE IMPOEKTHB--
HO€ TpOCTpaHcTBO Py(&), T. Ha3s. yenmp aokaavHozo npocmpancmea. Ha omnpene--
JICHHOM TakMM 06pa3oM MHOT000pa3uH BBEIEM CBS3HOCTb CIEAYIOLIAM 06pa3oM:
B JIOKaJIbHOM nipocTpaHcTe Py(&) Mbl BeiGepem penep {Ay(£), ..., Ay(€)} Tak, uToSHI.
{40(&), ..., 4,(6)} Gbuto Gasucom uenrpa P,(£) moxaibHOro mpocrpancTsa P(&).
Torna cBsi3HOCTP Ha MHOT000pa3uu P’:,, nana ypasHenussmMu (1.1). Vciosus uHTe-.
TPUPYEMOCTH MHOT000pa3us Pg,, C IPOEKTUBHOU CBSA3HOCTHIO uMeroT Bua (1.2).
(1.15) sBAsieTCS TEH30pPOM KPHMBM3HBI KPY4YEHHS yKa3aHHOTO MHOTooOpasms. Ypas-.
HenueM (1.32) maercst reoOMeTPHYECKHI CMBICI OOpalleHHsl ero B HyJlb, a TakKke:
06palleHNsl B HyJIb €TI0 [IOATEH30Da, T. Ha3. mensopa Kpyuenus R},

Touke MOBepXHOCTH 7 (MHOT006pasusi P3,) MOXHO COTNOCTABHTH KAHOHHYECKHH
penep, SBJISIOLLMICS MHBAPUAHTHBIM OTHOCHTEJILHO NMpPeoOpa3oBaHuil JIOKAJIHHOIO.
npoctpancTBa P3(¢) M mapameTrpoB Ha noBepxHOCTH 7 (2.3). Touke MOBEPXHOCTH:
MOXHO COTIOCTABUTh MHBADMAHTHBIM 00pa30M LEJBIH PSAJ TeOMETPUYECKUX OOBEeK--
TOB. IIpH MOMOILIM 3TUX FEOMETPHYECKHX OOBEKTOB B PabOTe YCTAHOBJIEHBI HEOOXO0-.
oumble U 0OCHMAMOYHbIE YCAOBUA OAA MO20, YMObbl NOBEPXHOCMb T C NPOEKMUBHO
C8A3HOCMbIO GbIAA NOGEPXHOCMbIO NPOEKMUBHO20 NPOCMPAHCIMGA.
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