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Yexoc10Bankmii MaTeMaTHYeCKHii xKypuaa 1. 15 (90) 1965, IIpara

UBER ANTIAUTOMORPHE UND INVOLUTORISCHE
PRIMITIVE HALBGRUPPEN

HANs-JURGEN HOEHNKE, Berlin

(Eingegangen am 24. Oktober 1963)

0. Fiir primitive Halbgruppen S mit irreduziblen, von einem Idempotent erzeugten
Rechtsidealen wurde kiirzlich ein Struktursatz aufgestellt, [9] (Theorem 15.7), in
welchem Paare (M, M’) von dualen Vektorsystemen iiber einer Gruppe oder Gruppe
mit Null 4 eine Rolle spielen. In dieser Note wird mit Hilfe von selbstdualen Vektor-
systemen M und schwach hermiteschen Skalarprodukten g(x, y) in M (in Analogie
zu [10] S. 80— 83) der oben erwihnte Struktursatz fiir solche Halbgruppen verscharft,
die einen Antiautomorphismus gestatten (Satz 1.14). Der Fall eines hermiteschen
Skalarprodukts g(x, y) wird niher untersucht. Wahlt man fiir die Matrix von g(x, y)
die Einheitsmatrix (5,»,‘), so ergibt sich auf diese Weise insbesondere ein Struktursatz
iiber die Halbgruppe G,(.) aller eineindeutigen Teiltransformationen einer Menge I
sowie iiber das Kranzprodukt G(.) (~4) (Folgerung 4.10), der als Verallgemeinerung
eines Satzes von A. H. CLiFFORD [1] (Theorem 8.1, S. 341) iiber die Struktur der
BranDTschen Halbgruppe angesehen werden kann. Ferner wird ein Zusammenhang
mit gewissen Pseudogruppen aufgedeckt.

1. Es sei 4 eine Gruppe oder Gruppe mit Null und o — & ein Antiautomorphismus
von 4 (d.h. af = J&). ') Ein Vektorsystem M iiber 4 [9] (Section 10) wird bez. der
Komposition x& = ax (x € M, a€ 4) zu einem Rechtsvektorsystem iiber 4. Man
kann daher gemaB [9] (Section 15) eine Bilinearform g(x, y) definieren, die sich auf
M als Vektorsystem und M als Rechtsvektorsystem bezieht: g(x, y) ist eine Abbildung
von M x Min 4, so dal} fiir alle x, ye M und x € 4

(r.1) glax, y) = ag(x, y) und g(x,ay) = g(x, y) &.
g(x, y) heiBt ein Skalarprodukt in M. Wenn g nichtentartet ist, so hei3t M selbstdual
1) Offenbar besitzt 4 stets einen involutorischen Antiautomorphismus (d.h. einen solchen fnit

der Periode 2), ndmlich & —>oc_1(¢x + 0), 0 - 0 (falls 0 € 4). Daher hat jeder Antiautomor-
phismus von 4 die Form &« — «~%(= (x~ 1)"), wo ¢ ein Automorphismus von 4 ist.
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bez. g. Zufolge [9], (10.6), kann ein beliebiges Vektorsystem M iiber 4 identifiziert
werden mit der Gesamtheit der Symbole (£);, £ € 4, i €I (I eine Indexmenge), wobei

(1.2) (&i=(mph<E=ni=k oder &= n=0(falls 0€ 4)
und
(1.3) «&); = (af); fir aed.

Indem man g((1);, (1),) = ya setzt, wo 1 das Einselement von 4 bezeichnet, erhilt
man aus (1.1)

(1'4) g((é)i’ (’7)1:) = Cyudl -

Dann und nur dann ist g nichtentartet, wenn die I x I Matrix (y;) folgenden zwei
Bedingungen geniigt:

(1.5) In jeder Zeile und in jeder Spalte existiert wenigstens ein von Null verschiedenes
Element von 4.

(1.6) Weder zwei verschiedene Zeilen noch zwei verschiedene Spalten haben ein
nichtverschwindendes gemeinsames Vielfaches bez. 4.

Ein Skalarprodukt g heilit schwach hermitesch, wenn eine Abbildung q von M
auf sich existiert, so dal3

(1.7) g(x, y) = g(y, xq) furalle x,yeM.

Nun sei g nichtentartet. Dann ist q durch (1.7) eindeutig bestimmt und erweist sich
als eine eineindeutige halblineare Transformation [9] (Section 17) von M auf M mit
dem zugehorigen Automorphismus 72, wobei t die Inverse von « — & bezeichnet.
Setzt man

(1'8) (l)iq = (Si)iq , i€l

so ist ¢ # O (falls 0 4), und i — ig ist eine Permutation von I. Aus (1.4), (1.8)
folgt, daB (1.7) gleichbedeutend ist mit

(1.9) Vi = &g furalle i kel.

Aus (1.7) ergibt sich die Bezichung

(1.10) 8(x0,») = g(x 17,

wonach q die Adjungierte 4! bez. g (Definition in [9], Section 17) besitzt. Umgekehrt
ist q die Adjungierte von ¢~ 1.
(M) sei die Halbgruppe aller Endomorphismen des Vektorsystems M iiber 4.

Ferner sei ¢,(M) die in [9] (Section 15) mit M’ = M eingefiihrte Halbgruppe.
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a € £,,(M) bedeutet, daB eine Adjungierte a’ existiert, so daB

(1.11) g(xa, y) = g(x, ya’).
Im Hinblick auf (1.7) erhélt man hieraus
(112) g(ya’, x) = gy, x4~ "aq),

d.h., a’ besitzt die Adjungierte ¢~ 'aq und gehort zu £,(M). Die Abbildung a —
— g 'aq ist ein Automorphismus von £,,(M). Nach (1.12) ist somit jedes Element von
£y(M) die Adjungierte eines geeigneten Elements von £,(M). Unter Beachtung von
[9] (Lemma 15.5) folgt, daB a — a’ ein Antiautomorphismus von £,,(M) ist. Offenbar
wird die Halbgruppe (M) (Definition in [9], Section 15, mit M’ = M) hierbei auf
sich abgebildet nach folgendem

1.13. Lemma. Der Sockel einer [0-] primitiven Halbgruppe S mit [0-] minimalen
Rechtsidealen ist identisch mit dem Durchschnitt aller Ideale + {0} (falls O € S)
von S.

Beweis. Zufolge [9] (Lemma 13.2a) ist jedes O-minimale Rechtsideal von S
irreduzibel. Daher ist der Sockel von S identisch mit der Vereinigung & = R aller
O-minimalen Rechtsideale R von S. Sei Z # {0} (falls 0 € S) ein Ideal von S. Da
RZS RNZ, ist RnZ #+ 0. Wiare RZ = {0} (falls 0 S), so wire S sicher nicht
schwach nullteilerfrei, was der [0-] Primitivitit von S widerspricht (vgl. [9]). Da
{0}+ RNZ<R,muBseinRNnZ =R, RS Zund¥ < Z.

Mit den bisherigen Uberlegungen ist Teil a) des folgenden Satzes bewiesen.

1.14. Satz. a) Es sei M ein Vektorsystem, welches selbstdual bez. eines nichtentar-
teten schwach hermiteschen Skalarprodukts g ist. Dann ist die adjungierte Abbil-
dung a — o bez. g ein Antiautomorphismus von £,(M) und die induzierte Abbil-
dung ein Antiautomorphismus von §y(M).

b) Umgekehrt sei S eine beliebige primitive Halbgruppe mit irreduziblen
Rechtsidealen, die von einem Idempotent erzeugt sind, und mit einem Antiauto-
morphismus v: @ = a°. Dann existiert ein Vektorsystem M, welches selbstdual bez.
eines nichtentarteten schwach hermiteschen Skalarprodukts g ist, so daf8 S identi-
fiziert werden kann mit einer & (M) umfassenden Teilhalbgruppe von $y(M) und
daf v identifiziert werden kann mit derjenigen Abbildung, die von der adjungierten
Abbildung o — o' in S induziert wird.

Beweis von 1.14. b) Da S primitiv ist und einen Antiautomorphismus v besitzt,
so ist S auch links primitiv. Zufolge [9] (Theorem 15.9) diirfen wir (M) =
< S < £3(M) annehmen, wobei (M, M’) ein nichtentartetes duales Paar von Vektor-
systemen iiber 4 ist, und wobei iiberdies der Zentralisator des S-Systems M mit 4
iibereinstimmt. Die Adjungierte a’ von a € £,,(M) in M’ ist durch a eindeutig be-
stimmt. Wie im Beweis von [9] (Theorem 15.9) gezeigt wurde, ist a — a’ ein Anti-
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isomorphismus von £,,.(M) auf ¥,(M’), welcher einen Antiisomorphismus von S
auf S' = {s'| se S} induziert, wo Fy(M') = S" = Ly(M’). Dabei ist (M’, M) ein
duales Paar iiber A4’; 4’ ist antiisomorph zu 4 bez. einer geeigneten Abbildung
3 — &'. Die Abbildung a’ — q” ist ein Isomorphismus von S’ auf S. Mit (M, M") ist
auch (M’, M) nichtentartet, so daB zufolge [9] (Theorem 17.9) der Zentralisator
des S’-Systems M’ mit A’ iibereinstimmt. Auf Grund des Isomorphiesatzes [9]
(Theorem 17.3) existiert eine eineindeutige halblinieare Transformation (s, ¢} von M’
(als Linksvektorsystem) auf M, so daB

(1.15) a’ =s""'a's

fiir alle a € S. Bisher war v nur in S erkldrt. FaBt man (1.15) als Definition von v
in ganz £,.(M) auf, so wird v zu einem Antiautomorphismus von $,.(M). (Man
beachte, daB (s, o) und (s™', 67 ') nach Konstruktion (vgl. [9], Theorem 17.3)
Adjungierte besitzen.) Die Abbildung z : 3 — &7 ist ein Antiautomorphismus von 4.
Durch

glx,y) =(x,ys7") fir x,yeM,

wird mittels der zu (M, M’) gehérigen Bilinearform (x, y) in M ein nichtentartetes
Skalarprodukt g bez. des Antiautomorphismus o — & = o~ definiert.

Fiir a € £,(M) hat man
g(xa, y) = (xa, ys™') = (x, ys~'a')
= (x, ya’s™1) = g(x, ya’),
wonach a die Adjungierte a” bez. g besitzt. Somit ist
(1.16) Fu(M) = S = {0 (M) = Ey(M).

Insbesondere gilt &, (M) < §y(M). Wenn andererseits f € Fp(M) und f die Adjun-
gierte von f bez. g ist, so wird

(xf, ) = g(xf, y's) = g(x, y'sf)
gx, y'sfs™'s) = (x, y'sfs™?),

d.h. feFp (M) und
(1.17) T (M) = Fp(M) .

Hieraus folgt in Verbindung mit (1.16) und mit Rucksxcht auf die Maximalitat
von £,.(M) [9] (Theorem 17.10), daB auch

(1.18) G(M) = 2 (M)

gilt. (1.17) und (1.18) erginzen die in Satz 1.14. b) enthaltenen Aussagen.
Wir zeigen noch, daBl g schwach hermitesch ist. Bezeichnen x;, y; irgendzwei
Elemente von M, so ist die Abbildung x — g(x, y,) x; ein Element von F(M) mit
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der Adjungierten

(119) y = y18(x1 ¥) = g(x1, ) 1 -

Da die Adjungierte bez. g sich auch als Bild bez. des Antiautomorphismus v auf-
fassen 1aBt, gehort sie (mit Riicksicht auf Lemma 1.13) gleichfalls zu Fy(M). Somit
existieren Elemente z,, y,, so daB

(1.20) gxy, )y = g(y,z,) y, firalle yeM.

Zufolge [9] (Theorem 15.9) ist |4] # 1. Wir wihlen nun y, so, daB y, # 0, wo 0das
einzige (nur im Fall 0 € 4 auftretende) Fixelement von M bez. 4 ist. Dann existiert
ein Element y, € M, so daB g(y;, ys) = 0 (falls 0 € 4). Aus (1.20) folgt

g(xi, ¥ = 8(y, 22) 8(y2, 3) &(¥1, ¥3) ™"
= g(», z1)
fiir alle y € M und geeignetes (von y unabhéngiges) z, € M Bezeichnet q die Abbildung
X; = zy, so hat man also g(xy, y)° = g(y, x,9), d.h., (1.7) ist erfiillt. Die Abbildung
(1.19) (wobei jetzt y, nicht notwendig = 0 zu sein braucht) hat die Form
y - g(y, XM) Vi -

Da v einen Antiautomorphismus von § (M) induziert, muB fiir gegebene xo, yo € M

g(y, x19) ¥1 = &(», xo) Yo
nach x, y, losbar sein. Hieraus folgt leicht, daB q eine Abbildung auf M ist.

2. Essei M ein selbstduales Vektorsystem bez. des schwach hermiteschen, nicht-
entarteten Skalarprodukts g. Wir untersuchen den Fall, daB der Antiautomorphismus
a — a' involutorisch ist, d.h., (a’) = a fiir alle a € &, (M).

2.1. Lemma. Die adjungierte Abbildung a — a’ ist genau dann ein involutorischer
Antiautomorphismus von £,(M), wenn die in (1.7) auftretende Abbildung q eine
Skalarmultiplikation von M (d.h. xq = xy = yx fiir ein gewisses ye 4 und alle
x € M) ist.

Beweis. Es ist
(@) = a<=g(x, y(a)) = g(x, ya)
< g(xa', y) = g(x, ya).

Da

g(x, ya) = g(ya, xq) = g(y, xqa')
und

g(xa’, y) = g(y, xa'q),
SO ist

g(xa’, y) = g(x, ya) < g(y, xa’q) = g(y, xqa’)
<a'q=qa.
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D.h., q ist mit allen Elementen von £,(M) vertauschbar. Da der Zentralisator des
24(M)-Systems M zufolge [9] (Theorem 17.8) mit 4 iibereinstimmt, so ist q = (y),
fiir geeignetes y € 4.

Analog den bekannten Resultaten iiber reflexive Semibilinearformen in Vektor-
raumen (vgl. [3], S. 11, sowie das Referat hierzu im Zentralblatt f. Math. 67, S. 261)
gilt

2.2. Lemma. Wenn q in (1.7) die Skalarmultiplikation q = (y), ist, so hat man
(2.3) & = y&7 firalle ¢e A
und
(2.4) w=1.

Beweis. Wegen

(2.5) g(x, y) = gy, 7x) = g(y, x) 7
=7 g(y, %)
ist einerseits
¢ glxy) = & gy, x)
und andererseits
& g(x, y) = g(éx, y) = 7 g(y, &)
=78(0x)¢
=y g(y, x),

somit &y = p€ bzw. y¢ = &7y, d.h., (2.3) ist erfiillt. Aus (2.3) und (2.5) folgt

y=7, 78x )" =gx )" =7yelx ),
d.h., y~!' = 7" wie in (2.4) behauptet.
Wir nennen das Skalarprodukt g hermitesch bez. o — &, wenn

(2.6) g(x, ») = g(y, %) .
Man. beweist nun leicht folgenden

2.7. Satz. Die adjungierte Abbildung a — a’ sei ein involutorischer Antiautomor-
phismus, so daf q = (y),. Wenn die Gleichung ny = 7 nach n€ A auflsbar ist,
so lapt sich g durch Multiplikation gemdf g(x, y) n = h(x, y) in ein hermitesches
Skalarprodukt h(x, y) bez. des involutorischen Antiautomorphismus o — o* =
= 1™ Yan von A verwandeln.

Im nichsten Abschnitt werden wir eine konkrete Darstellung der Endomorphis-
menhalbgruppe ¥{(M) angeben und anschlieBend in Abschnitt 4 einen einfachen
Spezialfall des hermiteschen Skalarprodukts kennenlernen.
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3. Es sei 4 eine Gruppe mit Null und M ein beliebiges Vektorsystem iiber 4, das
in der in Abschnitt 1 beschriebenen konkreten Form gegeben sei. Fiir a € {(M) und
iel sei

(3.1) (D2 = 1), falls ()2 + 0,

wo 0 das Fixelement von M ist. Hiernach ist die Abbildung i — ia auf einer gewissen
Teilmenge L(a) < I definiert. Fiir die Bildmenge schreiben wir R(a) = (L(a)) a. Man
nennt eine solche Abbildung a auch eine Teiltransformation von I. Jedem Element
a € Y M) entspricht so eine Teiltransformation a : L(a) — R(a) und ein Komplex

(32) A = (@ )] i L(a)

von Elementen («;, i) € 4 x I. Wenn a die Abbildung x — 0 ist, so sind 4, L(a) und
R(a) leer, und a ist die Nulltransformation (d.h. die Abbildung der leeren Teilmenge
auf sich). Ist umgekehrt a eine Abbildung einer Teilmenge L(a) < I auf eine Teil-
menge R(a) = I (wobei R(a) = 0 nur fiir L(a) = ¢ mdglich, d.h. a die Nulltransfor-
mation ¢ — @ ist) und ist A ein Komplex der Form (3.2), so ist dadurch gemaB (3.1)
in Verbindung mit (&); a = &((1); a) eindeutig eine Abbildung a € §M) bestimmt.
Wir schreiben kiirzehalber

a = <ai5 a>

bzw. a = { ,a) wenn a : x — 0 und a die Abbildung 0 — 0 ist.

Die Gesamtheit aller Teiltransformationen von I ist eine Kategorie H; in bezug
auf folgende Verkniipfung: Fiir a, b € H; ist ab dann und nur dann definiert, wenn
R(a) = L(b), und dannist ab : i - (ia) b. In H, 1aBt sich eine Teilordnungsbeziehung
a < b einfithren gemaB

a<b<Lla)c L(b) und ia = ib firalle icL(a).

Die Relation a < b hat folgende Eigenschaften (o(a) bzw. A(a) bedeute die Rechtseins
bzw. Linkseins von a als Element der Kategorie):

Ol a<c&b<d= ab < cd, falls ab und cd definiert sind.

OIl. a < b=>9(a) < o(b) & Xa) < A(b).

OIII,. Ist e ein Einselement der Kategorie mit e < A(a), so existiert ein b mit
b < a und A(b) = e.

O III,. Ist f ein Einselement mit f < ¢(a), so ist die Klasse {e|e < A(a) und
o(b) = ffiir b < a mit A(b) = e} nicht leer und enthilt die obere Grenze
g(f. a) ihrer Elemente.

OIV,. a<c&b < c&ia) = Ab)=a = b.
O1V,. f<f <ola)=glf, a) < glf, a)

Eine abstrakte Kategorie K mit einer Teilordnungsbeziehung a < b (d.h., a < a;
a<b&b<a=a=b,a<b&b<c=a <c), die den Axiomen O I, Ol
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O III,, O 11I,, O IV, O IV, geniigt, nennen wir induktiv. Dies ist eine Verallgemei-
nerung des in [11] erkldrten Begriffs des induktiven Gruppoids. Die Kategorie H,
1aBt sich auch dem in [5, S. 315/16] definierten (z. Teil spezielleren) Begriff einer
induktiven Kategorie unterordnen.z) Ohne ein ausfithrliches Studium damit zu ver-
binden soll unser Axiomensystem lediglich der abstrakten Begriindung der Ableitung
einer Halbgruppe aus einer Kategorie nach der Pseudoproduktmethode dienen.
Die Axiome sind iiberdies so gewahlt, daB die aus einer IT-Kategorie (Definition sieche
unten) abgeleitete Halbgruppe gleichfalls teilweise geordnet ist.

In einer induktiven Kategorie ist das gemaf3 O 111, existierende Element b eindeutig
bestimmt und heiBt die Einschrinkung von a auf e.

Sei f < o(a) und g(f, a) < A(a) das entsprechend O III, gewihlte Einselement.
a, sei die Einschriankung von a auf g(f, a). Dann ist a, die obere Grenze aller Ele-
mente b < a mit g(b) = f. Denn offenbar ist A(b) ein Element der in O III, defi-
nierten Klasse, somit A(b) < g(f, a) = A(a,). Zufolge O III, existiert ¢ < a, mit
Mc) = Ab). Da ¢ < a; < aund b < a, hat man mit Riicksicht auf O IV, b = ¢ <
< ay.

Wir setzen inf {a, b} = a A b und nennen eine induktive Kategorie eine IT-Kate-
gorie, wenn die beiden folgenden Axiome gelten:

O V. Fiir je zwei Einselemente e und e’ von K existiert e A €.
O VI. Es gibt ein kleinstes Element o.

Die konkrete Kategorie H| ist offenbar eine IT-Kategorie mit der Abbildung 0 — 0
als kleinstem Element o. Die IT-Kategorien, welche zugleich Gruppoide®) sind, stim-
men mit den Pseudogruppen (Definition zum Beisp. in [11]) iiberein. In H; ist die
Pseudogruppe G; aller eineindeutigen Teiltransformationen der Menge I enthalten.
Wir bezeichnen G; als das symmetrische Gruppoid iiber der Menge I. Es umfafit
insbesondere die symmetrischen Gruppen iiber I sowie iiber allen Teilmengen von I.

In einer IT-Kategorie K kann man die Multiplikation zu einer iiberall ausfiihrbaren
Verkniipfung fortsetzen: Fiir a, b € K existiert o(a) A A(b) = e. (Man beachte, da8

2) Zusatz bei Korrektur. Wie uns Herr EHRESMANN erginzend hierzu mitteilt, ist die Diskussion

der geordneten Kategorien und zum Beispiel des Begriffs ,,Pseudoprodukt‘‘ von ihm seither weiter
ausgefithrt worden, besonders in: Elargissement de catégories, Sém. Topologie et Géom. diff.,
vol. III, Paris 1962; Catégories structurées (II, 6.), Ann. Sci. Ecole Normale Sup., 3¢ sér. 80,
349—426 (1963); Sous-structures et catégories ordonnées (§§ 4, 5, 6), Fund. Math. 54, 211—228
(1964); ferner in: Groupoides sous-inductifs, Ann. Inst. Fourier /3, Fasc. 2, 1—60 (1963); Caté-
gories ordonnées, holonomie et cohomologie, Ann. Inst. Fourier 74, Fasc. 1, 205—268 (1964);
Complétion des catégories ordonnées, C. R. Acad. Sci. Paris 257, 4110—4113 (1963); Complétion
des catégories sous-prélocales, C. R. Acad. Sci. Paris 259, 701—704 (1964).

3) Gruppoid schlechthin bedeutet im folgenden (im Gegensatz zu [6]) stets Gruppoid im
Sinne von CH. EHRESMANN (vgl. die Definition in [6], S. 146). Fiir unsere Betrachtungen geniigt es
hierbei vorauszusetzen, daB der Triger dieser partiellen algebraischen Struktur eine Menge ist.
Mit dieser Einschrinkung wurde dieses Gruppoid als ,,partielle Gruppe* bereits in [2] ein-
gefiihrt.
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das System K, der Einselemente von K abgeschlossen bez. A ist.) Wegen e < g(a),
e < A(b) existieren ein eindeutig durch a bestimmtes maximales Element a, < a mit
o(ay) = e und ein eindeutig durch b bestimmtes Element b, < b mit A(b,) = e.
Dabher ist a;b; in K definiert; es heifit das Pseudoprodukt a . b = a,b, von a und b.
Fiir o(a) = A(b)ist a . b = ab. Das Pseudoprodukt ist assoziatiy und stimmt im Fall
einer Pseudogruppe mit dem in [4] (S. 60) erklirten Pseudoprodukt iiberein (vgl.
auch [11], S. 203). Die so aus einer IT-Kategorie K abgeleitete Halbgruppe K(.) ist
eine bez. < teilweise geordnete Halbgruppe mit Null

(dh, a <b=(VeeK(.))a.c <b.c&c.a<c.b).

Denn sei a < ¢, b <d und wie oben a.b = a,;b,, entsprechend c¢.d = c,d,.
Dabei ist a; < a, b; < b mit :

ola) A A(b) = e = ofa,) = A(by)

und ¢; < ¢, d; < d mit

o(e) A Ad) = f = ole,) = Mdy),

und a,, ¢, sind maximal. Wegen a < ¢, b < d ist
e < f=o(c;) <eolc) und gle,c) < g(fic) = Mc,) < Ac) -

Seic, < ¢, Mc,) = gle,c). Daa, <a <c,o(a;) = e undc, bez. ¢, < ¢, 0(c;) = e
maximal ist, muB} sein a; < c¢,. Nun ist

¢; <¢ ¢ <c und Ac,) = gle,¢) < g(f, ) = Uey) -

Daraus folgt ¢, < ¢;. Denn fiir ¢; < ¢; mit A(c3) = Ac,) gilt zugleich ¢, < c,
¢y < c und Ac;) = Ac;), d.h. ¢, = c;. Wir haben gefunden, daB a; < ¢, < ¢;.

Der Beweis von by < d, ist einfacher. Aus b, <b < d, d; <d und Ab,) =
= e < f = Ad,) folgt wie zuvor b; < d,. SchlieBlich ergibt O I., daB a,b; < ¢,d;.

Eine Halbgruppe mit einem involutorischen Antiautomorphismus nennen wir
involutorisch. Die aus einer Pseudogruppe K abgeleitete Halbgruppe K(.) ist involu-
torisch; wenn mit a ' das Inverse von a als Element der Pseudogruppe K bezeichnet
wird, so ist a — a~' ein involutorischer Antiautomorphismus von K(.). Setzt man
a.b=a;b;,wobeia, < aund b; < b mit

o(a) A A(b) = e = o(a,) = Xby),

so gilt (a.b)™' = b;'a;", und es ist zu zeigen, daB auch b™'.a~* = b 'ar "
Offenbar gilt
o(b™") A Ma™') = Ab) A ola) = e.

Wir setzen b™! . a™! = b,a,, wobei b, < b~ und a, < a” ' mite = g(b,) = Xa,).
Wegen g(a;) = Ma,) = e ist a;a, definiert. Aus a, < a und a, < a”' folgt

aya, < aa~' = )(a).
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Da die EKlasse K, der Einselemente von K bez. der Induktion abgeschlosen ist
(d.h., a < e€K,= acK,), so ist a;a, €K,, d.h. a, = a;'. Entsprechend erhilt
man b, = by .

Die Pseudoproduktmethode ergibt fiir K = H; bzw. K = G, die Halbgruppe H,(.)
aller Teiltransformationen der Menge I und die in H,(.) enthaltene involutorische
Halbgruppe G,(.) aller eineindeutigen Teiltransformationen von 1.

Das Pseudoprodukt a . b fiir a und b aus H (.) (bzw. aus G,(.) lautet explizit:

(3.3) a.b:i—ila.b)=(ia)b fir ieLlla.b),
(3.4) L(a.b) = (R(a) n L(b))a™".

Wir definieren nun das Produkt zweier Symbole <{a;, a) und {f;, b) gemal
(3.5) o, a) (B, by = ;B ab) genau dann, wenn R(a) = L(b).

Es ist leicht nachzupriifen, daB3 die Gesamtheit der Symbole <{«;, a) bez. der Ver-
kniipfung (3.5) eine Kategorie H,(~4) bildet (hier ist ~4 die aus 4 durch Weglassung
des Nullelementes entstehende Gruppe). Ist K eine Teilkategorie von H,, so ist die
Gesamtheit der Symbole <o;, a) mit a € K eine Teilkategorie K(~4) von H/~4).
Wir nennen K(~4) das (uneingeschrinkte) Kranzprodukt der Gruppe ~4 mit der
Kategorie K = H,. Bei dieser Definition erscheint also H,(~4) selbst als ein solches
Kranzprodukt. Ist K = &, die uneingeschrankte symmetrische Gruppe iiber I, so
ist &,(~4) eine Gruppe, und zwar ist sie identisch mit dem Kranzprodukt von ~4
und &; im gewdhnlichen Sinne (vgl. zum Beisp. [7]). In H/(~4) kann eine Teilord-
nungsbeziehung eingefithrt werden gemal

{apay <P, by<a<b, o,=p, firalle icL(a).

Wie man sich leicht iiberlegt, ist H;(~4) bez. dieser Teilordnung eine IT-Kategorie und
das Kranzprodukt G,(~4) eine Pseudogruppe. In H/(~4) 1aBt sich also ein Pseudo-
produkt einfiihren. Dieses Pseudoprodukt 148t sich mit Hilfe des in H/(.) erkldrten
Pseudoprodukts a . b explizit so ausdriicken:

<aiﬂia’ a. b>, wenn a.b + o0,
{ ,0) sonst.

(3.6) (@ - By b = {

Ist G(.) eine Teilhalbgruppe von H,(.), so ist die Gesamtheit der Symbole <{a;, a,
a€G, bez. der Verkniipfung (3.6) eine Teilhalbgruppe G(.)(~4). Wir nennen
G(.) (" 4) das (uneingeschrinkte) Kranzprodukt der Gruppe ~4 mit der Halbgruppe
G(.) = H/(.). Wie man sich leicht iiberlegt, reprasentiert das Pseudoprodukt (3.6)
genau diejenige Abbildung des Vektorsystems M, die sich bei der Bildung des ge-
wohnlichen Produkts der zugehdrigen Abbildungen a, b € {(M) ergibt. Wir haben
damit
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3.7. Satz.*) Die Halbgruppe Y(M) der Endomorphismen eines Vektorsystems M
itber einer Gruppe mit Null A ist isomorph darstellbar als das Kranzprodukt
H(.) (" 4) der Gruppe ~A mit der Halbgruppe H(.).

Wir identifizieren weiterhin ¢(M) mit H,(.) (4).

Wie in [9] (Section 16) gezeigt wurde, gilt fiir ein beliebiges Vektorsystem M iiber
einer Gruppe oder Gruppe mit Null 4 die Bezichung M) = £,.(M), wo M* das
zu M adjungierte System bedeutet; die zugehdrige Bilinearform xf(x € M, fe M*)
ist nichtentartet. Zufolge [9] (Theorem 15.9) besteht daher

3.8. Satz. Die Endomorphismenhalbgruppe ¥(M) eines Vektorsystems M iiber
einer Gruppe oder Gruppe mit Null A ist fiir IA, % 1 (nicht nur primitiv, sondern
auch) links primitiv.

Fiir 0€ 4 ist die Voraussetzung |4| + 1 des Satzes 3.8 von selbst erfiillt. Wihit
man fiir 4 die aus 0 und 1 bestehende Gruppe mit Null, so wird Hy(.) (T4) = H/(.),
und man erhélt '

3.9. Folgerung. Die Halbgruppe H,(.) aller Teiltransformationen einer Menge I
ist eine primitive Halbgruppe mit irreduziblen, von einem Idempotent erzeugten
Rechtsidealen, und zugleich links primitiv.

Der Sockel von H,(.) besteht aus allen Teiltransformationen a von I mit |R(a)| <
<1

4. Es sei M ein Vektorsystem iiber 4; im folgenden sei 4 stets eine Gruppe mit
Null, @ — & irgendein involutorischer Antiautomorphismus von 4 und t die Inverse
von o — &. Das Vektorsystem M ist selbstdual bez. des Skalarprodukts

g((é)v (n)k) = éaikﬁ s
wo d, das Kroneckersymbol bedeutet. Da 78,,& = 5,4, so ist g hermitesch. Die
Bedingungen dafiir, daB a = {a;, a) zu £,(M) gehort, d.h. eine Adjungierte o’ =
= (a, a’y = {Pi, b) (B; = o, b = a’) besitzt, lauten:

(4.1) #iap =0 fiir ieL(a), k¢ L(b),
(4.2) Siwbr =0 fiir i¢L(a), k¢ L(b),
(4.3) wibiax = 6; Py fir i€ L(a), ke L(b).

Die Bedingungen (4.1), (4.2) sind gleichbedeutend mit
ia + k fir ieL(a), k¢L(b),
i+ kb fir i¢L(a), keL(b),

4) Fiir die Endomorphismenhalbgruppe $(M) eines Vektorsystems M iiber einer Gruppe 1
gilt ein dhnlicher Satz, der aber insofern einfacher ist als an Stelle von H;(.) die Halbgruppe aller
Transformationen von I in sich darin eingeht. Man vergleiche hierzu auch den in [9] (Theorem
10.10) beschriebenen Ubergang von einer Darstellung einer Halbgruppe S zur monomialen
Darstellung.
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ebenso mit
(4.4) R(a) = L(b),
(4.5) R(b) = L(a) .

Hieraus folgt, daB man in (4.3) k = ia bzw. i = kb einsetzen darf. Man findet dann

(4.6) i =(ia)b, icL{a)
bzw.
(4.7) (kb)a =k, keL(b).

Aus (4.6) folgt L(a) = R(b) und daher nach (4.5) R(b) = L(a). Entsprechend folgt
aus (4.4), (4.7), daB R(a) = L(b). Ferner ersicht man aus (4.6), (4.7), daB a und b
eineindeutige Teiltransformationen von I sind, somit zum symmetrischen Gruppoid G,
gehoren und bez. der Verkniipfung in G; zueinander invers sind, b = a~'. Fiir
i = ka~' erhilt man aus (4.3)

Br = %a-1, keL(b).
D.h., die Adjungierte a’ von a 148t sich in folgender Form ausdriicken,
(4.8) a = of-1,a ).

Wir haben damit gefunden, daB a und a’ zum Kranzprodukt G,(.)(~4) gehoren,
und wenn umgekehrt a € G,(.)(~4) und fiir a’ der Ausdruck (4.8) verwendet wird,
so sind die Bedingungen (4.1) bis (4.3) erfiillt. Demnach gilt

4.9. Satz. Fiir das selbstduale Vektorsystem M bez. des hermiteschen Skalar-
produkts g((&);, () = &S84 ist die Halbgruppe $,,(M) identisch mit dem Kranz-
produkt G,(.)(_A) der Gruppe ~A mit der aus dem symmetrischen Gruppoid G,
abgeleiteten Halbgruppe G(.).

Wir bemerken noch, daB das Gruppoid G,(~4) genau aus den umkehrbaren Ele-
menten der Kategorie H,(~A4) besteht und die Adjungierte a’ von a zufolge (4.8)
im Fall @ = «™! mit dem inversen Element a~* von a im Gruppoid G,(~4) iiberein-
stimmt.

Wir haben

4.10. Folgerung. Das Kranzprodukt G,(.) (™ 4) ist eine involutorische primitive
Halbgruppe mit irreduziblen, von einem Idempotent erzeugten Rechtsidealen
(und notwendig auch links primitiv).

Der Sockel von G/(.) (™ 4) besteht aus allen Elementen a = {x;, ay € H/(.) (" 4)
mit |L(a)| < 1, ist also eine Brandtsche Halbgruppe.®)

5) BranDTsche Halbgruppe = BranDTsches * Gruppoid in der Definition von [6] (S. 146).
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Die Elemente a € H; mit |L(a)| = 1 bilden ein schlichtes BRANDTsches Teilgrup-
poid ~S; von G, (Definition in [6], S. 142 und S. 146, Formel (2)). Die Vereinigungs-
menge S; = ~S; U {0} von ~S; mit der Nulltransformation o: @ — 0 ist ein schlichtes
(EHRESMANNsches) Gruppoid. Der Sockel von G,(.) ("4) kann damit auch als das
Kranzprodukt S,(.) (~4) geschrieben werden, wo S;(.) = G/(.) die aus S; abgleitete
Halbgruppe bedeutet. Bezeichnet T irgendein Teilgruppoid mit S; € T < G, und
T(.) = G/(.) die daraus abgeleitete Halbgruppe, so gilt fiir Ty(.) (~4) natiirlich

(4.11) S()(T4) = T(.)(T4) < G(.)("4).

Da jede zwischen §,(M) und £,,(M) gelegene Halbgruppe nach unserem Struktur-
satz [9] (Theorem 15.7) primitiv ist und da T(.) (~4) bei der adjungierten Abbildung
a — o’ offenbar auf sich abgebildet wird, so besteht fiir das Kranzprodukt T1(.) (~4)
eine zu 4.10 analoge, allgemeinere Folgerung. Wir formulieren sie nur im Spezial-
fall 4 = {0, 1}:

4.12. Folgerung. Es sei G; das symmetrische Gruppoid iiber der Menge I, Sy das
aus allen a mit |L(a)] < 1 bestehende schlichte Gruppoid, T irgendein zwischen S,
und G, gelegenes Gruppoid. Dann ist die aus T abgeleitete Halbgruppe T(.) eine
involutorische primitive Halbgruppe mit dem Sockel S,(.) (und notwendig links
primitiv).
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Pe3rome

OF AHTUABTOMOP®HLIX U MHBOJIIOTUBHBIX IMPOCTBIX
NOJYI'PVIIITAX

FAHC-IOPTEH XEHKE (Hans-Jiirgen Hoehnke), Bepnux

JI;1st pOCTHIX TMOJYTPyYNIl S ¢ HENPUBOAUMBIMU NIPABBIMU HAACAJIAMH, IIOPOXKICH-
HBIMH WAZMIIOTEHTOM, ObUIa HENaBHO YCTaHOBJIZHA CTPYKTypHas Teopema [9]
(Teopema 15.7), B xoTopoii Qurypupyrot mapst (M, M') [BOACTBEHHBIX BEKTOPHBIX
CHCTEM HaJ{ TPYIION WIK TPynNoi ¢ Hylaem 4. B gaHHOH 3amMeTke IpH IIOMOLIH ca-
MOJIBOMCTBEHHBIX BEKTOPHBIX CHCTeM M U c1ab0 3pMHUTOBBIX CKaJIIPHBIX NIPOMU3BE-
menuit g(x, y) 8 M (ananormano [10], crp. 80—83) BBIICYOMSIHYTAsL CTPYKTYpHAsL
TeOpeMa YCHIIMBAETCS! JIs TOJIYTPYIT, HOMYCKAIOIUX aHTHABTOMOP(u3M (Teopema
1.14). W3yuaercs ciyuaii 3pMUTOBA CKAJIAPHOrO MpousBeleHus g(X, y). Br16op emqu-
HUYHON MaTpunpl (J;) B KauecTBe MATpuubl g(X, y) Takum oGpasoM IPHBOJMT,
B YaCTHOCTH, K CTPYKTYDHOl Teopeme o mousyrpymie G(.) Bcex B3aUMHO OJ{HO3HAY-
HBIX YaCTHLIX TpeoOpa3oBaHmii MHOXecTBa I, a TakXke XK TeopemMe O CIUISTEHUH
G(.) ("4) (cmepctsre 4.10), KOTOpYH0 MOXHO paccMaTphBaTh Kak 0GoGLIcHHe
teopembl Knudpopma [1] (teopema 8.1, crp. 341) 0 cTpyKType MOIYTPYIIIEI
bpanara. Jlanee BCPKBIBAETCS CBSI3b C HEKOTOPBIMHU IICEBAOTPYIIAMA.
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