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Yexoca0BanKHii MaTeMaTHYeCKHit xkypHaJ, T. 15 (90) 1965, Ilpara

CONTRIBUTION A LA DEFORMATION PROJECTIVE
DES CONGRUENCES DE DROITES

VLADIMIR HORAK, Brno

(Regu le 30 mars 1961)

Dans ce travail, 'auteur étudie les propriétés des transformations de
I’espace de Klein (K-transformations) qui correspondent aux homographies
tangentes et osculatrices des transformations développables des congruences
de droites avecles surfaces focales non dégénérées. A I'aide des correspondan-
ces ponctuelles réalisées par les K-transformations mentionnées entre les
variétés des images secondaires de Klein des complexes tangents aux con-
gruences envisagées, on décrit des types remarquables de déformations du
1€ et du 2¢ ordre concernant les congruences de droites de ’espace a trois
dimensions.

1. Soit L une congruence non parabolique dans ’espace projectif P; a trois
dimensions. En suivant I'idée de M. E. CecH (voir [1]) nous faisons usage, en
étudiant la congruence L, du repére

(1.1) Ay, Ay Ay, Ay
assujetti a la condition analytique
(1.2) [A,4,4;54,] = 1.

Les transformations infinitésimales du repére (1.1) sont déterminées par le systéme
des équations différentielles

(1.3) dA; = 0y A, + 0pd, + 0pdy + 0ud,, i=1,2,3,4,
ou
(1.4) . O + 0y + W33 + W4y =0.

Soit A4,(A,) le premier (second) foyer et le plan [A,;A4,A4], [A4;4,45] le premier
et le second plan focal, les droites [4;A;], [4,4,] les transformées de Laplace de la
droite [A,4,] de la congruence L. Alors la congruence L est déterminée par le
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systéme des équations différentielles
(1.5) dA; = wA; + 4,04, + 0,45,
d4; = 0,04, + ©;,4, + w44,
dd; = w34, + 3,4, + 03343 + B0 4y,
dAy = w441 + 044, + b1y Az + 044445
en comparant les équations (1.3) et (1.5) on obtient Ie systéme des équations de Pfaff
(1'6) W4 =33 =0, 0, =x0;, Wy =00, W3 = Pro;, W3 =0,
dont les conditions d’intégrabilité sont
(1-7) [wazwl] + [ddl + a1(2w22 — Wy — a)44), (02] =0,
[da2 + #0201y — 0,55 — 033), 0] + [w40,] =0,
[w“w,] — [dB, + Bl(wZZ + w33 — 2(044), wz] =0,

[dBs + Bawiy + w4 — 20033), ©;] — [03,0,] = 0.

Dorénavant, nous voulons supposer que les nappes focales ne sont ni dévelop-
pables ni ne dégénerent d’une autre maniere c.-a-d. on a

(1.8) a8, + 0.
Les formes
3 3
w w
(1-9) P =000 0,, ¢*=Bif00,, Fi=oup = F, = o, -,
o ,
liées par la relation
(1.10) @@* = FF,
et les relations
(1.11) ot + 0,03 =0, a0 + fwi=0

forment I’élément linéaire projectif de la congruence L([1], p. 263). On appelle ¢
la forme ponctuelle, p* — la forme planaire, F; et F, la premiére et la seconde forme
focale; les équations (1.1]) sont les équations différentielles des asymptotiques de la
premiére ou de la seconde surface focale (4,) ou (4,) de la congruence L.

D’aprés [4], le complexe tangent le long de la droite [4;4,] de la congruence L
est donné par la relation

(1.12) Q = a,[AA;] + a,[A145] + a3[4,A4] .
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ou ay, a,, a; sont des parametres arbitraires qui ne sont pas en méme temps nuls.
Chaque complexe tangent contient le voisinage du second ordre de deux surfaces
réglées de la congruence L; I’équation différentielle de ces surfaces est

(1.13) 20,0,0, — (0,05 — fow]) — as(fiw} — a,wl) = 0.

Les images secondaires des complexes tangents pour lesquels les surfaces mention-
nées sont confondues remplissent dans le plan de 'espace de Klein

(1.14) P, = {[4,4,]. [4,45]. [4,4.]}

la conique

(1.15) F = a} + afa5 + (00, + B1By) azas + Bioya3 = 0.
On a

(1.16)
40 = my[A,4,] + my[A1A4s] + my[A,A,] + my[A14,] + ms[A4,45],
(1.17)
d’Q = (dmy + my(wy; + 0,5;) + Maw3; — M0y + My, — Msws,) [4;4,] +
+ (dm, + my(wyy + 033) + muBiw, + mso,00) [A;45] +
+ (dm; + my(wy; + W44) + Myt 0, + msprw,) [4,4,] +
+ (dmy + mw, + myBroy + myo,0, + my(wyy + wa,)) [4144] +
+ (dms — muo; + mya, 0, + myfiw, + ms(w,, + wi3)) [424;5] +
+ (m4w1‘ - mswz) [A3A4] ’
ou
(1.18) my = da; + a;(wy; + 0,3,) + a,03, — a30, ,
my = da, + ay(0y; + 033),
my = da; + as(w,, + (1)44) s
my = a10; + (a8, + az0) 0,
ms = — a;0; + (a0 + a3fy) 0, .
2. Soit L' une autre congruence avec les surfaces focales non développables dans
T’espace P; pour laquelle nous voulons supposer des notations analogues a celles

employées pour L en indiquant par des accents toutes les expressions relatives a L.

Le repére de la congruence L' soit normalisé d’une maniere analogue au repere de la
congruence L.

Soit T une transformation développable des congruences L et L déterminée par
les équations

(2.1) 0 =0, 0,=0),,
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dont I’homographie tangente est donnée en coordonnées des droites par les relations
(voir [1], p. 268)

(2.2) H[A;4,] = [4145] ,
H[A,A;] = 0*[A1A45] + o [A}45],
H[A,A,] = 07 [A3A44] — o™ 'iy[A1A45],
H[A,A4,] = [A1A4,] + 2,[A4345],
H[A,A45] = [4345] — A,[A4145],
H[A34,] = [A344] + (Aihy — ) [A145] + 2,[A344] —
— 2,[A3A5] — ouy[A1AS] + 07 iy [A4544] .

Dans ce chapitre nous voulons étudier les propriétés des homographies tangentes
aux transformations développables (2.1) des congruences Let L.

Simultanément avec I’espace P; ou P} nous voulons considérer I’espace de Klein Py
et P%, dans lequel sont représentées les droites de I’espace P; ou P} sur la hyperqua-
drique correspondante de Klein (K—quadrique). La transformation (2.2) est alors une
certaine transformation projective (K-transformation) entre les points des espaces P
et P5. On voit sans peine que cette K-transformation transforme chaque espace
linéaire qui passe (ne passe pas) par le K-point [A4,4,] dans 'espace linéaire qui
passe (ne passe pas) par le K-point [ A7 A45]: notamment les espaces P, et P, tangents
aux K-points [4,4,] ou [A}A4,] aux K-quadriques relatives se transforment I'un
dans Iautre.

Le complexe tangent arithmétique (1.12) est transformé par la K-transformation
(2.2) dans le complexe tangent arithmétique

(23) HQ = (a; + ayopu; — az0” ') [A145] + a0 [A1AL] + aso ?[A544] =
Ha\[A1A5] + a5[ A5 A45] + ai[4544])

Il

et alors le plan (1.14) de I'espace Ps dans le plan correspondant P, = {[A4}45],
[A71A45], [45A44]} de Tespace P;. La K-transformation (2.2) entraine entre les co-
ordonnés locales des points dans les plans P, et P} les transformations

(2-4)1—3 Jafy = ay + ayou; — ase” 'y, Jahy = a0, Zay = az07?,

resp.

’ 2 ’ -1 ’ ’ — -2 7 — 2
(24)1-5  ay = Ma) — o7 'may + ompay), ay, =IAe”%a,, ay = Jg%al,

ol A(=0) est pour le moment un facteur non précisé.

Dans la K-transformation (2.2) les valeurs o, p, iy, 1, 4, sont arbitraires; nous
voulons étudier ces problémes: De quelle maniére la K-transformation (2.2) trans-
forme-t-clle ensemble des complexes tangents Q le long de la droite [4,4,] de la
congruence Let I’ensemble des complexes tangents ' le long de la droite [A745] de
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la congruence L'? Est-ce qu’il y a des K-transformations (2.2) qui transforment deux
complexes tangents arbitraires Q et Q' 'un dans 'autre? Peut-on choisir les valuers g,
Hy, [, d’une telle maniére que pour deux complexes Q et Q” arbitrairement donnés les
relations (2.4), resp. (2.4)" soient vraies pour A arbitraire?

Avant tout, on voit que dans la transformation des ensembles des complexes
tangents, le role essentiel n’est joué que par les facteurs g, p et u,. Ces facteurs étant
donnés, a chaque complexe tangent a la droite [4,4,] de la congruence LI’homo-
graphie tangente associe univoquement un complexe tangent & la droite [A4;45] de
la congruence L'.

Soit Q(ay, a,, as), resp. Q'(a}, a3, a3) un complexe arithmétique arbitraire tangent
a la congruence L, resp. L' c.-a-d. les a;, resp. a; (i =1,2, 3) sont donnés. Soit tout
d’abord a,asayay + 0. En premier lieu, des relations (2.4), 5 il résulte (en élimi-
nant g)

a,a

(2:5) =23,

aas

de sorte que le facteur 4 est univoquement déterminé, excepté son signe. Pour g, iy, 1,
on obtient des relations (2.4)

(2.6) ot = az_a? ., Aay —ay = axuy0 + azue”!
axas

On a alors le théoréme: Soient Qa, : a, : a3) et Q'(ay : a} : ay) deux complexes
tangents geometriques arbitraires (azasa'zag % 0) aux droites qui se correspondent
dans la transformation développable (2.1) des congruences Let L.") Pour chaque
complexe arithmétique arbitraire Q(ay, a,, as) qui appartient au complexe géomé-
trique Q(ay : a, : as) il existe 00> des homographies tangentes (2.2) dont chacune
transforme le complexe arithmétique Q(ay, a,, a;) dans un certaine complexe
arithmétique Q'(ay, ay, as) qui appartient au complexe géométrique Q'(ay : aj : a}).
Ces transformations dépendent de 1., A, et d’'une arbitraire des fonctions i, et p,.
Le complexe arithmétique Q(ka,, ka,, kas) est transformé par I’homographie
mentionnée dans le complexe arithmétique Q'(ka;, ka, ka’3) et alors cette homo-
graphie détermine univoquement une correspondance entre des complexes arithmé-
tiques appartenant aux complexes géométriques donnés.

On voit aussi sans peine des relations (2.4) que les complexes Q pour lesquels
on a a, + 0 =a;, resp. a, =0 * a; (c.-a-d. les complexes tangents spéciaux)
se transforment par I’homographie (2.2) justement dans les complexes tangents
pour lesquels on a a3 £ 0 = a3, resp. a, = 0 + a}; on peut transformer un com-
plexe arithmétique arbitraire Q(ay, 0, as), resp. Q(ay, a,, 0) dans un complexe
arithmétique arbitraire Q(a}, 0, ag), resp. Q'(a’l, as, 0) par les o> homographies.

) Le symbole 2(a, : a, : a;), resp. 2(ay, a,, a3) signifie le complexe géométrique, ou arithmé-
tique dont les coordonnés locales sont a; : @, : az, ou ay, a,, as.
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Il y a 0* homographies (2.2) qui transforment le complexe arithmétique Q(a,, 0, 0)
(a, * 0, arb. fixe) dans le complexe arithmétique Q'(ay, 0, 0) (ay =+ 0, arb. fixe).

Si’on choisit deux complexes tangents arbitraires Q et Q' (non spéciaux) dont les
homographies tangentes (2.2) transforment les complexes arithmétiques convenables
I'un dans I'autre, alors d’aprés la relation (2.6),, pour ces homographies (2.2), ¢* est
déterminé univoquement. D’aprés M. E. CecH (voir [1]. chap. 4) étant donné @2,
’homographie tangente détermine une projectivité qui porte la ponctuelle [A4;4,]
dans la ponctuelle [47A45] et en méme temps une autre projectivité qui porte le
faisceau de plans & 'axe [ 4,4, ] dans le faisceau de plans & ’axe [A4] 45 ]. On obtient
ainsi d’une part une extension ponctuelle T(QZ) et d’autre part une extension planaire
T*(g?) de la transformation développable T. M. E. Cech a décrit le caractére géomé-
trique des homographies tangentes qui possédent ¢® fixe (voir [1], ch. 6). Nous
voulons donner une autre caractéristique de ces homographies.

Soit dans la relation (2.2) ¢ = 0, arbitraire fixe. Alors on voit de la relation (2.6),
que chaque complexe arithmétique Q(ay, a,, as) (a,a; + 0) dont 'image secondaire
est située sur la droite

(2.7) nya, = nias,

(ny, ns sont fixes, pas en méme temps nuls) peut étre transformé dans un certain
complexe arithmétique qui correspond A un complexe géométrique arbitrairement
choisi (excepté Q(a, : 0 : 0)) dont I'image secondaire est située sur la droite

(2.8) nyay = nyaj,
ou nj et nj sont données par la relation
(2.9) n,:iny = o*ny nj.
Chaque ¢ + 0 détermine une projectivité des faisceaux de droites
(2.10) kya, = kyas et kha, = kjya}

(ky, ks, resp. k3, ki sont les paramétres variables) qui sont situés dans le plan P,
ou P, et on a pour les droites correspondantes k, : ky = kb : 0 *k5. A chaque
droite dans Ps du faisceau (2.10), il correspond dans Pespace Py un faisceau
linéaire des complexes tangents dont la base est une certaine congruence linéaire
parabolique a axe [ A, A,]. Inversement, a chaque couple des droites (2.7) et (2.8),
ot nynsnyn’y * 0, la relation (2.9) détermine o* univoquement. Dans toutes les pro-
jectivités possibles, outre les droites (2.10) des faisceaux (c.-d-d. si ¢ varie) corres-
pondent les droites a, =0, a, =0 et a3 =0, ay = 0 réciproquement. Si I'on a
choisi g, alors a chaque point arithmétique de la droite (2.8) correspondent les oo!
points arithmétiques de la droite (2.9).

Chaque droite arbitraire dans le plan (1.14) est 'image secondaire d’un faisceau
linéaire de complexes tangents (de I'espace P;) dont chacun contient le voisinage
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du 2° ordre d’un couple de surfaces réglées de la congruence L passant par la droite
[A4,A4,]. Si Ln’est pas une congruence W, alors les ensembles de ces o' couples de
surfaces différent pour les droites différentes. Si L est une congruence W, alors ces
ensembles de couples de surfaces réglées sont les mémes pour toutes les droites du
plan (1.14) qui ne passent pas par le point singulier de la conique F (voir [3], p.
176 — 7). Pour les congruences W la décomposition mentionnée en couples des surfaces
réglées est alors déterminée a priori univoquement.

Soit
(2.11) nia; + nya, + nza; =0, resp. njaj + nyay + nyay =0

une droite arbitraire du plan (1.14), ou du plan {[A}A}], [A1A45], [A5A44]} res-
pectivement qui est I'image secondaire d’un faisceau linéaire des complexes
tangents a la droite [AyA4,] ou [A1A5]. Il y a o> homographies tangentes qui
portent ces faisceau I'un & Pautre (nyny + 0); on obtient pour les valeurs ¢, iy, H,
(en substituant dans la relation (2.11) & a,, a,, a5 d’aprés (2.4) et en comparant avec
(2.11),) les relations

(212)  A7'ny =ny, A7y = n? — nypet, 27Ny = nye® + nypye, 2 % 0;

les valeurs A, et A, sont arbitraires. Si on a n, = n} =0, alors il y a ©o* homo-
graphies envisagées.

Les images secondaires des complexes tangents qui contiennent le voisinage du 2°
ordre des surfaces développables

(2.13) ;=0 ou w;=0

de L, resp. L’ sont situées sur les droites

(2.14). oya, + Bras; =0 ou aja, + Bray =0.

La condition nécessaire et suffisante pour que ces droites se transforment ’'une dans

Pautre est qu’on ait d’aprés (2.12)

o fy - o
(2.15) ot = 4}5‘ et A2 = —}ﬂf .
1By ai B
La transformation (2.1) est une déformation focale de premiére espéce si et seule-
ment si on a A2 = 1. Alors le théoréme suivant est vrai:

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable
(2.1) soit une déformation focale de premiére, ou de seconde espéce est: il existe
une homographie tangente qui transforme le complexe arithmétique 1Q(al, By, —y)
dans le complexe arithmétique 'Q'(a}, pi, —a}), resp. le complexe arithmétique
2Q(ay, a3, —PB>) dans le complexe arithmétique *Q'(ay, o, — B5).
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Notons encore que toutes les homographies envisagées qui réalisent les transforma-
tions des complexes arithmétiques ne réalisent pas aussi les déformations focales,
mais seulement celles pour lesquelles on a u; = u, = 0 et qui transforment récipro-
quement les complexes pour lesquels on a a, = aj.

S’il y a des homographies qui réalisent en méme temps les deux transformations
'Q o 'Q et 2Q « 2Q', alors la transformation développable (2.1) ést une déforma-
tion projective, comme on voit des relations (2.4).

A Taide des complexes arithmétiques qui correspondent aux complexes tangents
géométriques particuliers on peut alors décider si une transformation T est ou
n’est pas une déformation focale. Pour la déformation ponctuelle et planaire un
théoreme analogue est vrai: La condition nécessaire et suffisante pour que la trans-
formation développable (2.1) soit une déformation ponctuelle, resp. planaire
est: il existe une homographie tangente qui porte le complexe arithmétique
3Qay, oy, a,) resp. *Qay, By, By) dans le complexe arithmétique 3Q'(a}, aj, aj),
resp. *Q'(at, B, BY).

Nous n’avons pas réussi & déterminer la signification géométrique des comple-
xes 3Q et *Q ni a obtenir d’autres complexes tangents géométriquement essentiels
a ’aide desquels on pourrait caractériser la déformation ponctuelle ou planaire.

3. Chaque complexe tangent Q contient le voisinage du 2° ordre de deux surfaces
réglées de la congruence L; les complexes qui contiennent le voisinage du 2° ordre de
la méme surface réglée fixe forment dans I’espace P5 un faisceau linéaire des comple-
xes dont 'image dans le plan (1.14) est une droite tangente a la conique F (voir [4],
p. 172).

Par I’homographie tangente les complexes Q qui renferment le voisinage du 2°
ordre d’une surface réglée fixe de la congruence L ne se transforment pas, en général,
dans les complexes tangents Q' de la congruence L' qui possedent une propriété
analogue. Si I’on choisit arbitrairement une surface de la congruence Let une surface
de L, il existe toujours une homographie tangente qui transforme les complexes des
ensembles de complexes tangents — qui contiennent le voisinage du 2° ordre de ces
surfaces — I’'un dans P'autre. Si la situation décrite doit se produire pour toutes les
surfaces des congruences Let L, il est nécessaire et il suffit que ’homographie tangente
transforme la conique F dans la conique F'.

Le point [A;A,] est le pole de la droite [ 4,4, [4,A4,] (c.-a-d. a; = 0) par rapport
a la conique F et ’homographie (2.2) transforme le point [A4,4,] dans le point
[A;A5]; pour que la conique F se transforme dans la conique F’ il est nécessaire
que la droite a, = 0 se porte dans la droite ay = 0 et alors d’aprés (2.4), qu’on ait

(3.1) Hny =p, =0.

L’équation de la conique F transformée par I’homographie (2.2) avec py = p, = 0
est

(3-2) allz + OC1[329—4‘1122 + (0‘1“2 + ﬁlﬂz) ayay + /31“2@4‘7'32 =0.
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Si cette conique doit étre confondue avec la conique F’, il est nécessaire et il suffit que
les relations suivantes soient vraies

(3'3) 11/329A4 = oif;, Broy0* = Bias, oo, + BB, = ajay + Bif; -

En éliminant ¢ des équations (3.3), , on obtient

(3.4) 0,818, = o050 -

Par un calcul aisé on obtient de la relation précédente et de la relation (3.3); soit
(3.5) djoy = 2,05, Bify = Pify, c-a-d. @ = ¢, @* = 0¥,

soit

(3.5) a0y = BB, BiBy = 00, coa-d. @* =0, 9 =9

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T
des congruences Let L' soit ou une déformation ponctuelle et en méme temps une
déformation planaire des congruences Let L' ) ou une déformation ponctuelle et
en méme temps une déformation planaire d’une de ces congruences et de la dualisa-
tion de autre, est: il existe une homographie tangente qui transforme la conique F
dans la conique F'; si L est une congruence W ou V3), alors nécessairement L est
aussi une congruence Wou V. Si Let L' sont les congruences W alors les relations
(3.5) et (3.5) sont simultanément vraies.

Les homographies tangentes qui réalisent la déformation ponctuelle different des
homographies qui réalisent la déformation planaire; or ces homographies qui réalisent
les déformations envisagées ne transforment pas la conique F dans la conique F’.
P. ex. I’homographie qui réalise la déformation ponctuelle est déterminée par les
relations 9% = o, /a} = ayfo,, u, = i, = 0, 2;, 2, arb. On voit sans peine que pour
cette homographie on a HF & F'.

La condition nécessaire pour que la transformation T soit une déformation
projective des congruences L et L' est: il existe une homographie tangente qui
transforme la conique F dans la conique F’, car une déformation projective est en
méme temps une déformation ponctuelle et planaire.

D’aprés (3.3) et (3.5), resp. (3.5)" on obtient

(3.6),,2 0% = &12 = Lﬂz = O_(‘_ﬂ,,‘ = a_,l& , Tesp.

Broy APy By B
ot = Bios % fa ﬁ/{z _ a0y

B> aifs oy piB2

2) M. E. Cech a démontré que la classe des congruences qui sont en méme temps des déforma-
tions ponctuelles et planaires dépend de six fonctions arbitraires d’'une variable (voir [1], chap. 5,
p. 276).

3) Ce sont les congruences pour lesquelles aux courbes asymptotiques de chaque surface focale
correspondent les courbes conjuguées sur 1'autre surface focale ([2], p. 358).
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Alors la condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T

qui est simultanément une déformation ponctuelle et planaire, soit une déformation

projective des congruences L et L' est: une des homographies tangentes pour

laquelle on a

(37) G=% o g=l, 3% gl
oy By 5 B2

By =p, =0

transforme les coniques F et F' l'une dans I'autre. Ensuite on a nécessairement

d’apres (3.6) 0% = 0% = 03 = 03; comme les valeurs A, et A, doivent étre arbitraires,

il existent oo? de telles homographies, mais elles ne réalisent pas toutes la déformation

projective.

respectivement, et

4. Les images secondaires des complexes tangents aux droites de la congruence L
forment dans I’espace de Klein une congruence A de plans dont chaque plan est
I’ensemble des images secondaires des complexes tangents a une méme droite de la
congruence L. Les points de la conique F sont des foyers du plan de la congruence A
et les directions focales sont déterminées par la relation (voir [4], chap. 5)

(4.1) (a8, + asu) 0y + ayo, =0, resp. aywy — (a0 + asfy)w, =0,

ol ay, a,, aj satisfont & la relation (1.15).

La transformation (2.4)" transforme la direction focale (4.1);, resp. (4.1), (en
supposant g; = p, = 0) dans la direction
(4'2) (ale_Zﬂz + a;QZ“z) oy + ajw, =0,
resp. ajw, — (aye %oy + a30’f,) w, = 0.

On a alors le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T,
donnée par la relation (2.1), soit une déformation projective des congruences Let L
est: il existe une K-transformation (2.2) qui transforme la conique F dans la co-
conique F' et les directions focales relatives aux points correspondants des coni-
ques F et F' les unes dans les autres.

La K-transformation (2.2) détermine pour les plans des congruences A et A’ les
relations suivantes (7, = @y — wy):

(4-3) H([AIAZ]’ [A4:45], [A2A4]) = ([AiA/z]’ [AllAg]’ [Aleit]) >
@4 Hd(4,4,), [4,43]. [4,4,]) = d([4343], [4343], [4543]) +
+ (Ao + Lo, — 14y — 15,) ([4145], [4745], [4545]) +
+ (o™ — o) 0y — 07 ') ([4145], [4345], [4545]) —
— ((Bi0* = BY) 0 + emy0,) ([A145], [4545], [4145]) —

= ((220® — @) 0y + opowy) ([A145], [A145], [4545]) +
+ (B0 = B2) 01 — 07 mw,) ([A145], [A144], [4544]) -
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La K-transformation relative a I’homographie tangente a la transformation
développable (2.1) des congruences L et L' ne réalise pas, en général, le contact
analytique du 1°F ordre des congruences de plans A et A’ ni celui d’une couche
aun paramétre de plans des congruences A et A'.

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable
(2.1) soit une déformation focale de la premiére, resp. seconde espéce des congruen-
ces Let L' est: il existe une K-transformation qui réalise un contact analytique
du 1°" ordre des couches de plans a un paramétre déterminées dans les congruences A
et A’ par la relation o, = 0, resp. w, = 0, c.-d-d. des couches correspondant a la
premiére, resp. seconde couche des surfaces développables des congruences Let L.

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable
(2.1) soit une déformation projective des congruences Let L est: il existe une K-trans-
formation (2.2) qui réalise un contact analytique du 1°" ordre des congruences de
plans A et A’; s’il existe une K-transformation possédant la propriété énoncée,
alors il en existe oo? (elles dépendent de A, et 1,) et elles ne correspondent pas
toutes aux homographies osculatrices de la transformation développable T.

S’il existe une quantité ¢ telle que au moins une des K-transformations (2.2)
réalise un contact analytique du 1°F ordre des congruences de plans A et A’ — qui
sont des images dans I'espace de Klein des congruences L et L' dans une transfor-
mation développable — alors T est une déformation projective.

Ce théoréme décrit d’une maniére géométrique 1’énoncé de M. E. Cech ([1], p-
269) a savoir que T est une déformation projective si et seulement s’il existe la quan-
tité o satisfaisant aux relations (3.7), ot on a posé ¢, = @, = 03 = 04 = 0.

Les plans ([A A5 ], [43431, [A5 A7), ([A1A5], [A345], [4143)). ([4145], [ 4; 42T,
[A4145]) et ([A4345]. [47145], [4544]) qui se trouvent dans la relation (4.4) sont
situés sur Thyperquadrique de Klein et leurs points sont des images de Klein des
droites d’un faisceau a deux parametres avec le sommet dans le point 4,, resp. des
droites du plan tangent a la surface focale (Al), (c.-a-d. du second plan focal), resp.
des droites du faisceau a deux parameétres avec le sommet A, resp. des droites du
plan tangent a la surface focale (Az) — du premier plan focal.

5. Supposons que la transformation développable (2.1) des congruences L et L
coit une déformation projective. Ensuite on peut particulariser les repéres des deux
congruences de la maniére qu’on ait

(5.1) ap =0y, oy =0, PBi=Pp, Pr=Ph2;

I’homographie osculatrice H, de la transformation T est exprimée par les relations
(5.2) HoA; = Ay, HyA, = Ay, HyAy = Ay, HyA, = A}

et alors o> = 1. La transformation (2.4) prend la forme (4> = 1)

r k4 ’
(5'3) a, =4y, 4 =4d,, 4z =djz.
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La particularisation présupposée entraine les relations suivantes (t; = ', — Wy,
voir [1], p. 279):

(5.4) Ty = Ty = T34 = 743 =0,

(5.5) =21y = 275, = — 2133 = 2744 = €0, — C,0, ,
(5~6) [‘c31a)1] =0, [1:42w2] =0,

(5.7) T3, = BrCo@y + 04,C,05, Ty = 020,00, + B0, .

Dorénavant nous allons étudier ’homographie H tangente a la transformation
développable (2.1) qui transforme la conique F dans la conique F’, c.-a-d. I’lhomogra-
phie qui a en coordonnées ponctuelles ou planaires ou coordonnées de droites la
forme

(58) HA, = A}, HA, = Ay, HAy = Ay + L A}, HA, = A}, + i,4,,
(5.8) HE, = E; — \\E}, HE, = E, — ),E,, HE, = E}, HE, = E/,,
(5.8)"  H[A,;A,] = [A}1Ay], H[A,A;] = [A1AL], H[A,4,] = [4344],

H[AA,] = [A1A4L] + A,[A1A45], H[A,A ] = [A3A45] — A,[A7A5] .
H[A3A4,] = [A34,] + 4,[A4145] — A,[4545] + 4,4,[A145]

respectivement.
Cette homographie tangente est dite homographie K, resp. Ky ponctuellement,
resp. planairement associée si'on a (voir [1], p. 277, 279)

(59)1,2 Ay = —c¢p, Ay = — ¢y TESP. A =0y, Ay = 0

ou ¢, et ¢, sont déterminés par la relation (5.5).

La transformation développable est nommée déformation projective singuliére,
resp. demisinguliére de premiére (seconde) espéce si ¢, = ¢, = 0, resp. ¢ = 0 = ¢,
(¢; = 0 = ¢,) est vrai.

Pour ’homographie tangente (5.8) il résulte
(5.100 HdA4, =dA] + (Lo, — 1(1) 4],

(5.11)  Hd?4, = d*4} + 2(A4,0, — 14,) dA} + () A} + pA> — q, 45,
et
(5.12) HdA, =dd} + (Lo, — 1,,) A},

(5.13)  Hd4, = d*A} + 2(A,0, — 15,) dA) + () Ay + pr AL — 42445
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d’une maniére analogue pour la premiére et seconde surface focale (E;) et (E,) de la
dualisation des congruences Let L’ on obtient

(5.14) HdAE; =dE; + (4o, + 133) Ej,

(5.15)  Hd?E; = d*E} + 2(4, 0 + 133) dES + (.) Ey — pYE} + q,E}

(5.16) HdJE, =dE}, + (4,0, + 145) E, .

(5.17)  Hd’E, = d*E} + 2(A,w, + 144) dE} + () E} — p3Ey + q,E)

ou

(5.18) pr= (72 — ¢3) B0} — 2(2q + ¢;) 00,0, + (25 + ;) 2,03,

A+ o) ot = 24, + ¢) oo, + (4 — ¢;) fro3,

PT = (}“2 + Cz) “20)% - 2('1~1 - Cx) projw, + (}~2 - "2) ﬂxwg s

P; = ()~1 - Cl) ﬁzw% - 2()~2 - "2) w0, + ()"l + Cn) alwg 5
4, = 2407, q, = 24,03 .

S
N

It
—_

Des relations précédentes on voit que I’homographie tangente (5.8), resp. (5.8)
pour laquelle on a A, = 0 réalise le contact analytique du 2° ordre des courbes

(5.19) (A1 + 1) o] — 2¢,0,0 0, + (4 — ¢;) fro3 =0,
resp.
(5.20) (A —c1) B0t + 26,800, + (A + ¢p) 2w; =0,

des secondes surfaces focales (A,) et (A3), resp. des secondes surfaces focales (E,)
et (E}) des dualisations des congruences Let L'. On obtient le résultat analogue
pour les homographies tangentes (5.8) et (5.8)’ en supposant 4, = 0. Spécialement,
si ’homographie (5.8) est une homographie osculatrice (1, = 4, = 0) les relations
(5.19) ou (5.20) déterminent les directions caractéristiques de la surface (A,)
ou (E,) relativement a la déformation projective T (voir [1], p. 280).

Si la transformation développable T est une déformation projective nonsin-
guliére des congruences Let L', alors ’homographie ponctuellement (planairement)
associée KO(KE,k) réalise un contact analytique du second ordre des courbes w7 = 0
des surfaces (4,) et (A7) ((E;) et (E3)), et en méme temps des courbes w3 = 0 des
surfaces (A4,) et (43) ((E,) et (EL)).

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T
soit une déformation demisinguliére de premiére, ou de seconde espéce est: I’homo-
graphie ponctuellement (planairement) associée réalise un contact analytique du
second ordre des courbes w, = 0 des surfaces (E3) et (E3) ((A,) et (4})), ou des
courbes w, = 0 des surfaces (E,) et (E}) ((A,) et (43)).

On obtient sans peine les résultats précédents des relations (5.11), (5.13), (5.15) et
(5.17) en y substituant dans le cas de 'homographie ponctuellement, resp. planaire-
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ment associée A, + ¢; = A, + ¢, =0, resp. 4; — ¢y = A, — 2 = 0; si la transfor-
mation T est une déformation projective demisinguliére de la Premiére ou seconde
espéce on a A, = ¢, = 0 ou A; = ¢; = 0. Ce dernier théoréme caractérise d’une
maniére nouvelle les déformations projectives demisinguliéres (cf. [1], p. 281—283).

Les K-transformations relatives aux homographies tangentes (5.8)" déterminent
pour les congruences A et A’ dans I'espace de Klein les relations

(5.21) H([A4;4,], [4:45], [4,4,]) = ([4145], [4145], [4345]) -

(522)  Hd([A4:4,]. [4,45], [4:4,]) = d([4545], [4145], [4344]) +
+ ('11“’1 + lz“’l) ([AIIA’Z]’ [A/lAS]’ [AIZA:J) >

(5.23) Hd*([4,4:]), [4:45],[4,4,]) = d¥([A145], [4;45], [4544]) +
+ 2(h o, + A,0,) d([A]A45], [4145], [4545]) +
+ () ([4142], [4545], [4544]) + pu([A145]), [4245], [45454]) +
+ po([4145], [4145], [4145]) + pi([A4145], [454,], [4545]) +
+ P3[4z ], [4145], [4545]) + q4([4345], [4145], [4544]) —
— ay([4145], [4145], [4345]) .

ou les valuers py, P2, P, Pi, 44, 4, sont données par les relations (5.18). On a alors
les théorémes suivants:

La K-transformation relative aux homographies tangentes (0*> = 1, p; = p, = 0,
Ay, A arbitraires) et alors aussi ’homographie osculatrice (4, = A, = 0) réalise
un contact analytique du premier ordre des congruences A et A’ qui représentent
dans Pespace de Klein les congruences Let L' dans une déformation projective.

La condition nécessaire et suffisante pour que la K-transformation relative
a 'homographie osculatrice réalise un contact analytique du second ordre des
congruences de plans A et A’ dans Pespace de Klein est: la déformation projective
des congruences Let L’ est singuliere et alors Let L' sont des congruences R (Cf. [2],
ch. 4, p. 410 et [5], p. 262).

En faisant usage de la représentation des plans de I’espace de Klein dans I’espace P,
on pourrait caractériser I’homographie ponctuellement et planairement associée
relative a la transformation T a I’aide des droites linéarisantes. Nous voulons signa-
ler seulement que si T est une déformation projective nonsinguliere ou demisin-
guliere de premiére espéce, alors les coefficients py, p,, P¥, P3» 41 et q, relatifs & ’ho-
mographie ponctuellement associée possedent la forme p, = (.)cof, Py = (.)wg,
I’T = (‘)wza P; = (-)wu 4, = (-)wf, q, = ()w% ou py =0, p, = ()w%, PT =
= (~)w1w2’ p; = (.)w%, q, = (-)wi 4, = 0.

6. Sur la variété (Q) a 4 dimensions qui est ’'ensemble des images secondaires de
tous les complexes tangents aux droites de la congruence L, on peut choisir une courbe
de la maniére suivante: si les a,, a,, a; dans la relation (1.12) sont des fonctions des
paramétres principaux de la congruence L, alors dans chaque plan de la congruence A
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est univoquement déterminé un point Q; ces points remplissent sur la variété (Q) une
surface sur laquelle 1’équation différentielle aw, + bw, = 0 détermine une couche
de courbes.

Chaque K-transformation relative 2 une homographie tangente de la transforma-
tion développable Tréalise entre les points des variétés (Q) et (') une correspondance
ponctuelle. Nous allons étudier la correspondance ponctuelle réalisée par la K-
transformation (5.8), c.-a-d. la correspondance (5.3) des variétés (Q) et (2') qui
correspondent aux congruences Let L’ dans la déformation projective.

A partir des relations (1.12), (1.16), (1.18) et (5.3) on obtient pour les transforma-
tions des complexes Q et Q' des congruences Let L’ en déformation projective par
’homographie tangente (5.8)":

(6.1) HQ = Q'
(6.2) HdQ = dQ + [(Ao; + Aw,)a; +

+ (A2 — ¢3) Bywy — (A4 + ¢1) tyw,) a; +

+ (A2 + e3) 000 — (A — ¢;) Pyw,) as] [4145] +

+ (c10; — cy0,) (a,[A1A45] — as[A454%]) .
Si I’on exclue le cas ou w; = w, = 0, c.-a-d. les points Q et Q' sont situés dans les
plans fixes des congruences A et A’, alors ni la K-transformation relative a I’homo-
graphie tangente ni celle qui est relative 2 ’homographie osculatrice ne réalisent en
général un contact analytique du premier ordre des courbes des variétés (Q) et (2'),
car les rapports a, : a; des coefficients de [A;43] et [A45A45] dans les relatlons

(1.12) et (6.2) ne peuvent pas étre, en général, égaux.
Soit tout d’abord

(6.3) aas + 0.

On voit de la relation (6.2) que si sous la condition (6.3) sur les variétés (Q) et (2')
il existe des courbes pour lesquelles une des K-transformations relatives aux homo-
graphies tangentes (5. 8) réalise le contact analytique du premier ordre ce sont alors
nécessairement les courbes

(6.9) c,w; — c00, =0,

ou nous voulons supposser que ¢; et ¢, ne sont pas en méme temps nuls. Comme
pour les courbes (6.4) les coefficients de [ 4] 45], et [454}] dans la relation (6.2) sont
nuls la condition nécessaire et suffisante pour que le contact des courbes (6.4) sur les
variétés (Q) et (2') soit un contact analytique du premier ordre est: le coefficient
de [A}A}] est nul, c.-a-d. en substituant d’aprés (6.4) w, = oc, et w, = oc,(c+0) on a
(6.5) (Aeex + Aaey) ag + [(Ay — ¢2) Pacy ~ (24 + ¢y) aycy] ay +

+ [(A + ¢3) aze; — (A4 — ¢q) Brey] as = 0.

On a alors le théoréme:
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il y a o' homographies tangentes (5.8)" (pour lesquelles A, et 1, sont liées par la
relation linéaire (6.5)) dont les K-transformations relatives réalisent un contact
analytique du premier ordre des courbes (6.4) et seulement de ces courbes qui sont
situées sur les surfaces arbitrairement données (ay, a,, as + 0) des variétés (Q)
et (Q') dans la correspondance (5.3). Les courbes (6.4) correspondent a la décomposi-
tion canonique des congruences Let L' dans la déformation projective T (voir [1],
ch. 7. p. 281).

Chaque homographie tangente (5.8)" détermine dans les plans des congruences A
et A" un faisceau linéaire de complexes dont I'équation est (6.5); les images secon-
daires de ces complexes décrivent sur chacune des variétés (Q) et (Q') une couche
de surfaces; pour leurs courbes déterminées par Iéquation différentielle (6.4) la
K-transformation relative a ’homographie donnée réalise un contact analytique
du premier ordre. Si on a 2, = 2, = 0, alors il résulte de (6.5)

(6.5) az(ﬂﬂ% + oye]) — az(o,65 + Bye) =0,
de sorte que la K-transformation relative a I'homographie osculatrice (A, = 1, = 0)
réalise un contact analytique du 1°" ordre des courbes (6.4) situées sur les surfaces
décrites par les points Qay, a,, as) et Q'(ay, a,, a3) oi a, et as satisfont a la
relation (6.5)'.

Pourque la relation (6.5) soit vraie pour A, et 1, arbitraires, il est nécessaire et il
suffit qu’on ait

(6.6) c¢i:c3=—friay=—ay:f; et a; =0, ay,:a,=—f:0,=—a,:h,,

ce qu’on obtient en posant nuls les coefficients de 41, et 4, et le terme absolu de la
relation (6.5). Les congruences L et L sont alors nécessairement les congruences W
et les points Q et Q' sont I=s imagzs sccondaires de leurs complexes osculatzurs. La
décomposition canonique de ces congruences est confondue avec la décomposition
le long d’une des couches de courbes asymptotiques des surfacss focalzs.

La relation (6.5) détermine pour les couples différents des surfaces correspondantes
(c-a-d. pour ay,a,,a; différement données) les K-transformations différentes
H(%4, 2,) qui réalisent un contact analytique du premier ordre des courbes (6.4) de
ces surfaces. La condition nécessaire et suffisante pour que toutes ces K-transforma-
tions soient les mémes pour tous les couples de surfaces correspondantes arbitraires
est: la relation (6.5) est vraie pour a,, a,, a3 arbitraires. En posant nuls les coefficients
de ay, a,, a; dans (6.5) on obtient le systéme de 3 équations linéaires en 4, et 4, dont
les solutions possibles sont (o + 0, arb.):

(6.7) A= — ¢y Ay =0y
(6-7)” )‘l = Cys A, = — ¢, en supposant
(6.7)" A= — 0Cy, Ay = 0C, J

Cg“z + C%/ﬂ =0+ Cgﬁz + c%cxl, cie; ¥ 0,
c§a2 + cf[)’1 +0= c§ﬁ2 + cfocl, ¢, +0,
lc§a2 + 2B, =0 = 2B, + clay, cic, ¥ 0.
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On voit des suppositions dans la relation (6.7), resp. (6.7)" et d’aprés (1.11) et (6.4)
que les surfaces de la décomposition canonique des déformations projectives
examinées sont tangentes le long d’une des couches de courbes asymptotiques de
la 2¢ ou 1 surface focale.

Dans le cas (6.7)"”, Let L' sont des congruences W et la décomposition canonique
est confondue avec la décomposition des congruences le long d’une des couches de
courbes asymptotiques des surfaces focales. Dans ce cas et seulement dans ce cas
la K-transformation relative a I’homographie osculatrice réalise aussi un contact
analytique du premier ordre des courbes (6.4).

On peut démontrer sans peine que la déformation projective des congruences L
et L' ne peut pas étre une déformation demisinguli¢re c.-a-d. que I'on a ¢,c, * 0.

La question de I’existence de ces couples de déformations projectives est examinée
dans le chap. 7.

Silonaa, =0, 0uay= 0, alors sur les variétés (Q) et (') il y a encore, outre les
courbes (6.4), d’autres courbes pour lesquelles la K-transformation correspondante
a ’homographie tangente réalise un contact analytique du premier ordre. Soit alors
c,w; — c,0, + 0; la condition nécessaire et suffisante pour que le contact des
courbes déterminées par 1’équation différentielle

(6.8) aw; —bw, =0, a:b=*c :c,, (a, barb),

sur les variétés (Q) et (Q') soit un contact analytique du premier ordre est qu’il
soit vrai (en nous bornant au cas a; = 0)

[(21(01 + /12(02) a; + ((lz - Cz) Brw, — ()~1. + cl) C‘1‘02) 02] :(C1w1 - Czwz) a, =
=a,:a,,
c.-a-d.

(6.9) [(A4y —ec) b+ (2 + cr)alay + [(A — ) B2b — (44 + ¢;) xa]a, = 0.

Pour les courbes déterminées par I'équation différentielle (6.8) (a, b arb.) situées
sur les surfaces décrites sur les variétés (Q) et (') par les points dont les coordonnées
satisfont aux relations ay = 0 et qui se correspondent dans la correspondance
(5.3), il existe co' homographies qui réalisent un contact analytique du premier
ordre de ces surfaces. Parmi ces homographies il existe juste une qui réalise pour
chaque couple de surfaces correspondantes le contact analytique du 1°" ordre de
ces surfaces sur les variétés (Q) et (') dans les points Q et Q' correspondants; autant
qu’il est vrai a? + oy B2 + 0, alors 'homographie mentionnée est déterminée par
les relations (pour A, et 1) '

(6.9) (A4 —c)ay + (A4, — ¢3) Pra, = 0,
(A + cx)ay — (AL + ¢;)oya, =0,

qui résultent de (6.9) par annulation des coefficients de a et b.
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La condition nécessaire et suffisante pour que le contact analytique du 1°" ordre
de deux surfaces arbitraires, décrites par les points correspondants Q(a;, a,, 0) et
Q'(ay, a,, 0) soit réalisé par la méme homographie est: les coefficients de a, et a,
dans les relations (6.9)' sont nuls, c.-a-d. 1, = 4, = ¢; = ¢, = 0, mais C’est en
contradiction avec la supposition que c; et ¢, ne doivent pas étre en méme temps nuls.

Les homographies qui réalisent le contact analytique du 1°F ordre des courbes
(6.4) sur les surfaces correspondantes des variétés (Q) et (') ne sont pas déterminées
univoquement. Est ce qu’il y a des homographies qui réalisent un contact analytique
du 2° ordre?

Si d signifie la différentiation le long des courbes (6.4) sur deux surfaces cor-
respondantes des variétés (Q) et (Q') et H est 'homographie qui réalise un contact
analytique du 1°" ordre de ces courbes, alors on obtient de (6.1), (6.2), (1.17) et (1.18),
en substituant d’apres (6.4) 0, = oc,, w, = o¢y, 0 * O

(6.10) HQ =@, HdQ =d4dQ’,

(6.11) HaQ =a%Q" + §,[A,45] + §,[A;45] + §3[Ap45] +
+ @u[A14L] + §5[4545],

ol @, @,, B3, Pa, @5 sont les valeurs des formes

(6.12) @y = d(my — my) + (my — m}) (011 + @35) — MyTsy + M3Tyy — MuTy; +
+ mstyy + (1) (cyo) — c,0,) + A 2(mywy — msw,) —
= A(dms — myo, + myn0, + myPiw, + ms(w,, + 33)) +

+ Aa(dmy + myo, + myPywy + maynyop + my(or; + @4)),

(613)12 @2 = d(m, — my) + (.) (cy0y — €,0,),
@3 = d(my — ’"'3) + (')(_Clwl - Czwz) 5

(6.14); , @4 = + (m; — m)) 0, + Li(muw, — mswy) + () (c;0; — c,0,),

s = — (my — my) o, — I(muw, — mswy) + () (cyo; — c,0,),
pour d = d, w, = gc,, w, = oc,(o + 0) et Ay, 1, qui sont des solutions de I’équa-
tion (6.5).

La condition nécessaire pour que H réalise un contact analytique du 2° ordre des
courbes (6.4) des surfaces sur les variétés (Q) et (') est ¢, = @5 = 0, c.-a-d.

(6.15) A[2a5¢e, + (azﬂz + 5’39‘2) ¢ - (azery + asﬁl) Cﬂ -
- Cl[az(ﬂzcg + 0‘1"?) - a3(a2c§ + ﬁlc%)] =0,

Zo[2as¢i¢; + (a2Bs + asn;) 3 — (ay00 + asfy) ¢i] —
- cz[”z(ﬁz"i + “ch) - ‘13(“20% + ﬁlc%)] =0.

Les solutions 7, et 1, de ces équations (autant qu’elles existent) satisfont aux relations
(6.5) comme on voit sans peine en faisant usage de la substitution.
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De la relation (5.6), on obtient d’aprés le lemme de Cartan
(6.16) Ty = C30;, T4y = C40y ;
il en résulte en général

(6'17) P.%0, ¢, =a, a<c1w1 - Czwz) £0,
@3 = — a; a(clﬂh - Czwz) =0;

alors, en général, les homographies qui réalisent un contact analytique du 2°
ordre des courbes (6.4) dans les points correspondants des surfaces des variétés (Q)
et (Q') wexistent pas.

En prenant la notation [4}4]] = a

’

ij» la droite H-linéarisante de la droite

(6.18) [o; da]
est la droite
(6'19) [Q'; P11, + Pra13 + P3a34 + Paais + ‘ﬁsalzs] .

Si H signifie ’homographie (5.8) ou 4; = 1, et A, = 1, sont solutions des équa-
tions (6.15) et aussi de (6.5), alors la droite H-linéarisante de la droite (6.18) est

(6~20) [Q; piai, + Prats + (ﬁ3a'24] >

olt ¢, alesens évident. La droite H-linéarisante est donc située dans le plan cor-
respondant de la congruence de plans A’'.

Passons enfin au cas de la déformation projective singuliere, c.-a-d. ¢; = ¢, =0
et alors Let L' sont des congruences R; en autre il est vrai

(621 2,0, — B1fi, = 0

(voir [2], chap. 4).

Supposons que ay, a,, a5 soient données. De la relation (6.2) on voit que I’homo-
graphie (5.8)" réalise un contact analytique du 1¢ ordre des courbes sur les surfaces
des variétés (Q) et (Q') si et seulement si 'on a

(6.22) (2401 + 2,m,) ay + (Af,0; — A1040,) ay + (A0, — A4 Biw;) az =0

ce qui est une relation entre les rapports A, : 4,, w; : w, eta, : a, : as.

Ily a o' homographies tangentes (déterminées par les relations (6.22) pour A, et
A,) qui réalisent un contact analytique du 1° ordre des courbes aw, — bw, = 0
(a, b sont arbitraires, pas en méme temps nuls) sur les surfaces des variétés (Q)
et (Q’) qui correspondent aux congruences dans la déformation projective singuliére.

La condition nécessaire et suffisante pour que les homographies mentionnées
soient les mémes pour toutes les courbes des surfaces considérées (donc pour que
le contact de ces surfaces soit un contact analytique du 1 ordre) est: les surfaces
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sont situées sur les variétés singuliéres (F) et (F') formées par les coniques F et F’
des variétés (Q) et (Q') (voir [4], p. 180) comme on voit des relations obtenus par
annulation des coefficients de w; et w, dans (6.22). Pour 4, et A, on obtient ,a; +
+ Ay(ayB, + xya;3) = 0.

L'homographie osculatrice Ho(%, = 4, = 0) réalise un contact analytique du 1°'
ordre des variétés (Q) et (') qui correspondent aux congruences dans la déforma-
tion projective singuliére, car la relation (6.22) est remplie identiquement pour a, :
ta,:a;et w;:w, arbitraires.

Pour un couple arbitraire de points correspondants Q et Q' (d signifie la différen-
tiation sous la condition (6.22)) il est vrai (¢, = ¢, = 0):

(6.23) HQ =@, HdQ=de,
(6.24) Hd2Q = d2Q" + §,[A1Ay] + ¢u[A14L] + ps[A345]

Ol @1, (a @5 sont les valeurs des formes @, ¢4, @5 données par les relations (6.12)
et (6.14) dans lesquelles on a substitué

,
(6.25) My — My =Ty, = Ty = Tyy = Ty =T33 = Tgy =0

et d’aprés (6.16) et (6.22).
La condition nécessaire pour que le contact considéré soit du 2° ordre est ¢, =
= @5 = 0, c.-a-d.
(6.26) M[2a 0,0, — ay(a,05 — Bo7) — ax(Biw) — 0,0])] =0,
/12[2‘7#01“’2 - az(“xwg - ﬁzwi) - as(ﬂﬂ”% - o‘zwf) =0
Les relations précédentes sont vraies si la relation

(6.27) i =2=0

ou la relation (1.13) ou simultanément les relations (6.27) et (1.13) sont valables.

Passons a I’étude des cas particuliers. La K-transformation correspondant a I’ho-
mographie osculatrice Hy (2, = 4, = 0) réalise un contact analytique du 2° ordre
des courbes

(6.28) [ayw, + (ayf;, + a30,) 0] cuw, + [a;0, — (a0, + a3f;) w,] c;0, = 0 ;

sur deux surfaces correspondantes arbitraires des variétés (Q) et ()il y a deux
couches de courbes d’une telle propriété. On obtient la relation (6.28) de la relation
@ = 0 en substituant d’aprés les relations (6.27), (6.25), (1.18) et (6.16).

D’aprés (6.21) on a B, = ouy, o, = of; (o + 0); la relation (6.28) est remplie
identiquement pour w, : w, arbitraire si et seulement si on a

(6.29) a; =0, (oc, — c3)(ayy + azfy) =0,

ou le facteur oc, — c3 n’est pas nul. La K-transformation relative a ’homographie
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osculatrice réalise le contact analytique du 2° ordre des variétés (Q) et (Q') dans les
points

(6.30) QO: By —ay) et QO:fy:—ay),

ceux-ci sont les images secondaires de Klein des complexes osculateurs des droites
de Let L' qui sont des congruences R et inversement. Cet énoncé-la signifie I’extension
du théoréme dans [5], chap. 4: La condition nécessaire et suffisante pour que Let L’
soient deux congruences en déformation projective singuliére est: la K-transformation
relative a ’homographie osculatrice réalise un contact analytique du 2° ordre des
surfaces engendrées dans I’espace de Klein par les images secondaires des complexes
osculateurs (cf. aussi le théoréme dans le chap. 5 de ce Mémoire.).

Soient maintenant les relations (1 A3) et 2,4, + 0 valables. La condition nécessaire
et suffisante pour que, sous la supposition citée, le contact des courbes des variétés (Q)
et (') soit un contact analytique du 2° ordre est: outre (1.13) les relations (6.22) et
@1 = 0 (1,2, + 0) sont vraies; on voit sans peine que ces relations ne doivent pas
étre valables pour a, : a, : ay arbitraire et alors en général le contact n’est pas un
contact du 2° ordre.

La condition nécessaire et suffisante pour que sous la supposition 4, = 4, =0
et (1.13) le contact des courbes de deux surfaces correspondantes soit un contact
analytique du 2° ordre est: les relations (1.13) et (6.28) (Jinéaires par rapport 4 a; :
1a, :ay et quadratiques par rapport a o, :wz) sont en méme temps vraies. En
général, ces relations-1a ne doivent pas étre vraies simultanément; or p. ex. pour les
points (6.30) elles sont remplies identiquement.

7. Nous allons étudier I’existence et la généralité des couples des congruences L
et L' en déformation projective nonsinguliere dont les surfaces de la décomposition
canonique sont tangentes le long d’une des couches de lignes asymptotiques de 'une
ou d’autre surface focale (dans le cas des congruences W le long des couches de
lignes asymptotiques correspondantes). Nous avons décrit les propriétés géomé-
triques de ces congruences dans le chap. 6, p. 194—195.

Supposons que Let L' ne sont pas des congruences W. Alors on obtient les paires
de congruences considérées en intégrant le systéme de Pfaff composé des équations

(7'1) Wy = w3 =0,

(7.2)1-4 Wiy = 040, Wy = 0,01, O3 = B0y, O45 =10,
(7.3) Ty =T33 =T14 =0,

(7'4) Tyr = Ta3 = T4 = 0,

(7-5) Taa = T43 =0,

(7.6) =21y = 215, = 2133 = 2144 = €, — C00;,

(7.7) Taz = frc20y + 03¢0,

(7.8) T4y = 050,00, + Bieo,,
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sous la condition
(7.9) cay + 2, =0 ou cif; + oy, =0

qui signifie que les surfaces de la décomposition canonique ¢;w; — c,w, = 0 sont

tangentes a la premiére ou a la seconde surface focale le long d’une des couches de

courbes asymptotiques (1.11), ou(1.11),. Nous nous bornons seulement au cas (7.9),.
La différentiation extérieure des relations (7.1)—(7.9) donne

(7.4)* [w3,0,] + [dy0,] =0, [w40,] — [4B,0,] =0,
[doz0,] + [0410,] =0, [4Br0,] — [w3,0,] =0,

(75 [t101] =0, [re0,] =0,

(7.6)* [4cy0,] = [4c,0,] =0,

(1.7 o [1310:] = Bofrazwi] + [@32; 0y = c;00,] =

— ¢y[dBy01] — ¢y[doyw,] — By[dc,0(] — ay[dei0,] =0,

(7-8)* 0‘2[742601] - ﬁ1[731w2] - [a)41; C10y — Czwz] - 52[4“26"1] -
- ci.[AﬁﬂUz] - 0‘2[4'52501] - ﬁ1[AC10)2] + (“205 + ﬁ10%) [a)la)z] =0

et par différentiation de (7.9), on obtient
(7.9)* 2c,adc; + 2¢,8,4¢, + ciday + 348, = 0;

les relations précédentes forment la fermeture du systéme discuté. Les relations (7.1),
(7.3) et (7.4) n’etrainent aucune relation extérieure. Nous avons posé dans la fermeture

(7.10) doy = doy + a,(20,, — 0y — W44),
(7.11) Aoy = day + 020y — Wy, — w33),
(7.12) Ay = dBy + Bi(w,yy + w33 — 2m4,),
(7.13) APy = dB, + Pa(wyy + w44 — 2033),
(7.14) de; = de; + ¢4(wy; — ©33),
(7.15) dc, = dcy + cy(wyy — w44),

et fait usage des relations

(7.16); -4 d(oycy) + 0562wy, — w33 — Wyy) = ¢y doy + aydcy,
d(oye,) + 226,(20,; — w33 — @u4) = 40, + ay4c,,
d(.BLCL) + ﬂlﬁ(wu + Wy, — 20)44) = c;4f; + Bidcy,
d(ﬂzcz) + facy(wyy + @yy — 26033) = c,4f, + Brdc, .
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Le systtme discuté des équations de Pfaff (7.1)—(7.8) est en involution et nous
arrivons au résultat suivant: la classe des paires de congruences L et L' dans la
déformation projective nonsinguliére (L et L ne sont pas W) dont les surfaces de la
décomposition canonique sont tangentes le long d’une des couches de lignes asym pto-
tiques a l'une ou a I'autre surface focale existe et dépend de neuf fonctions arbi-
traires d’une variable.

Soient Let L’ des congruences W. En faisant usage de la particularisation du repére
de fagon que

(7-17) === =—w==-f=—a=—-F=1,

(voir [2], chap. 2, ou [5], chap. 4) alors la classe des paires de congruences W
envisagées est déterminée par le systéme des équations de Pfaff

(7.18) Wy, = 0,3 =0,

(719) Wiz = — Wy = — W34 = Wy¢,
(7.20) Wiy = Wyq = Wy3 = O3,
(721) 204y = =204, = (t; + z;) 0y + (1, + 2,) @,

(7.22) 2033 = =20y, = (t; — z) 0y + (1, — z,) 0, ,

(7.23) 035 =(z, — )y + (2, — 1) @,

(7.24) 0y = — (2, + ) o, — (2, + t;) 0,

(7.25) Tia =Ty =0,

(7.26) Ti3 =Ty = T30 =0, T, =Ty =T43 =0,

(7:27) 2ty = =215, = 2733 = =214, = F T35 = F T4y = (1] — 1) (01 £ @)

sous la condition que

(7.28) tp—t, =2 (th —t;) 0
et
(7:29) Z, =2y, Z,=25.

La relation (7.28) résulte de la comparaison de I’équation différentielle de la
décomposition canonique (t; — t;) w; + (t5 — ;) w, = 0 avec I’équation différen-
tielle des courbes asymptotiques w, + w, = 0. Si dans la relation (7.28) le signe
supérieur (+) ou le signe inférieur (—) est valable, les surfaces de la décomposition
canonique sont tangentes aux surfaces focales le long des courbes asymptotiques

w; + w, =0, ou w; — w, = 0 respectivement.
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Par la différentiation extérieure de la relation (7.27) on obtient ([dw,] =
= — z,[w0,], [do,] = z,[w,0,])

_2[T31€01] = “2[T42w2] = 2[731601] = 2[7420’2] =4,
' + [731602] + ["-'420)1] +
T2 -6 =12+ 18+ 2 — 1) (2 F ) [00,] = 4,
+ [T4zw1] + [mwz] +
+ (t;2 — t; - t'lz + tf - 2(t'1 - 11) (21. ¥ 22)) [wxwz] =4
ou

A=[d(t] — ty); 0 + 0] + (1] — 1) (£ 2, — 2,) [w,0,] .

Des relations précédentes il résulte en premier lieu A = 0, et ensuite (1] — 1;).
(zi F z2) [w,0,] = 0, de sorte qu’ on ait ((1; — t,) [w,w,] * 0)

(7.30) zy =+ z,.

En faisant usage de (7.30) on obtient par différentiation extérieure du systéme
(7.18)—(7.27) Ies relations

(7.21)% [w310,] = [w40,] — 2[w,0,] =0,

(7.21)3 [w310,] + [w40,] + [dzy; 04 + ©,] =0,

(7.22)*  [dtyo,] + [dt,w,] F z4(t; F 1) [0,0,] = 0,

(7.23)*  [dt,o,] + [dtyo,] + 3z4(1; F 1,) [w0,] = 0,

(7.24)* [04,0,] + [03;0,] F [dzy; 0, £ 0,] — (] — 13) [0,0,] =0,
(7.27)% [t5;0,] =0,

(7.27)5  [re0,] =0,

(7275 [d(t, — t1); 0 £ 0,] =0,

(7.27)% [t0,] + [t310,] = (67 — 15 — 152 + 13) [0,0,] = 0,
et de (7.28) Ia relation

(7.28)* _ dry — dt, = + (dr, — dty) .

La différentiation extérieure des relations (7.18)—(7.20) et (7.25)—(7.26) n’entraine
aucune relation extérieure.

Le systéme discuté n’est pas en involution. Quoique, par des prolongements
successifs, le nombre des relations extérieures dans les fermetures et le nombre des
formes de Pfaff inconnues diminuent successivement (le nombre des formes de Pfaff
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reste toujours d’une unité plus grand que le nombre des relations extérieures) on est
amené, en essayant de mettre le systéme envisagé en involution, a effectuer des
calculs treés longs et compliqués parce que quelques unes des relations entre les

fonctions sont quadratiques.
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Pe3womMe

K TPOEKTUBHOMY W3rMBAHUIO JUHENYATBIX KOHTPYSHLUN
BJIAIMMUP I'OPAK (Vladimir Horak), bpHo

BropocrteneHHbple 00pa3bl KacaTeJIbHbIX KOMIJIEKCOB 2 NPOU3BOJBLHONW NPSMOMK
KOHrpysHuuy LipocTpanctsa Py (¢ HEBBIPOKACHHBIMU (OKAIBHBIMU IOBEPXHOCTSI-
Miz) oGpasytor B npocrparcrse Kieitna Pg nnockocts P 9TH IUIOCKOCTH ompefe-
JIFOT B IPOCTPAHCTBE P5 KOHIPYIHIMIO TIOCKOCTEH A, KOTOpast ABIAETCS 4-MePHBIM
TOYCYHBIM MBOT006Pa31eM, KOTOPOEe MBI 0GO3HAYUM CHMBOJIOM (L2).

IMycts Lu L' — 1Be KOHTpYIHIMK YKa3aHHOTO THMNA, KOTOPbIE HAXOIATCS B pa3Bep-
ThIBatomeMcsi npeodpasosanuu 1. IIpeobpasoBanue T OCyNIECTBIISIET MEXIy IUIOC-
KOCTSIMH KOHTPY3HIMi A U A’ COOTBETCTBHE, IPUUYEM COOTBETCTBYIOT JIPYT JIPYTY
rutockoct P, v P), TOUKM KOTOPBIX BJISIOTCS BTOPOCTENEHHBIMU 00pa3amiur Kaca-
TEJIbHBIX KOMIIEKCOB NPSIMBIX, COOTBETCTBYIOIIMX OJHA APYIOH B Pa3BepThIBAIO-
uteMest npeobpaszoanun T. Kaxmoe npeoGpa3zoBanue npocrpaHctBa Kielina
(K-npeo6pasosanue), COOTBETCTBYIOIEE NPOW3BOJILHO BHIOPAHHON KacaTEIbHOMN
KOJUIMHealu npeobpasosanust T, onpelesisieT TOYeYHOE COOTBETCTBHE, KOTOPOE
npeacTasigeT coOol Iaxe KOMIMHEAMIO MEXIY TJIOCKOCTAMH P, u P’ u, ciemosa-
TEJABHO, TAKKE TOUCYHOE COOTBETCTBHE MEX/Iy MHOTOOOPA3UIMU (Q) u (Q).

ABTOD K3yuaeT CBOMCTBAa ONUCAHHBIX KOJUIMHEAIMH MEXAY TOYKaMM IMJIOCKOCTel
P, v P, T.e., nHaie roBopsd, MeXIy MHOXKECTBAMU KacaTEJbHBIX KOMILIEKCOB
NPSIMbIX, COOTBETCTBYIOLIMX 11pyf Ipyry B npeobpa3oBaHuu T, © IPUBOOUT HEOOXO-
JIKMBIC M TOCTATOYHBIC YCIOBHUS LTSt TOTO, 4Tc0bl T ObUTO (pOKaIBHBIM M3TMOaAHUEM,
TOYEYHBIM WIH TJIOCKUM M3rHO2HMEM, MPOCKTUBHBIM U3TMOaHUEH U JIP.



K-npeoOpa3oBaHusi, COOTBETCTBYIOL[ME KACATEIbHBIM KOJUIMHEALUSIM He OCy-
LIIECTBJISIIOT, B OOLIEM Cilyyae, aHAJUTHYECKOE KacaHue 1-oro mopsiika KOHTPYdH-
muit A u A’. Eciiu ke cyuwectByer K-npeoOpa3oBaHue, OCYIUECTBISIOLICE KACAHHUE
1-0ro MopsAKa YMOMSHYTBIX KOHTPYIHUMiH, TO T sBIASCTCS MPOCKTUBHBIM U3ruba-
HUEM; TIPU TOM KacaTelbHash KOJUIMHEALWsl, COOTBETCTBYIOLAs 9ToMy K-mpeoGpa-
30BAHUIO HE SIBJSIETCS, B OOLIEM Cilyyae, CONMPUKACAIOLUEHCS KOJUTMHCALUe. AHAIO-
IMYHBIM 00pa3oM XapakTepusyeT aBTOp npeoOpa3oBanus T, KOTOpPbIE SIBJSIOTCS
(hoKaIbHBIMU U3rHOAHUAMHU.

MbI pasinyaeM NPOEKTHBHBIC MU3rHOAHUS 0COOBIE, MOIYOCOObIE 1 HEOCOObIE (CM.
[1], ora. 7). Ha ocHOBaHMHM reOMeTPHYECKHX CBOHCTB TOYEYHO M IIOCKOCTHO aCCO-
IMPOBAHHBIX KOJUIMHeauui, BBeqeHHbIX O. UEXOM, onuchiBaeT aBTOpP MPEIbIAY-
L{ME THITbI POSKTUBHBIX U3rHOAHUI U IMOKA3BIBAET, YTO KaCAHUE KOHTPYIHIuiA A u A’,
ocyuiectBisiemMoe K-1mmpeo6pa3oBaHueM, COOTBETCTBYFOLIUM CONPUKACAIOLIEHCS KOJI-
JIMHEANUH, SIBJISETCS AHAJIMTHYECKMM BTOPOTO MOPSAKA TOTAA M TOJBKO TOT/A,
kormga T — ocoboe w3ribanue, v, cireaoBaTesibHo, Ly L' npeacraBistor coboi KOoH-
rpyasuuu R. (Cp. aHasornyHelii pe3yibrat aBropa B [5], ora. 4.)

B 3aKuttodeHMe U3ydaeTcss MHOXeCTBO 002 K-npeoGpa3oBanmii, COOTBETCTBYFOLIMX
OMNpE/ICICHHBIM KACATEIBHBIM KOJUTMHEAUHUSIM, OCYLICCTBIISIIOILMM aHATUTUYECKOE
KaCAHME TIEPBOTO MOPsiaKa KOHrpysHIuit A u A’ (3Hauut, T ecTb IPOSKTUBHOE H3TH-
GaHue) M ONpeJe/IMIOUMM OZHO M TO e OJHO3HAYHOE TOYEUHOE COOTBETCTBUE
MHOT00Gpa3uii (2) 1 (Q'). Cpenu s1ux K-npeoGpa3oBaHuii HMEIOTCS TAKKE, KOTOPHIE
OCYLIECTBIISFOT aHAJIMTHIECKOE Kacanue 1-oro mopsiaka muorooGpasuii (Q) u (Q)
B OOIIeif TOYKe TOTHA W TOJLKO TOrAa, korga T SIBJISETCS OCOOBIM NMPOEKTHBHBIM
n3rudaHueM. IIpu 3THX YCIIOBUSIX Yepe3 Kaxkable ABS COOTBETCTBEHHbIE TOUKY 1 Q'
TIPOU3BOJIBHO 3aJaHHBIX COOTBETCTBYIOIIMX JpPYr JpPYry HOBEPXHOCTEH MHOTO-
o6pasuit (Q) u (Q') npoxomAT ABe KPUBBIE, MEXITy KoTOpbiMit K-npeobpasoBanue,
COOTBETCTBYIOIIIEE COMPHUKACAIOLICHCS KOJUTMHEALMH, OCYLLECTBISIET aHAJIUTHYECKOE
KacaHue 2-0ro mopsiika; To xe K-mpeoGpa3oBaHHE OCYLUECTBIISICT AHAIUTHYCCKOE
KacaHne 2-0ro mopsigka MHorooGpasuii (Q) m (Q') B Toukax, KOTOpPBIE CIykKaT
BTOPOCTENEHHBIMM 00pa3aMU COINPUKACAFOIIMXCS KOMIUIEKCOB PacCMaTpPUBAEMBIX
KOHTPY3IHUUH.

Ecnu xe T He sBISETCS OCOOBIM M3rMGaHueM, TO (€CIM OrpaHMYMTBCS TOJIBKO
KACATEIbHBIMA KOMILICKCAMH, KOTOPBIC HE SIBISIOTCS CIICUUAIIbHBIMI) CYILECTBYIOT
K-nipeoOpa3oBaHus, OCYLIECTBIISIOIME aHAMTHYECKOE KacaHue 1-oro mopsika, HO
TOJIbKO TeX KPUBBIX MHOrooGpasuii (Q) u (Q'), KOTOpble COOTBETCTBYIOT KAHOHH-
YeCKOMY Pa3JIOKEHHIO KOHrPYIHIMA L ¥ L OTHOCHTENILHO pPaccMaTpUBAEMOTO
MpOeKTHBHOrO M3rnOanus 7.
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