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Czechoslovak Mathemutical Journal, 19 (94) 1969, Praha 

MITTELWERTSATZE DER GITTERPUNKTLEHRE 

BRETISLAV NOVAK, Praha 

(Eingelangt am 12. Oktober 1967) 

L EINLEITUNG 

Sei г eine natürliche Zahl, r ^ 2 und sei 

r 
(1) ß(w) = Q{uj) = X ^ij^^j 

i,j=i 

eine positiv definite quadratische Form mit ganzzahUgen Koeffizienten und mit der 
Determinante D. Seien weiter fei, 2̂» •••,&,• ganze, M^, M2,..., M^ natürliche und 
ai, аз,. . . , â  reelle Zahlen. Für x > 0 setze man 

r 

(2) - Ä{X) = X e^P (27îi E ĵWj) ' 

wo über alle Systeme Wi, M2, ..., ŵ  reeller Zahlen, für die Q{uj) й x und Uj = 
= by (mod Mj), j = 1, 2,. . . , r ist, summiert wird. Sei weiter 

M = 

und 

Mx*"/̂  exp {2ni X a.bj.) 
F(x) = izi 

^^ r ( ( r /2)+l ) 

(̂  = 1 falls alle Zahlen a^M^, азМз,..., â M^ ganz sind, sonst ö = 0). 
In der Arbeit [6] wurde bei den obigen Voraussetzungen die Funktion 

(3) Pix) = A{x) ~ V{x) 
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untersucht und es wurde unter anderem bewiesen, dass 

(4) P{x) = Oix'^^-^) für г > 4 , P{x) - 0{x Ig^ x) für r = 4 

ist (im Falle von rationalen Zahlen a ,̂ a2, ..., â  gibt diese Ergebnisse schon LANDAU 

[4], S. 148 an). 
Wie bekannt, ist die Abschätzung (4) im allgemeinen definitiv. JARNIK (bei Landau 

[4], S. 162) zeigt, dass im Falle 

(5) Mj=l, bj = aj = 0 (j = l ,2 , . . . , r ) 

(für r ^ 2) 

(6) P{x) = Q{x'^^~') 

gilt und sein Verfahren ist auch allgemeiner im Falle ^ = 1 anwendbar. WALFISZ 

erweiterte in der Arbeit [11] die Geltung von (6) auf den Fall, dass die Zahlen 
aj, «2,..., â  rational sind, г ^ 4 und mindestens eine der dazugehörenden verallge­
meinerten Gaussschen Summen (siehe § 2) von Null verschieden ist. Ein anderer 
einfacher Beweis (sogar für г ^ 2) dieser Behauptung ist in [9] (Satz 2) gegeben. 
Sind aber die Zahlen ai, a2,..., â  rational und alle dazugehörende verallgemeinerte 
Gausssche Summen gleich Null, so ist für r ^ 4 

P{x) = 0(x^/^ lg x) 

und Walfisz [11] beweist mit Hilfe der Theorie der Modulformen sogar (immer für 
r ^ 4) 

(7) P(x) = 0(x'-/^-i/^^). 

Die Lücke zwischen der Abschätzung (7) und dem alten Ergebniss von Landau 
([4], S. 71-84) 

(8) Р(х) = ф( ' -^>/^) , 

welches für г ^ 2 gilt, sobald A{x) ф 0 ist (sogar für eine beliebige positiv definite 
quadratische Form Q und beliebige Systeme b^ 2̂? • • •» r̂? ̂ u ^2» • • •? î-> ^i? 0̂2? •• • 
..., â  reeller Zahlen, Mj > 0, M2 > 0,..., M^ > 0) lässt sich wahrscheinlich mit den 
zur Zeit zu Verfügung stehenden Mitteln nicht vollkommen beseitigen. 

Im Zusammenhang mit dem Studium der Funktion (З) entstand noch das Problem 
der Untersuchung ihres Mittelwertes d. h. der Funktion 

(9) r (x)=V(M(x)/x) , 
WO 

(10) M(x)= PTOl'dy 
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ist (siehe z. B. Landau [4], S. 85 — 94, Jarnik [1] —[3] usw.). Es ist zu erwarten, dass 
das Studium der Funktion (10) weniger schwierig sein wird, da es sich um eine nicht­
negative, nichtfallende und stetige Funktion handelt. 

In dieser Arbeit beschränken wir uns erstens auf die Untersuchung der Funktion 
(10) unter der Voraussetzung, dass die Zahlen a-̂ , a2,..., â  rational sind und bewei­
sen folgende Sätze: 

Hauptsatz 1. Es seien die Zahlen a ,̂ (X2, ^..^oc^ rational. Dann gibt es eine nicht­
negative, nur von ß, Mj, M2,..., My, bi, b2,..., by, Œi, a2,..., â  abhängige Kon­
stante К so, dass 

(11) M{x) = Kx'-^ + 0{g{x)) 

für г ^ 4, 

(12) M{x) - Kx^ lg X + 0{x^ Ig /̂̂  x) 

für r = 3, wo g{x) = x^~^ für r > 5, g{x) = x^ Ig^ xfür r = 5, g{x) = x^^^' lg xfür 
r = 4, 

Der Wert von К ist genau dann von Null verschieden, wenn mindestens eine der 
zugehörigen verallgemeinerten Gaussschen Summen^) von Null verschieden ist. 

Diesen Satz beweist Jarnik in der Arbeit [3] unter der Voraussetzung (5). Unser 
Satz ist also eine Verallgemeinerung dieser Ergebnisse von Jarnik. Es ist noch zu 
bemerken, dass man das Ergebniss (11) für r > 5 allgemein nicht verbessern kann, 
da für r > 2 unter der Voraussetzung (5) (siehe [3], Satz 2) für jede von x unabhän­
gige Konstante K' 

M{x) ~ Kx'-^ - K'x'-^ = Q{x'-^) 

gilt. Ein Blick auf den Beweis lehrt, dass man dasselbe Ergebnis für г > 2 auch bei 
der schwächeren Voraussetzung ô — 1 erhält. 

Aus unserem ersten Hauptsatz folgt also für r ^ 4 die zitierte ß-Abschätzung von 
Walfisz und für r = 3 bekommen wir für К > 0 sogar 

P(x) = ß(xi/Mg^/^ x) . 

Wir wenden uns nun (immer unter der Voraussetzung, dass a^, 0C2,..., â  rational 
sind) zum Fall К = 0. Ist Ä{X) identisch gleich Null (z. B. Q{uj) = ul + ul •{- ,.. + 
+ Uy, bi = 1, Ml = 2, ai = i, bj = 0, aj = 0, Mj = 1, j = 2, 3, . . . ,r) ist das 
Problem trivial und dieser Fall wird von unseren weiteren Erwägungen ausgeschlos­
sen. Im singulären FalP) (d. h. К = 0 und A(x) ф 0) folgt aus der Arbeit [10] von 
Walfisz über Modulformen für r ^ 4 die Gültigkeit der Beziehung 

M{x) = Kox'l^^^f^ + 0{x'l^ Ig^ x) , 

)̂ Siehe § 2. Eine Darstellung von К wird man in § 3 finden. * 
^) Die Existenz des singulären Falles wurde von Walfisz in [11] gezeigt. 
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wo Ko eine positive, nur von Q, M^, M2, . . . , M^, b^, b2, .-•, b^, a^, а з , . . . , of,. ab­
hängige Konstante ist. Für diesen Fall beweisen wir für r ^ 2 auf eine einfachere 
Weise den folgenden Satz (der für r ^ 4 etwas schwächer ist als das Ergebnis von 
Walfisz). 

Hauptsatz 2. Im singulären Fall gibt es zwei positive, nur von Q, M^, M2, .-
..., Mj., bj , ^2 , . . . , bj., oci, a2 , . . . , â  abhängige Konstanten KQI und KQ2 SO, dass für 
alle genügend grosse x 

(13) Когх'^^'-'^^ < M{x) < Ko2x''^^"^ 

gilt. 
Im singulären Fall ist also T{x) = 0{x^'~'^^^^) und T(x) = Q{x^'~^^^% was in 

einem gewissen Sinne die Abschätzung (8) von Landau rehabilitiert. 
Wir übergehen weiter zum Fall des allgemeinen Systems a^, a2 , . . . , oc,.. Aus (4) 

folgt, dass für r > 4 immer M(x) = 0{x^~^) gilt. Für r == 4 bekommt man aber 
mit Hilfe der Ergebnisse der Arbeit [6] nur M(x) = 0{x^ Ig^ x). Für г = 2, r = 3 
ist die Methode aus [6] nicht brauchbar. Für die Funktion M(x) kann man jedoch 
folgende Ergebnisse beweisen: 

Hauptsatz 3. Seien a^, a2, ..., â  beliebige reelle Zahlen und sei Л{х) nicht 
identisch gleich Null. Dann gibt es positive Konstanten K^ und K2, die nur von 
Q, Ml , M2,..., Mj., bi, 2̂» •••5 r̂? ^u ^2? -'-^OL^ abhängen so, dass 

für r > 3 

für r — Ъ und 

j^^^r/2 + 1/2 ^ j ^ ^ ^ ^ ^ K2X'~ 

K^x^ < M(x) < K2X^ lg X 

K^x^l^' < M{x) < K2^x^'^ 

für r = 2 ist. 
Man bemerke, dass diese Ergebnisse im allgemeinen definitiv sind (vgl. mit Haupt­

sätzen 1 und 2). 
Zum Beweis der angeführten Sätze benützen wir das Verfahren von Jarnik (siehe 

z. B. [1] — [3]) d. h. die Darstellung der Funktion (10) mittels eines Doppelkurven­
integrals mit Hilfe der entsprechenden Thetafunktion. Die Hauptsätze 1 und 2 
wurden ohne Beweise (für r > 5) in der vorläufigen Mitteilung [5] angeführt. 

* 2. BEZEICHNUNGEN UND HILFSATZE 

Solange ausdrücklich nicht etwas anderes gesagt wird, benützt man — ausser den 
im § 1 angeführten — folgende Verabredungen und Bezeichnungen: 
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Der Buchstabe с bezeichnet (verschiedene) positive Konstanten, die höchstens von 
der Form (l) und den Zahlen 

(14) bi, ^2,. . -, K, Ml > 0, M2 > 0, ..., M, > 0, ai, a2, ..., a, 

abhängen. Die Symbole 0, Q und о werden zu dem Grenzübergang x -> + 00 
bezogen und die in deren Definitionen auftretenden Konstanten sind vom „Typus c". 
Ist |Л| ^ cB, so schreiben wir kurz Л ^ Б; die gleichzeitige Geltung von А <^ В und 
В <^ А soll mit Л X В bezeichnet werden. 

Q, n und fe, eventuell mit Index oder Strich versehen, bedeuten immer natürliche, 
m, p und /г (wieder eventuell mit Index oder Strich) ganze Zahlen. Kommen (in 
Formeln, Beziehungen usw.) die Zahlen h und к gleichzeitig vor, sind sie immer 
teilerfremd, d. h. {h, k) = 1 (ebenso {h\ k') = 1 usw.), ^ bedeutet die Summation 

(m) 

über alle Systeme nii, Шз,..., m .̂ In der ganzen Arbeit wird vorausgesetzt, dass die 
Zahl X genügend gross ist, d. h. x > c. 

Die Funktionen MQ{X) werden rekurrent mittels der Beziehungen (t > 0) 

M,{t) = M{t) = [VWP dy , M,+ i(0 = См,{у) dy 
Jo Jo 

definiert. Für komplexes s mit Re s > 0 sei 

(15) 0{s) = 0{s; aj) = ^ exp ( - sQ{mjMj + bj) + 27ri f aj{mjMj + b,.)) • 
(m) j = l 

Die Reihe in (15) ist offenbar in jeder Halbebene Re s ^ e > 0 absolut und gleich-
massig konvergent; 0{s) ist also eine in der Halbebene Re s > 0 reguläre Funktion. 

Unter einem Integral wird immer das (absolut konvergente) Lebesguesche Integral 
gemeint. Ist d eine reelle Zahl bzw. Ш ein Intervall (beliebiger Art) mit den End­
punkten a und b(~oo^aSb^+ 00), so setzen wir 

/• /»d+ioo l*co 
/ ( s ) d s = f{s)ds= i\ f{d + it)dt 

J (d) J d— ioo J — 00 

bzw. 

f f{t)dt= Çf{t)dt 
Ja» J 

und (für s = (l/x) + it) 

f / (s)d(= Ï ff^ + it)dt, 

sobald die Integrale rechts existieren, und ähnlich in weiteren Fällen. 
Für reelles a und Re z > 0 bedeutet z^ den (regulären) Zweig der Funktion z**, der 

positiv für positive Werte von z ist. 
Wir führen nun ohne Beweis drei Hilfsätze an. 
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Lemma 1. Es sei a2 > a^ > Q, b2 > bi > 0, A ^ 1; /i ^ 1, v ^ 1; / ( s , s') sei 
beschränkt und regulär im Bereich 

^1 ^ Re s g a2 , fei ;â Re s' ^ ^2 • 

Dann gelten folgende Gleichungen, in welchen alle sechs Doppelintegrale den 
Integranden 

f{s. s') 

s^s'\s + sj 

haben und absolut konvergieren: 

f f{ . . . d s ' ^ s ^ f f{ . . . d s ' ^ d s = f ({ . . .ds^ds' = 
J (Ol) VJ (bi) / J (ai) \J (b2) / J (b2) \J («0 / 

= f ("f . . . d s ^ d s ' = f [ f . . . d 5 ' ^ d s = f [ f . . . d s ' ^ d s . 
J (bi) VJ (аг) / J («2) \J (bi) / J («2) VJ (bi) / 

Beweis. Siehe [3], Hilfssatz L 

Lemma 2.^) Für a,b > 0, Q <^ 1 ist 

wo 
r 

M exp (Ini Y, oCjbj) 
(17) F{s) = F{s; aj) = e{s; a,) ^ Ô , 

(18) G{s') = F{r)==F{s';-ocj). 

Ist ö = 0,so kann man das 0-Glied in (16) weglassen. 
Der Beweis verläuft analog wie in [3], Hilfssatz 2. 

Lemma 3. Für komplexe s, Re s > 0 ist 

(19) ®(^) = 7 , \ . . n ^ ^"-M".) ^^P 

/c 

^) Es ist zu bemerken, dass das Lemma 2 für eine beliebige positiv definite Form (1) und 
beliebige reelle Zahlen (14) gilt. 
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wo Q die zu Q konjugierte Form ist und wo 

^ / 2nih ^ . ^^ ^ . 2ni S-, m. , \ 

(Jie sogenannte verallgemeinerte Gausssche Summe) ist. Weiter ist 

(21) S,.,,(„) ^ /c /̂̂  

(22) \S,_,,a' = fc' s e'̂ P (2^^^ ( f Ö(/,M,) - i ^ i : / ,m , + ^ J _ ^ « o / A - b , ) ) 

r 
wo d = (k, IDYlMJ) und wo über alle Systeme fi,f2, •-; fr ganzer Zahlen, für die 

(23) 2 j] aijMiMjfj = 0 (mod d) , 
j = i 

1 -й fi ^ d [oder 0 ̂  fi < d), l = 1,2, ..., r, gilt, summiert wird. 

Beweis. Siehe [9], Lemma 1 und 2. 
Wir führen noch eine Bezeichnung an. Seien die Zahlen oc^, ^2,..., â  rational und 

sei Я der kleinste gemeinsame Nenner der Zahlen a^Mi, a2M2,. . . , oĉ M .̂ Für 
/c = 0 (mod я ) sei 

(24) iS/ĵ fe — ^h,k,(ajMjk) 

k 
Y exp ( - t ! ^ Q{ajMj + bj) + 2ni ^ a,(a,M, + b,) . 

Ist fe Ф 0 (mod Я) (d. h. mindestens eine der Zahlen a^M^k, азМзк, . . . , â M f̂e nicht 
ganz), so sei S,, ^ = 0. (Es ist zu bemerken, dass in [6] und [9] in diesem Fall die 
Zahlen Ŝ ,k auf eine andere Weise definiert worden sind.) Mit Hilfe dieser Bezeichnung 
kann man (für Re s > 0) ' 

schreiben. Man bemerke noch, dass für fc = 0 (mod Я) 

(2^) ^h,k = ^~h,k,(-ajMjk) 

ist. Diese Beziehung folgt sofort aus (24). 
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Die eben eingeführten Zahlen S^^^ sind die zu unserer Aufgabe gehörenden ver­
allgemeinerten Gaussschen Summen. Der singulare Fall entsteht also, wenn alle 
Zahlen S^^k gleich Null sind (a^, a2,..., â  rationale Zahlen, A{x) ф 0). 

Wir betrachten noch alle Brüche der Form hjk, wo /c ^ ^/x ist (die sogenannten 
Fareybrüche). Ist hjk soein Bruch, seien h'jk' und h^jk" die zu diesem Bruch be­
nachbarten Fareybrüche, h'jk' < K'jk", d. h. im Intervall {h'jk', h"lk") liegt ein 
einziger Fareybruch — nämlich /z/fc. Dann bezeichnen wir mit 23/, ,t das Intervall 

\ k + k' к + k"j 

Mit Hilfe bekannter Beziehungen (siehe z. B. [4], S. 249 — 250) kann man 

schreiben, wo TI ^ Ŝ  ^ 27i, 71 ^ З2 ^ 2n ist. Man setze weiter 

2n w = — . 
[Vx] + 1 

Es ist also w X x"^''^ und ЗЗод = ( —w, w]. Alle Intervalle Ŝ .fc sind punktfremd 
und offenbar gilt 

и ^h,k = (W, +C0) , и ^h,k = ( - 0 0 , - W ] . 
fc;h>0 k;h<0 

Setzt man in (16) а = b = x~^, s = x"^ + it, s' = x~^ + it\ so ergibt sich 
(absolute Konvergenz des Integrals nach Lemma 1) für ^ <̂  1, nach dem gerade 
angeführten, 

(27) 471̂  Mix) = X f [ 4^^—^, '̂̂ '"''̂  ̂ ^ ^̂ ' + ^(^^' ') ' 

wo über alle й, fc, ft', fc', für die к ^ ^/x, k' ^ ^ x ist, summiert wird (im Sinne unserer 
Verabredungen ist (й, /с) = 1, {h\ к') = 1). Aus diesem Ausdruck ist es ersichtlich, 
dass das Herleiten einiger Abschätzungen für die Funktionen F{s) und G{s') von 
Nutzen sein wird: 

Lemma 4. Sei s = x~^ + it. Seien beliebige reelle Zahlen. Ist 
t <^ w, dann ist 

(28) Ш^,сГ/^ + 1/2^ 
s 
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Ist 

(29) 
2nh\ 

< к ^x 

{d. h. nach (26) speziell für t e ^;,^) so ist 

(30) 

und für h Ф 0 

(31) 

F{s)< 
y.r/2 

k"^ [ 1 + t -
Inh , r /2 

^r/2 

k'^Hi + Inh 
~~k 

Jl2 

(32) 

Seien a j , «2, ..., a, rationale Zahlen. Dann gilt für t mit (29) 

M S . 
0(s) ^h,k 

k4s к ) 
< x' r/4 

wnJ daher im. singular en Fall 

(33) F(5) - 0{s) < x''"" . 

Beziehungen, die zu den Beziehungen (28), (30) —(33) analog sind, gelten auch 
für die Funktion G{s'\ 

Beweis (vgl. [3], Hilfsatz 5 und 6): Ist 5 = x~^ + it, t <̂  w, dann ist nach (19) 
und (21) für й = 0, ^ = 1 

Fis) <̂  ^̂  У exp 
^ (1 + xhy^ ^ ^ 1 + xH^ 

wo über alle m^ m2, ..., m, für die Q{{mjlMj) ~ aj) Ф 0 ist, summiert wird (also ist 
in der Summe Q{{mjlMj) - aj) ^ c). 

D'à{t < w Ж x'^^^) 

2^2 

ergibt sich sofort 

F{s) < 

1 + x^t 

^rl2 

> C, 

(1 + x't^y^ exp ex 
1 + x^r 
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und daher (^'e-'^ <̂  1 Шг (̂  e [0, +00)) 

F{s) ^ ^ r /4+1/2 

s Vi + x^t^ 

r/4+1/2 
exp ex 

1 + x^t 2,2 
^ ^ r / 4 + 1/2 

d. h. (28). 
Ist 5 = x"^ + it, \t ~ {2nhlk)\ <| Ijk^x und <5 = 0, dann ist F{s) = 0(5) und 

nach (19) und (21) 

e{s) < 
^r/2 

^ e x p I ум, ; 

( 
к^[\Л- x^ 2nh\ 

wo über alle m^, m2, •.., m^ summiert wird. Da nach (29) 

P I Л-х" 2nh > c, 

ergibt sich sofort (30). Die Beziehung (31) folgt aus (29). 
Seien nun oc^, a2 , . . . , â  rationale Zahlen, s = x"^ + it, \t — {2nhjk)\ <̂  \jk.^x. 

Dann ist nach dem Lemma 3 und der Definition der Zahlen S^^j^ 

e{s) MS,, 

k' s - 2nih r/2 < 

уГ/2 

< 
1 + X' 

2nh 2 \ r / 4 
E e x p 

7z^'xQ l—~ — Œfk 

k"^ k4l + x^ t -

wo über alle m^, m j , . - . , m,, für die Q({mjJMj) — (Xjk) ф 0 ist, summiert wird (also 
ist in der Summe Q{{mj\M^ — Ujk) ^ c). Ähnlich wie oben erhalten wir 

(34) e{s)~ 
MS, 

kUs 
2niKY'^ 

к 

< 

< x' ,f/4 
r /4 

1 + X' t -
2nh exp j ex 

fcM 1 + x^ 
2nh\ 
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Aus (34) und (31) ergibt sich (30) für й Ф 0. Die Beziehung (30) für й = 0 folgt 
unmittelbar aus (34). 

Zieht man in Betracht, dass ^'"e"''^ <̂  1 für ^ e [0, +oo) ist, ergibt sich aus (34) 
auch (32) und daher (33). Der Rest vom Lemma ist klar. 

Wir bemerken noch, dass für s = x~^ + it, s' == x~^ -h if 

(35) < 
s + s' 1 + x\t + t'\ 

(36) e"(̂ +*'> <4 1 (für Ойийх) 

ist, und dass aus (29) (d. h. nach (26) speziell für t e 33^ )̂, /i Ф 0 

(37) |s| X \t\ X M 

folgt. 
Wenn kein Missverständnis zu befürchten ist, schreiben wir oft zur Abkürzung 

ß^lnhjk, ß'=:2nh'lk\ © = + 93 = ©^^, - » = »_^,^, 

3. BEWEIS DES HAUPTSATZES 1 

In diesem ganzen Paragraph sei immer r ^ 3; ai, a2,. • -, a,. seien rationalen Zahlen; 
die Funktion ^(x) sei für r ^ 4 wie im § 1 definiert; für r = 3 setzen wir g{x) = x^. 
Sei ^ = 1 für г > 3, ^ = 2 für г = 3. Den Beweis des Hauptsatzes zerlegen wir in 
mehrere Teile. 

Sei immer s == x~^ + it, s' = x~^ + if. Wir bezeichnen mit 9Ï den Bereich 
rain(|r|,If'|) ^ w. Für 

(38) /c ^ Ух , Й > 0 
und 
(39) k' usjx, h' >0, h'k Ф й/с' 
sei 

(40) dt + M{h,k,h',k') = \ j . . . d^ 'd (+ j •••df' 

+ I I ...dt'ät + Г I . . . d î ' d ( 
J - s J SB' J - a J - a s ' 

(41) ЛГ(/г, fc) = ЛГ(йД; oty) = Г f ...dt'dt, P{h,k) = P{h, kioij) = \ 
JssJ-sa J S B J 

...d('d< 
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(42) Si = f L.dt'dt 

(der Integrand überall wie im (27)) und 

(43) S^ = S M ( A , k, h', k') 

(44) 5з(а,.) = Y.P(h, k; ccj), S^a,) = J^Nih, k; a,.) 

(in (43) summiert man über alle h, k, h', k' mit (38) und (39) und in (44) über h, k, 
die (38) erfüllen). 

Bezeichnet man 

(45) Я(^(';а,) = 1М^^в-(-»'> 
ss\s + sy 

so ist offenbar 

(46) H{-t,--t'; aj) = H{t,f;~ocj) , H{u f; ocj) = H{t\ t, -otj) . 

Daraus, aus (27) und (40) —(44) ergibt sich 

(47) 471̂  M,{x) = S, + S2 + 5'з(а,.) + Щ^) + S^a,.) + 5Д-а^) + 0{x^~'). 

Nun untersuchen wir die einzelnen Glieder in (47). 

Lemma 5. 

(48) S, + 5з(а,.) + S^i^) = 0{g{x)). 

Beweis. Zur Abschätzung von iŜ  genügt es nach (42) und (46) die Integrale 

/»2w r*2w f*w 1*00 

/ i = ...dt'dt, l2= \ ...dt'dt 
J -2wJ —2w J-wJlw 

mit den Integranden \H(t, f; oCj)\ abzuschätzen. Nach dem Lemma 4 (die Beziehungen 
(28)) und nach (35)-(36) ist 

.г..оГ(Г ^àt' \ 
Jo Vjo(l + 4 ' - 0 ) 7 

d. h., wie es leicht zu berechnen ist, I^ = 0(g{x)). Im Integrationsbereich von I2 ist 
t' ^ 2\t\ und also wieder nach (28), (35)-(37) und (30) ist 

h < 
J o - t ^ À /C''^ W J - o o ( l + 4 ' - ^ i r 

00 1^Q+l-r/2 
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Es ist also 

(49) Sx = 0{g{x)) . 

Zur Abschätzung der übrigen Ausdrücke bedenken wir, dass in P{h, k) \s f s'\ > 
> hjk ist und also nach (30), (36), (37) ist 

5з(а,) + 5з(-а,) « I I (^) 
jc ' '~^xd(xdi ' 

k^l + x\t - ß\y^ (1 + x\t' - ß\Y' 

00 1̂ 8 + 2 - r 

72 ^ 

Die letzte Abschätzung zusammen mit (49) gibt den Beweis der Behauptung vom 
Lemma. 

Lemma 6» 

(50) ^2 = 0{g{x)) . 

Beweis. Aus (43) und (40) folgt nach (30), (35), (36) und (37), dass es genügt, die 
Abschätzung 

x*" dt' dt 

krl2^l + ^1^' ™ ^'jy/2 (1 + ^j^ _™ 5̂|y/2 А + j^ ^ '̂jY 
< g{x) 

(das Summationsgebiet ist (38) und (39)) zu beweisen. Die Abschätzung dieser Summe 
ist verhältnismässig kompliziert und ist in [3] (Hilfssatz 9, S. 162 — 8) ausgeführt. 

Lemma 7. 

(51) S^iaj) 
M V + S - 2 'Sft,k 

E .1 ^™r, + o(,(x)). 
(г + е - 2 ) . . . ( г - 1 ) Г ^ ( Л ^ ^ ^ ^ ' ' = ^ ' ^ ' " ' ' 

Beweis. Es seien h und к mit (38) gewählt und es sei 

(52) 

Ш = Fis) MS,,, 
9i{s) = 

G{s) MS,,,, 

^^ьл Л + 1 
s sk\s-ißyi^' "^'"' s sk\s + ißyi^' 

. . . MS,, / 1 1 \ /Ч 

[ / 3 ( ^ ) - ^ , . ' ' \ \ w . - з̂(̂ ) = 
1 MS,,, 
iß k'{s - ißf^ 

k\s + ißyi^ \s iß 

1 MS,,, 

iß k\s + ij?)"-/̂  
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Es ist also 

(53) ^ = f,{s) + Ms) + Ms) , ^ ^ = g,{s) + g,(s) + g,{s), 

Nach (37) und (26) bekommen wir aus (21), (30)-(32) 

(54) 

f /i(s) « X-'* - , Ms) < -, , 

.г/г 
/ (s) -̂  _ 

(für ( e 93) und (siehe (25)) 

v-r/Z - 1 

(55) 

f ö'lf'S) < ^''^^ - , 0^2(5) < , 

0^3(5) <̂  
vr/2 

(für ? 6 —21) und also nach (31) ist auch 

(56) 

(für t e 93) und 

(57) 

(fürte-93). 

Man setze 

\М^)\ + \М^)\ + \М^)\<7 /i (1 + x\t - ß\y' n 

ki(s)| + \gi{s)\ + \дЩ < 
^1-12 

h{l + x\t + ß\y' 72 

jc(s+s') 

V{h,k)=\ Ms)Ms')r—^J'^'' 

/*00 /«00 X(S + S') 

W{h,k) = \ Ms)9^{s')^——àtàt'. 
J—ooJ-00 (̂S + S j 

Zuerst bekommt man (statt f wird -t' und also statt -33 33 geschrieben) nach 
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(52)-(57), (35), (36) und (26) 

N{h, к) - V{h, /с) ^ Г Г ^ 
k"\l + x\t - ß\y'^ (1 + x\t - t'\y 

x"''+- ^^^ \dtdt'^ 
h k''\i + x\t'- ß\y'-y 

^ x"^^»-^ r / „^ r"'^" X dv x"^-^ r'"^" xdv \ 

^h4''^-^i_X Jo (l+x\v\y^ k^'^-'j, il+x\v\r'-') 

X dt 

(1 + ^|, _ ßiyn 

Daher ergibt sich für r = 3 (d. h. ^ = 2) 
3/2JL1/2 / 1/2 „ l / 4 \ у9Мь1/2 

(58) « ( . , . ) - K ( . . . ) ^ i ^ ( , - , L _ Ï _ ) ^ 1 _ L . 

und für r < 3 (d. h. ^ = 1) 

(59) Nih, k) - V{h, k) < ^ ^ (x'/^ '^ " + ^ 'S' ^ ' 

WO e = 1 für r = 4, e = 0 für Г > 4. 
Nun ist es notwendig die Differenz F(A, Щ — Ж(й, fc) abzuschätzen. Sei 31 Menge 

aller reeller Zahlen, die nicht in Ъ liegen. Nach (52), (21), (35) und (36) und (37) ist 

(60) F(A, k) - W{K k) < ^ ^ (/, + h) , 

wo 

^' L(J^ (1 + ^k - ß\r" (1 + 4' - ßlY" (1 + ^1' - t'\y) "" '*' ' 

^' ^ Ĵ j \L (1 + ^1^ - ßlY" (1 + ^k' - ß\r" (1 + ^k - '̂1)7 "" '̂ ^ • 
Nach (26) ist \t - ß\ ^ Injk y/x für tem,\t - ß\^ л/к y/x für t e 5R. Wenn man 
in / i und /2 statt 1 + x\t ~ t'\ die Zahl 1 schreibt, ergibt sich 

Für г = 5 капп man die Abschätzung für /^ noch verbessern: für Г e 33, t' еУ1 gilt 
nach (26) 1̂ ' - ß\> nfk sjx; es ist also entweder \t — ß\> njlk y/x oder |̂  - t'\ > 
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> n/lk y/x. Es wird also jedenfalls (1 + x\t - ß\) (l + x\t - t'\) ^ n ^xjlk sein 
und also 

'̂ ^ y j a ( Jp̂  (1 + ̂ 1̂  - ß\f" (1 + A^' - ß\rV "" ̂ ' ^ W • 
Setzt man die erworbenen Abschätzungen für /^ und 12 in (60), ergibt sich endlich 

3r/4 + <?-3/2-17/2 

(61) v{h,k)-w{h,k)< ^^^^^^_^_^ , 

WO /f = 1 für r = 5, ^ = 0 für r Ф 5. Wir berechnen nun W{h, k). Nach (52) ist 

W(h k) = ^ ' l^"-^ ' ' г f" e^'-'^'^dtdt' 
^ ' '' 4^^A^fc '̂-^ J -00 J -CO (̂  - ißj" (s' + ißV (s + S'Y 

d. h. nach dem Lemma 1 

Mit Benützung von demselben Lemma und der bekannten Beziehung (w > 0) 
e"^ , W r/2-1 

d5 = 

bekommen wir 

J(2) J(2) '̂•/V'/^(5 + 5') J( , J ( , ) (5 + S') S-'^S'^'^ 

Г(! f ^^^dsds'] du= - - i ^ f V - ^ du + C 
Jo \J(2)J(2) * 'S / 

47t V - 1 
r ^ ( r / 2 ) ( r - l ) 

und ähnlich 

+ С 

d. ds = — — — — — — 1- Olx' M . 
J(2)J(2)(^ + ^')''*'^V''' Пг12)(г + в-2)...(г-1) ^ ' 

Wenn wir diese Beziehungen benützen, bekommen wir aus (62) mit Hilfe von (21) 
für г = 3 (d. h.Q = 2) 

(63) W(h,k)- ^ ' l ^ " -* ! ' ^ ' < ^ 4 -
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und 

WihJ:) M^K.\'^'-' . 1 
^ '. ( r - l) r^{rj2) h4^--^ h4'~^ 

für r > 3. 
Daraus, aus (61), (59) und (44) bekommt man mittels Summation über die h, к 

mit (38) die Behauptung vom Lemma für r > 3: 

S (a) - ' У У i'̂ '»''̂ ! <g 
^̂  '' (r - 1) r^{ri2)kh.«=1 e'-^e 

Î
x^'^ \gx + x^'^ lg X + x^ Ig^ X für r = 4 
^ U / 4 ^ 1 / 4 _^ ; c l l / 4^1 /4 Ig ;c + X^ f ü r r = 5 

x 3 r / 4 - l / 2 _^ ^ r - 2 f ü r r > 5 

d. h. (51). Ähnlich bekommt man aus (63), (61), (58) und (44) für r = 3 

d. h. wieder (51). 

Lemma 8. Sei г = 3, 

Г(х) = Г(х;а , )= ^ ^ * - i 'S. 1̂  ^hM 
k^^xh^i к h 

Dann gibt es eine nichtnegative, nur von Q, M^, M2, •.., M ,̂ b^, 2̂» • • -̂  r̂? ̂ i> 2̂? • • • 
..., â  abhängende Konstante K^ so, dass 

(64) S(x) = r(x; «;) + r(x; -a,-) = S ^ M = K3 lg x + 0(1) . 
k^V^ |ft|<fc к h 

ЛФО 

г 
Beweis. Sei Л = 2DJ7M?, Б = (Л, Я). Nach der Definition der Zahlen S^^j, 

j = i 
genügt es in der betrachteten Summe über alle natürliche к S y/^, к ~ 0 (mod H) 
zu summieren. Soeine Zahl к hat also die Form nHd, wo n ^ ^ xJHd, d Teiler der 
Zahl AJB und {n, ÄJBd) == 1 ist. Wenn wir nun für l-Ŝ ^̂ Î  den Ausdruck (22) vom 
Lemma 3 benutzen, bekommen wir durch eine einfache Vertauschung der Summa-
tionsfolge 

(65) П-) = ^ I i I E В E - exp (2ni ( ^ QifjMj) - ^ ^ /,«,M,)) , 
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wobei 

\dB ij=i j 

und wo folgendermassen summiert wird: zuerst über alle Teiler d der Zahl A\B, 
weiter über alle Tr ipe l / i , /2 , /3 natürlicher Zahlen, für die 

3 

2 Y, ^ijMiMjfj ~ 0 (mod dB), l й fi й dB 

(/ = 1, 2, 3) gilt, dann über alle natürliche h ^ Jx, für die (/г, Hd) = 1 ist und endlich 
über alle n, die die Beziehungen 

h < nHd < Jx , in, — 1 = 1 

erfüllen. 

Wir wählen nun irgendwelche Zahlen d,fi,f2,f3, die in (65) auftreten, und setzen 

am = ajh) = ajh, dj^j2j^) = exp (ini (-^ QifjMj) - ^ С ^ / л М Л j 

für m ^ 0, (ш, hÄJdB) = 1, 

für m à 0, (m, hAJdB) > 1. Weiter bezeichnen wir mit R{d,/1^/2,/3) die innere 
Doppelsumme in (65). Offenbar kann man 

(66) i î ^ / i , A , / 3 ) = S ' ^ I -

schreiben, wo ^ ' bedeutet, dass über die h summiert wird, für die (h, Hd) = 1 ist. 
Aus der Definitionen der Zahlen a^ folgt nun, dass a^ = a^ + hÄ ist. Setzen wir 
also 

m 

dann ist 

U„{h)=^Uah)+Oih). 
flsx 

Setzt man weiter U^^ = ß^ und nimmt in Betracht, dass Vmih) < m, ß^ ^ h und 

^ Ar* ^ ^-1/2 
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ist, kann man nach (66) folgendes schreiben (JUQ = [^/^^] für Hd > 1, [IQ = h - 1 
für Hd = 1, i«i = yxJHd]): 

Durch einsetzen in (65) bekommen wir 

n-) = | f E E £ ' -^ + 0(1) 
2Ä d / 1 , / 2 , / зЛ=1 Й*' 

und also auch (64), w.z.b.w. 

Beweis des Hauptsatzes L Es sei zuerst r > 3. Nach (47), den Lemmas 5 — 7 und 
(25) ist 

M{x) = M,(x) = ^^f " E E7i^+0(,(x)). 
471 (r — 1) Г (r/2jfc^V^:A + 0 fC Й 

Da nach (21) 

k>^xh^O к Й̂  k>^x к 

ist, kann man 

(67) 
4л;''(г — 1) r^(r/2) /c=i йФо fc^*^ ̂ h^ 

schreiben. 
Sei r = 3. Wieder nach (47), (25) und den Lemmas 5 - 7 ist 

'^ ^ 24n'r'{3l2)kt/^kro k%' ^ ^ 

Nachdem nach (21) 

^'1 E§f[-^x^E A<̂ ^̂  
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kann man (siehe (64)) 

(68) MJX) = ^^""^ S{x) + 0(x') 

schreiben. Nun ist offensichthch nach (21) 

(69) S{x) <̂  lg X 
und 

(70) S{x) - S(x/2) < . X - < l . 
^xlKkuy/x к 

Man setze X = lg~^^^ x. Die Funktionen M{x) und S{x) sind nichtnegativ und nicht­
fallend, also gilt (siehe (68)-(70)) 

ХхЫ{х) ^ 1 M^{y) dy = M2{x) - M2{x{l - X)) = 
Jx(l-A) 

= N{x^ S{x) - x\l - ЛУ S{x{l - Щ + 0{x^) = 
= Nx\S{x) - (1 - ЛУ {S{x) + 0(1))) + 0{x') = 
= ЗШх^ S{x) + 0{x4^ S{x)) + 0{x^) = ЗШх^ S{x) + 0{x^) 

und ähnlich 

ÀX M{x) й M^{y) dy = 3ÀNx^ S{x) + 0{x^) , 

wo 

N = 
247i^r^(3/2) 

Aus diesen beiden Beziehungen bekommen wir 

(71) M{x) = 3Nx^ S{x) + 0{x^ Ig /̂̂  x) 

und so nach dem Lemma 8 auch 

Aus (67) folgt durch Vergleich mit (11), d. h. für г > 3, dass die Konstante К 
genau dann positiv ist, wenn wenigstens eine der Zahlen 5^ ̂  von Null verschieden 
ist. Eine ähnliche Behauptung für r = 3 ist aus dem exphziten Ausdrucke von (72) 
und (64) nicht ersichtlich. Wir schreiten darum folgenderweise fort: es gilt (12) und 
(71). Sei Sh^k + 0 für ein bestimmtes Zahlenpaar /г, к. Da die Zahien S;, ̂  bei gegebe­
nem к nur von der Restklasse von h mod к abhängen, kann man 0 < h S k voraus-
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3 

setzen. Wenn man Ä = (2D Ц MjY Hh setzt, bekommt man aus der Beziehung (22) 

vom Lemma 3 

für alle n. Es ist also 

d.h. 

к-'Ы'-Ки^пАЧк + пА)-

Ŵ ^ M I ^ h^'k^ 1^пй^/(х)-к/А к + An 

lim inf ^^ > 0 
x-^ + 00 lg X 

und daher folgt sofort, dass die Konstante К in (12) bei den angeführten Voraus­
setzungen positiv ist. 

Damit ist der Hauptsatz 1 vollkommen bewiesen. 

Bemerkung. Den Hauptsatz 1 kann man verhältnismässig einfach für r > 8 aus 
der Verallgemeinerung des sogenannten ersten Peterssonschen Satzes ([6], Satz 1) 
herleiten. Eine schwierige Abschätzung der gleichen Summe wie im Lemma 6 ist aber 
nicht zu vermeiden. Für kleine Werte von r (4 < r ^ 8) bekommen wir zwar eine 
zu (11) analoge Beziehung, aber mit einem schwächeren Restglied {0(x^''^'^ Ig x)); 
für г ;g 4 ist dieses Verfahren nicht mit Erfolg benutzbar. 

4. BEWEIS DES HAUPTSATZES 2 

Lemma 9. Im singulären Fall gilt 

(73) M^{x)<x'^'^^-'^K 

Beweis. Es liege der singulare Fall vor und es sei ^ > 1. Man kann also die 
Beziehungen (16) (ohne 0{x^~^)) (27) und (33) anwenden. Den Beweis der Beziehung 
(73) könnte man analog wir den Beweis des Hauptsatzes im vorgehenden Paragraph 
durchführen. Die Abschätzung des zu ^2 analogen Ausdruckes wäre aber nicht 
weniger kompliziert als in der zitierten Arbeit [3]. Durch einen einfachen Kunstgriff 
(analog wie in [2]) kann man aber eine wesentliche Vereinfachung erreichen. Den 
Beweis zerteilen wir in drei Teile. Man bemerke, dass 

(74) F{s) = &{s) , G{s') = 0(s-') 

ist. 

1) Mit Rücksicht auf (16), (74) und (36) kann man (stets setzen wir s = x~^ + it, 
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s' = x"^ + if d.h. a = b = X 4 n (16)) 

(75) M, 
/»00 f*a F(5) G(50 

\ss'{s + s')^ 

schreiben. Nach den Beziehungen (46) und (47) ist 

(76) M,(x) <^T, + T2 + T, 

wo 

(77) 

dt dt' 

T,= \ ...dt dt'. 

(78) 

(79) 

/»W ЛОО 

г, = 
Лоо /«w /» —2w 

...dtdt'+\ ...dt dt' 
J 2w J ~w J — 00 

T, = . . dt dt' + dt dt' 

(der Integrand überall wie in (75)). 

2) Nach (77) und (28) ergibt sich 

(80) T,< r/2+e \ f 

Jo l 
xdf 

0 (1 + x(t - f)y 
dt < x'l^^^-^n ^ 

Wenn 1̂ 1 й w, |r| ^ 2w, ^ Е Ж ± Й , Ь /г > 0 ist, ist nach (26) und (37) \s\ > /i/Zc, 
|s + s'l > h\k und also nach (28), (33) und (26) bekommen wir {t -= {inhjk) 4- u) 

(81) 
h\Q+l (*c/k^x 

1*1-^ I dMdi'<^ 
^ w CO /t\e+l /•' 

Jo/c^Vx/>=i \hj J( 

^ ^ ^ r / 2 - - l / 2 ^ ^̂ e ^ ^ r / 2 + e/2 ^ ^r/2 + e - l / 2 ^ 

3) Da für nichtnegative Zahlen а und b ab ^ \{a^ + b^) gilt, gilt offensichtlich 

(H > 1Ф N1 > 1*1) 
(82) Тз <̂  ^rjF(5) |f(^)r + |G(^)P dt dt' 

Es sei / ^ w und man setze 

(83) T 

tt' {- Л- \t -- f\ 
X 

^ r dr^ 

t [- + \t ~ r 
.X 
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Nachdem (xt ^ xw > ^x) 

(84) Г df ^ 1 Г du ^ x«2^ 

gilt, bleibt zur Abschätzung des Ausdruckes (83) für ^ — x~^ > w das folgende 
Integral übrig: 

/1 V* 

Nachdem 

(85) ^ < x«-2 —^ = 

J^ V(V t\t~t') t{t-t'Y) 

(t-l]{t- w) 

r wx t \ t — w 

bekommt man mit Rücksicht auf die Beziehungen (t > w + x"^) 

- lg/г l ^ l g x f , lg(( - w) ^ Igxf, lgvv<^lgxf 

und lg X <̂  lg xt sofort aus (85) 

C''^/" dt' 
(86) ' 

f i- + t - f 
.X 

< x^~'^lgxt X' e - i YÖ"! 
<̂  

Aus (83), (84) und (86) folgt 

t xt 

v ö - i 
T< 

Durch Einsetzung in (82) ergibt sich mit Benützung von (33) und (37) 

(87) Гз -̂  x«-i m' + m\,.,.. 
t^ fe^V^/i=i/î 

'cjk'^x 

au <| 
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Aus den Beziehungen (76), (80), (81) und (87) bekommt man für ^ > 1 

Nun ist aber nach dem eben bewiesenen: 

X M{x) S M^{y) dy = M2{2x) ~ M2{x) < x'l^'^^l^ 

und also 

M{x) < r/2 + 1/2 

Es gilt also (73) auch für ^ == 1 und das Lemma ist vollkommen bewiesen. 

LeHima W.^) Sei eine beliebige Form (1) gegeben, und es seien (14) beliebige 
reelle Zahlen. Ist Re Ä{X) ф 0 bzw. Im Л(х) ф О, dann gilt 

(88) 

bzw. 

(89) 

lim inf х-^' + з"* Г т а х (О, Re P{y)) dy > 0 
X-> + CO Jo 

lim inf x"<''+3'/* j max (0, - R e P{y)) dy > 0 
i:-> + oo Jo 

liminfx-('-+3>/^ 
X-* + CX) 

lirainfx-(''+3'/'^ 

max (0, Im P{y)) dy > 0 

max (0, - I m P{y)) dy > 0 . 

Wenn also Ä{X) ф О ist, ist auch 

(90) lim inf x^^'"-^^^^ | \P{y)\ dy > 0 

also 

(91) lim Mx'^'"-^^^^ M{x) > 0 . 
X- * + 00 

Beweis. Sei 0 < Я; < Aj < . . . die Folge aller Werte Q,{{mjJMj) - a^) > 0 und 

\ ^ = 1 Mj J 

wo über alle Systeme ntu m j , . . . , m„ für die Q{mjlMj — a^ = X'„ ist, summiert wird. 

*) Dieses Lemma entspricht dem Satz 2 in [7]. 

177 



Im Spezialfall M^ = M2 "= "- = M, = 1 bewies Landau (siehe [4], S. 25) für 
Q > rjl folgende Identität (/^ ist die Besselsche Funktion I. Art mit dem Index v): 

Г92̂  P (x) - ^ ^ ' ^ ' ' ' ' ' ' У а' '̂̂ /̂ -̂ ^^^^ ^/(^«^)) 
n"""^ n=l 

WO {t > 0) Po(0 = ^ (0 ^^^d (für ^ ^ 1) n ( 0 =- Jo ^-1(3^) dj^ ist. 
Mittels einer Transformation (MiMjaij statt aij, bjJMj statt b^, «jM^ statt otj für 

j ~ 1, 2, ..., r) ist leicht zu sehen, dass (92) auch im allgemeinen Fall gilt. Weiter 
gehen wir wörtlich wie Jarnik in [1], § 4, S. 81 — 3 fort (für die Funktion Re PQ{X) 
bzw. Im PQ{X)) und beweisen die Beziehungen (88) bzw. (89); (90) ist deren unmittel­
bare Folgerung und (91) folgt aus (90) mit Benutzung der Ungleichung 

Der Beweis des Hauptsatzes 2 folgt sofort aus (73) und (91). 

5. BEWEIS DES HAUPTSATZES 3 

Lemma 11.^) Seien a^, a2, ..., â  beliebige reelle Zahlen, g <^ 1. Dann ist 

M^x) < x'^^-^ 

für r > 3, ^ 

M^{x) <x''-^-^lgx 

für r = 3 und 

für r = 2. . 

Beweis. Wir gehen analog wie bei dem Beweis vom Lemma 9 fort. Wir benutzen 
also die Beziehung 

M,(x) <̂  Ti + T2 + Г3 + ; c ^ - \ 

wo Tj, Г2 und T3 nach (77) —(79) definiert sind. Es sei zuerst Q > rjl. Für T^ be­
kommen wir analog die Abschätzung 

Г1 

^) In der Arbeit [8], die Zufalls weise früher erschien, ist eine allgemeine O-Abschätzung 
bewiesen, von der man, als eine Folgerung, die Behauptung vom Lemma | 1 für ^ = 1 herleiten 
kann. 
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Untersuchen wir Г2. Für \t'\ S vv', |^| ^ 2w, f еЗЗ+^д, /г > 0 ist so wie bevor 
nach (26) \s\ > /î//c, \s + s'] > /г//с und also (siehe (28) und (30)) 

00 hQ+l 

кй^х /1=1 h^ 

d. h. 

für r > 2, 

(1 + vf' ' 

k£^x 

für r = 2. 

Für Г3 bekommen wir wieder wie bevor (siehe (30)) 

r^'^^ x*- dw 
0 ^̂ '•(1 + x^'u'Jl'' < 

< x' r + Q~Z z —̂  'cV(^)A di; 

d.h. 

für r > 3 

für r = 3 und 

(1 + vY 

Тз <̂  x^'''^~^ 

<4 x' r + e - 2 
fc^V^ ^ 

Тз <̂  x'^^-^'lgx 

Гз ^ x'^^-'^^ 
für r = 2. 

Aus den erhaltenen Abschätzungen bekommt man die Behauptung vom Lemma für 
Q > rjl. Da aber für beliebige Q 

X M^{x) M^{y)dy = M^^,{2x)~M^^,{x) 

bekommt man schrittweise, dass die Behauptung des Lemmas für ein beliebiges 
Q < 1 gilt. 

Der Beweis des Hauptsatzes 3 bekommt man nun sofort aus Lemma 10 und 
Lemma 11 mit ^ = 1. 
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