Czechoslovak Mathematical Journal

Bretislav Novak
Mittelwertsatze der Gitterpunktlehre
Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 19 (1969), No. 1, 154-180

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100884

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1969

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100884
http://dml.cz
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MITTELWERTSATZE DER GITTERPUNKTLEHRE

BRETISLAV NOVAK, Praha

(Eingelangt am 12. Oktober 1967)

1. EINLEITUNG

Sei r eine natiirliche Zahl, r = 2 und sei

0 o) = 0(w) = 3 e

eine positiv definite quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten und mit der
Determinante D. Seien weiter by, b,, ..., b, ganze, M, M,, ..., M, natiirliche und
oy, Uy, - .., O, teelle Zahlen. Fiir x > 0 setze man

(2 - A(x) = Y exp (2mi Zloz )

i=
 wo iiber alle Systeme uj, Uy, ..., 4, reeller Zahlen, fiir die Q(u;) £ x und u; =
= b;j(mod M}),j = 1,2, ..., r ist, summiert wird. Sei weiter.

nr/ 2

Vo)1,

M
und
Mx"? exp (2ni Y, ;b))
j=1

r((r2)+ 1)

(5 = 1 falls alle Zahlen a;M,, a;,M,, ..., o.M, ganz sind, sonst 6 = 0).
In der Arbeit [6] wurde bei den obigen Voraussetzungen die Funktion

V(x) =

(3) , P(x) = A(x) — V(x)
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untersucht und es wurde unter anderem bewiesen, dass
(4) P(x) = O(x"*>"Y) fir r>4, P(x)=0(xlg?x) fir r=4

ist (im Falle von rationalen Zahlen «y, «,, ..., o, gibt diese Ergebnisse schon LANDAU
[4], S. 148 an).
Wie bekannt, ist die Abschitzung (4) im allgemeinen definitiv. JARNIK (bei Landau

[4], s. 162) zeigt, dass im Falle

(5) Mj=1, bj=a;,=0 (j=1,2,...,7)
(fir r = 2)
(6) P(x) = Q(x"*77)

gilt und sein Verfahren ist auch allgemeiner im Falle 6 = 1 anwendbar. WALFISZ
erweiterte in der Arbeit [11] die Geltung von (6) auf den Fall, dass die Zahlen
oy, 0y, «.., &, rational sind, r = 4 und mindestens eine der dazugehdrenden verallge-
meinerten Gaussschen Summen (siehe §2) von Null verschieden ist. Ein anderer
einfacher Beweis (sogar fiir r > 2) dieser Behauptung ist in [9] (Satz 2) gegeben.
Sind aber die Zahlen a4, oy, ..., &, rational und alle dazugehorende verallgemeinerte
Gausssche Summen gleich Null, so ist fiir = 4

P(x) = O(x"*1g x)
und Walfisz [11] beweist mit Hilfe der Theorie der Modulformen sogar (immer fiir
r 2 4)
() P(x) = O(x4-1/19)
Die Liicke zwischen der Abschitzung (7) und dem alten Ergebniss von Landau
([4], S. 71—84)
(8) P(x) = Qx*~V1%),
welches fiir r > 2 gilt, sobald A(x) # 0 ist (sogar fiir eine beliebige positiv definite
quadratische Form Q und beliebige Systeme by, b,, ..., b,, My, My, ..., M, a4, a5, ...
..., a, reeller Zahlen, M; > 0, M, > 0, ..., M, > 0) ldsst sich wahrscheinlich mit den
zur Zeit zu Verfiigung stehenden Mitteln nicht vollkommen beseitigen.

Im Zusammenhang mit dem Studium der Funktion (3) entstand noch das Problem
der Untersuchung ihres Mittelwertes d. h. der Funktion

©) T(x) = /(M()[),

wo

(10) M(s) = [ 1PO) 0y
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ist (siehe z. B. Landau [4], S. 85—94, Jarnik [1]—[3] usw.). Es ist zu erwarten, dass
das Studium der Funktion (10) weniger schwierig sein wird, da es sich um eine nicht-
negative, nichtfallende und stetige Funktion handelt.

In dieser Arbeit beschrianken wir uns erstens auf die Untersuchung der Funktion
(10) unter der Voraussetzung, dass die Zahlen ay, a5, ..., o, rational sind und bewei-
sen folgende Sétze:

Hauptsatz 1. Es seien die Zahlen oy, o5, ..., a, rational. Dann gibt es eine nicht-
negative, nur von Q, M, M,,...,M,, by, b,,..., b,, ay, &,, ..., «. abhdngige Kon-
stante K so, dass .

(11) M(x) = Kx"~! + 0(g(x))
fiirr = 4,
(12) M(x) = Kx*1g x + O(x*1g'/? x)

fiir r = 3, wo g(x) = x"7% fiirr > 5, g(x) = x*1g* x fiir r = 5, g(x) = x/*1g x fiir
r=4.

Der Wert von K ist genau dann von Null verschieden, wenn mindestens eine der
zugehirigen verallgemeinerten Gaussschen Summen') von Null verschieden ist.

Diesen Satz beweist Jarnik in der Arbeit [3] unter der Voraussetzung (5). Unser
Satz ist also eine Verallgemeinerung dieser Ergebnisse von Jarnik. Es ist noch zu
bemerken, dass man das Ergebniss (11) fiir » > 5 allgemein nicht verbessern kann,
da fiir r > 2 unter der Voraussetzung (5) (siche [3], Satz 2) fiir jede von x unabhén-
gige Konstante K’

M(x) — Kx'™' — K'x""? = Q(x""?)

gilt. Ein Blick auf den Beweis lehrt, dass man dasselbe Ergebnis fiir r > 2 auch bei
" der schwicheren Voraussetzung § = 1 erhilt.

Aus unserem ersten Hauptsatz folgt also fiir r = 4 die zitierte Q-Abschitzung von
Walfisz und fiir » = 3 bekommen wir fiir K > 0 sogar

P(x) = Q(x* g/ x) .

Wir wenden uns nun (immer unter der Voraussetzung, dass o, «,, ..., &, rational
sind) zum Fall K = 0. Ist A(x) identisch gleich Null (z. B. Q(u;) = u} + u3 + ... +
+ul, by=1, My =2 0,=1% b;=0,0;,=0, M;=1, j=2,3,...,r) ist das
Problem trivial und dieser Fall wird von unseren weiteren Erwdgungen ausgeschlos-

sen. Im singuldren Fall®) (d. h. K = 0 und A(x) # 0) folgt aus der Arbeit [10] von
Walfisz iiber Modulformen fiir » = 4 die Giiltigkeit der Beziehung

M(x) = Kox"2*12 + 0(x"? 1g? x) ,

1y Siehe § 2. Eine Darstellung von K wird man in § 3 finden. &

2) Die Existenz des singuldren Falles wurde von Walfisz in [11] gezeigt.
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wo K, eine positive, nur von Q, M, M,,...,M,, b, b,,..., b,, o, s, ..., o, ab-
hingige Konstante ist. Fiir diesen Fall beweisen wir fiir r = 2 auf eine einfachere
Weise den folgenden Satz (der fiir r > 4 etwas schwicher ist als das Ergebnis von
Walfisz).

Hauptsatz 2. Im singuldren Fall gibt es zwei positive, nur von Q, M{, M,, ...
ves My, by, by, ..., by, 0y, Ay, ..., o, abhdngige Konstanten Ky, und K,, so, dass fiir
alle geniigend grosse x

(13) K01xr/2+1/2 < M(x) < K02xr/2+1/2

gilt.

Im singuldren Fall ist also T(x) = O(x*~"/#) und T(x) = Q(x*~ /%), was in
einem gewissen Sinne die Abschitzung (8) von Landau rehabilitiert.

Wir iibergehen weiter zum Fall des allgemeinen Systems oy, as,..., o, Aus (4)
folgt, dass fiir r > 4 immer M(x) = O(x"!) gilt. Fiir r = 4 bekommt man aber
mit Hilfe der Ergebnisse der Arbeit [6] nur M(x) = O(x*1g? x). Firr =2, r = 3
ist die Methode aus [6] nicht brauchbar. Fiir die Funktion M(x) kann man jedoch
folgende Ergebnisse beweisen:

Hauptsatz 3. Seien o, 0,, ..., o, beliebige reelle Zahlen und sei A(x) nicht
identisch gleich Null. Dann gibt es positive Konstanten K, und K,, die nur von
oM ,M,,...M, by, b,,...,b,, o, 0, ...,0, abhdngen so, dass

K x"H12 < M(x) < Kpx™*

fiirr>3

K;x* < M(x) < K,x*1gx
fiir r = 3 und »

K,x*? < M(x) < K,x*?
fiir r = 2 ist.

Man bemerke, dass diese Ergebnisse im allgemeinen definitiv sind (vgl. mit Haupt-
sdtzen 1 und 2).

Zum Beweis der angefiihrten Sitze beniitzen wir das Verfahren von Jarnik (siche
z. B. [1]—[3]) d. h. die Darstellung der Funktion (10) mittels eines Doppelkurven-
integrals mit Hilfe der entsprechenden Thetafunktion. Die Hauptsidtze 1 und 2
wurden ohne Beweise (fiir r > 5) in der vorldufigen Mitteilung [5] angefiihrt.

! 2. BEZEICHNUNGEN UND HILFSATZE

Solange ausdriicklich nicht etwas anderes gesagt wird, beniitzt man — ausser den
im § 1 angefiihrten — folgende Verabredungen und Bezeichnungen:
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Der Buchstabe ¢ bezeichnet (verschiedene) positive Konstanten, die hdchstens von
der Form (1) und den Zahlen

(14) by, byyeeiyby, M{ >0, M, >0,.., M, >0, o0y, 0, ..., &,

abhdngen. Die Symbole 0, 2 und o werden zu dem Grenziibergang x — + o0
bezogen und die in deren Definitionen auftretenden Konstanten sind vom ,,Typus c*.
Ist IA! < ¢B, so schreiben wir kurz A < B; die gleichzeitige Geltung von 4 <€ B und
B < A soll mit A < B bezeichnet werden.

0, n und k, eventuell mit Index oder Strich versehen, bedeuten immer natiirliche,
m, p und h (wieder eventuell mit Index oder Strich) ganze Zahlen. Kommen (in
Formeln, Beziehungen usw.) die Zahlen h und k gleichzeitig vor, sind sie immer
teilerfremd, d. h. (h, k) = 1 (ebenso (h’, k') = 1 usw.). Y. bedeutet die Summation

(m)

iiber alle Systeme my, m,, ..., m,. In der ganzen Arbeit wird vorausgesetzt, dass die
Zahl x geniigend gross ist, d. h. x > c.
Die Funktionen M,(x) werden rekurrent mittels der Beziehungen (¢ > 0)

M,(i) = M(t) = j POV Ay, M) = j M) dy

definiert. Fiir komplexes s mit Re s > 0 sei
(15) 6(s) = O(s; ;) = (Z) exp (— sQ(m;M; + b;) + 2mi Zlaj(ijj + bj)).
m j=

Die Reihe in (15) ist offenbar in jeder Halbebene Re s > ¢ > 0 absolut und gleich-
missig konvergent; O(s) ist also eine in der Halbebene Re s > 0 reguldre Funktion.

Unter einem Integral wird immer das (absolut konvergente) Lebesguesche Integral
gemeint. Ist d eine reelle Zahl bzw. M ein Intervall (beliebiger Art) mit den End-
punkten g und b (—o0 < a £ b £ +), so setzen wir

d+ i

f(s)ds = f(s)ds = f(d + lt) dt

) d—io
bzw.

Lnf(t) dt = _rf(t) dt

me(s) dt = Lﬁf (-)1; + it) dt,

sobald die Integrale rechts existieren, und dhnlich in weiteren Fillen.

Fiir reelles a und Re z > 0 bedeutet z* den (reguldren) Zweig der Funktion z°, der
positiv fiir positive Werte von z ist.

Wir fithren nun ohne Beweis drei Hilfsdtze an.

und (fiir s = (1/x) + if)
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Lemma 1. Es sei a>a; >0, b, >b; >0, A21; p21, v=1; f(s,5) sei
beschrinkt und regulir im Bereich

a, = Res=<a,, b < Res =bh,.
1 2 1 2

Dann gelten folgende Gleichungen, in welchen alle sechs Doppelintegrale den
Integranden

f(s,5")

sts™(s + s')

haben und absolut konvergieren: -

'[ q ds’)ds :J q ...ds’)ds=j q ...ds)ds’ -

(a1) (b1) (a1) (b2) (b2) (a1)

=j (J ...ds>d5'=j (J‘ ...ds’)ds=f (I ...ds’)ds.
(b2) (a2) (a2) (b2) (a2) (b1)

Beweis. Siehe [3], Hilfssatz 1.

Lemma 2.%) Fiir a,b > 0,0 < 1 ist
(16) Mg(x) _ %J‘ (j' F,(S) G(S’) £FE+sN) ds’> ds + O(xg-l)’
4% J iy \J oy s'(s + 5°)°
wo
M exp (2mi Y. o;b;)
j=1

(17) F(S) = F(S§ o‘j) = @(S; “.i) - 52 >

(19) 6(s') = FE) = F(ss ~,).

Ist 6 = 0, so kann man das O-Glied in (16) weglassen.
Der Beweis verlauft analog wie in [3], Hilfssatz 2.

Lemma 3. Fiir komplexe s, Re s > 0 ist

(19) o) = —M _ w

2 Sh,k,(m) €XP

N 5Ky R

s 2nih ™ K2 (s _ 2mih
k \ k

3) Es ist zu bemerken, dass das Lemma 2 fiir eine beliebige positiv definite Form (1) und
beliebige reelle Zahlen (14) gilt.
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wo Q die zu Q konjugierte Form ist und wo

(20) Shk,my = Shk,mp) =

k 2nih 2ni L, m
- Za ~1exp(—— =—— Q(a;M; + b)) + _'21 —ML(aij + bj))
- J

A1,82,...,4r= k Jj=

(die sogenannte verallgemeinerte Gausssche Summe) ist. Weiter ist

(21) Sh,k,(m) < kr/z
und
. (hk r
(22) IS,,,k’(m)‘2 = k") exp <2m (E o(fiM;) — Zf,m + ;— Z la,jijjb,>>
5=

wod = (k,2D]] MJZ) und wo iiber alle Systeme f1, f5, ..., f, ganzer Zahlen, fiir die
=1 :

(23) 2y ayMM;f; = 0 (mod d),
j=1

1<f,<d(oder 0 < f,<d),l=1,2,..,r, gilt, ummiert wird.

Beweis. Siche [9], Lemma 1 und 2.

Wir fiihren noch eine Bezeichnung an. Seien die Zahlen oy, «,, ..., o, rational und
sei H der Kkleinste gemeinsame Nenner der Zahlen o.M, a,M,, ..., oM,. Fir
k = 0 (mod H) sei

(24) ' Sh,k = Sh,k,(a,M,k) =

k 2ih r
= Y exp(— -TE—Q(aij+ b;) + 2ni Yy aa;M; + b,-)).
A1,825000 ar=1 j=1
Ist k % 0 (mod H) (d. h. mindestens eine der Zahlen o; Mk, &, Mk, ..., o.M,k nicht
ganz), so sei S, , = 0. (Es ist zu bemerken, dass in [6] und [9] in diesem Fall die
Zahlen S, ; auf eine andere Weise definiert worden sind.) Mit Hilfe dieser Bezeichnung
kann man (fiir Res > 0)

MS, 4

F(s) = O(s) — s'/z’

schreiben. Man bemerke noch, dass fiir k = 0 (mod H)

(25) Sh,k = S—h,k,(—a,M,k)

ist. Diese Bezichung folgt sofort aus (24).
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Die eben eingefithrten Zahlen S, sind die zu unserer Aufgabe gehérenden ver-
allgemeinerten Gaussschen Summen. Der singuldre Fall entsteht also, wenn alle
Zahlen S, gleich Null sind («y, &5, ..., @, rationale Zahlen, A(x) =% 0).

Wir betrachten noch alle Briiche der Form h/k, wo k = \/ x ist (die sogenannten
Fareybriiche). Ist h/k soein Bruch, seien h’[k’ und h"[k” die zu diesem Bruch be-
nachbarten Fareybriiche, h'[k’ < h"[k”, d. h. im Intervall (k'[k’, h"[k") liegt ein
einziger Fareybruch — némlich h/k. Dann bezeichnen wir mit 8B, , das Intervall

h+n h+ h"
2 , 21 .
k+ k' k+ k"

Mit Hilfe bekannter Bezichungen (siehe z. B. [4], S. 249 —250) kann man

(26) 51;“‘2(2”%_ 9, h _‘9_2_]

k\/x, ni+ k\/x

schreiben, wo © < 9; < 27, £ 9, < 2x ist. Man setze weiter

we 2
[\/x]—l-l‘

Es ist also w < x™%2 und B, ; = (—w, w]. Alle Intervalle B, , sind punktfremd
und offenbar gilt

U Q3;.,k=(W:"f‘°0), U %n,k=(*00;—w]'

k;h>0 k;h<0

Setzt man in (16) a = b =x"1, s =x"! +it, s = x"' + it’, so ergibt sich
(absolute Konvergenz des Integrals nach Lemma 1) fiir ¢ < 1, nach dem gerade
angefiihrten,

(27) 4?2 Mg(x) = ZJ;M kJ E(_‘_S)_G(_SI)_ &Y qr dr O(XQA 1) ,

o x5S (s +5)°

wo iiber alle h, k, o', k', firdiek < \/x, k' < \/ x ist, summiert wird (im Sinne unserer
Verabredungen ist (h, k) = 1, (h’, k') = 1). Aus diesem Ausdruck ist es ersichtlich,
dass das Herleiten einiger Abschitzungen fiir die Funktionen F(s) und G(s') von
Nutzen sein wird:

Lemma 4. Sei s = x"! + it. Seien ay,a,,...,a beliebige reelle Zahlen. Ist
t < w, dann ist

(28) f@ < x4tz
s
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1

k \/;

Ist
‘ 2nh
t— <

(29) 7

(d. h. nach (26) speziell fiir t € By ) so ist

r/2
(30) F(S) < X r/2
K21 + x|t — 2rh
k
und fiir h + 0
r/2
(31) 572 g X < al R
k’/2<1 Fxlt— 2%)

Seien oy, a5, ..., o, rationale Zahlen. Dann gilt fiir t mit (29)

MSh,k xr/4

—_—— <
. r/2
wls — 2mih
k
und daher im singuldren Fall

(33) F(s) = O(s) < x"*.

(32) o(s) —

Beziehungen, die zu den Beziehungen (28), (30)—(33) analog sind, gelten auch
fiir die Funktion G(s"). '

Beweis (vgl. [3], Hilfsatz 5 und 6): Ist s = x~! + it, t € w, dann ist nach (19)

und (21) fiir h = 0, k = |
2 - w’x0 <% - "‘j)
A< X0 ep| M)
(1 + X224 1+ x%?
wo iiber alle my, m,, ..., m, fiir die O((m;/M;) — a;) + 0ist, summiert wird (also ist
in der Summe O((m;/M,) — «;) = ¢).
Da (t < w < x~1/2)

— >c
1+ x%?

r/2
F(s)<x— xp( ,_.&_) @

e pa—
(1 + x?e?)y'* 1+ x%?

ergibt sich sofort
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und daher (&% < 1 fiir £ € [0, +00))

/a+1/2
F(S) < X412 X " exp( — X < x4tz
s 1+ x%? 1+ x2%2 :

d. h. (28).
Ist s = x~' +it, |t — (2nhfk)| < 1/k+/x und & = 0, dann ist F(s) = ©(s) und

nach (19) und (21)
v 7n%xQ (ﬁ - ocjk>

J

x
O(s) <€ exp| — s
) 5 2mh|F\"4 ,/ZZ P 5 2 2nh|?

14+ x k 1+ x* |t — —

t —
wo iiber alle my, m,, ..., m, summiert wird. Da nach (29)

2) >c,
ergibt sich sofort (30). Die Beziehung (31) folgt aus (29).
Seien nun oy, &, ..., @, rationale Zahlen, s = x~* + it, |t — (2nh/k)| < 1[k .\/x.

Dann ist nach dem Lemma 3 und der Definition der Zahlen S,

o(s) -

X

k? (1 + x?

_ 2nh
k

t

_ MSe
. r/2
(s — 2mih
k
n?xQ <an[~’ - ocjk)
2\r/4 Yexp |~ ’ 2nk|2\ |’
) ort2 k2<1+x2t————'>
/

xr/ 2

<
2nth
t —_—

k

(1+x2

wo tiber alle m,, m,, ..., m,, fir die Q((m;/M;) — a;k) + 0 ist, summiert wird (also
ist in der Summe Q((m;/M;) — «;k) = c). Ahnlich wie oben erhalten wir

MSh,k

Tk«
. r/2
wls — 2mh>
k

X /4 cx

< x'* p exp[— - R——r
14 22— 2 k2<1+x2t—%ll)

2
pmindid B Iy /24
)

(34) o(s) —
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Aus (34) und (31) ergibt sich (30) fiir 2 % 0. Die Bezichung (30) fiir » = 0 folgt
unmittelbar aus (34).

Zieht man in Betracht, dass &% < 1 fiir £ € [0, +o0) ist, ergibt sich aus (34)
auch (32) und daher (33). Der Rest vom Lemma ist klar.

Wir bemerken noch, dass fiir s = x™! + it, s’ = x~! + it’
(3%) L« x
s+ 1+x|t+ 1
(36) Cr <1 (fir0 < u < x)

ist, und dass aus (29) (d. h. nach (26) speziell fiir t € B, ), h + 0

h|
37 = |t < ——'
folgt.

Wenn kein Missverstindnis zu befiirchten ist, schreiben wir oft zur Abkiirzung

B=2nhlk, B =2nhlk, B=+B=9SB,,, —B=%3_,,,
B =48 =8, ., —B =B_,,.

3. BEWEIS DES HAUPTSATZES 1

In diesem ganzen Paragraph sei immer r = 3; a4, ®,, ..., &, seien rationalen Zahlen;
die Funktion g(x) sei fiir r = 4 wie im § 1 definiert; fiir r = 3 setzen wir g(x) = x>. -
Sei ¢ = 1 fiir r > 3, ¢ = 2 fiir r = 3. Den Beweis des Hauptsatzes zerlegen wir in
mehrere Teile.

Sei immer s = x~! + it, s’ = x~! 4 it’. Wir bezeichnen mit 9 den Bereich
min (|t], [¢]) £ w. Fiir

(39) k<.x, h>0

und

(39) K<x, >0, hk=+ hk
sei

(40) M(h,k,h’,k’)=fj ...dt’dt+J-j‘ ...dt dt +
BJ B BJ -8B’

+J. f ...dt’dt+f J L.de’ de
-8) 8 -8J -9’

(41) N(h, k)=N(h,k;ocj)=J: j ...dtr' dt, P(h,k)=P(h, k; a,):LL...dt'dr

-3
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(42) S, = L{ I ..dt’ dt

(der Integrand iiberall wie im (27)) und
(43) S, = YM(h, k, k', k)
(44) Sy()) = P(h, ks ), Suey) = YN(h, k; o)

(in (43) summiert man iiber alle h, k, h’, k' mit (38) und (39) und in (44) iiber h, k,
die (38) erfiillen).
Bezeichnet man

(45) H(t, t'; ;) = EOLICARPR
ss'(s + 5°)°
so ist offenbar
(46) H(—t, —t;0) = H(t,t; —a)), H(t, t;a;) = H(t',t, —a;).
Daraus, aus (27) und (40)—(44) ergibt sich
(47)  4n® M(x) = Sy + S, + Sa(o) + Ss(—y) + Sa(%y) + Sa(—2)) + O(x*77).

Nun untersuchen wir die einzelnen Glieder in (47).

Lemma 5.

(48) Sy + Si(;) + S3(—a;) = 0(g(x)) -
Beweis. Zur Abschitzung von S, geniigt es nach (42) und (46) die Integrale

2w 2w w 0
Il:f f ...dt’ dt, 12=J j ...de’ de
—2wd —2w —wd 2w

mit den Integranden ]H (1o J)| abzuschitzen. Nach dem Lemma 4 (die Bemehungen
(28)) und nach (35)—(36) ist

dr’
1 (r/2)+e x dt
v f (f(uxw))v)

d. h., wie es leicht zu berechnen ist, I, = O(g(x)). Im Integrationsbereich von I, ist
t' 2 2|t| und also wieder nach (28), (35)—(37) und (30) ist

w ® yr/2=1 fp\e+l o x dt’
I, < | xeru2 X (% j —  dt<
2 ‘[0 kg/xhgl krlz h —oo (1 + xlt, - ﬂl)r/Z

© kq+1—r/2
< x3r/a-1 Z
’ ksJ/xh=1

pe+t < g).
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Es ist also )
(49) S, = 0(g(x)) -

Zur Abschétzung der iibrigen Ausdriicke bedenken wir, dass in P(h, k) ls + s'l >
> h/k ist und also nach (30), (36), (37) ist

2 [k\et2 x"2x dt x dt’
S g <
3(061) + 06) <k<§;,/xh§,1 (h) j%j% k(L + xlt _ ﬁDr/z 1+ xlt: — ﬂl),/z <

< xr—-Z

kSJx h=

Die letzte Abschitzung zusammen mit (49) gibt den Beweis der Behauptung vom
Lemma.

Lemma 6. ‘
(50) S, = 0(g(x)).

Beweis. Aus (43) und (40) folgt nach (30), (35), (36) und (37), dass es geniigt, die
Abschatzung

Jek!
2

hh'

x"dt" dt

J. R D R CE )

< g(x)

(das Summationsgebiet ist (38) und (39)) zu beweisen. Die Abschitzung dieser Summe
ist verhéltnismassig kompliziert und ist in [3] (Hilfssatz 9, S. 162 —8) ausgefiihrt.

Lemma 7.

(51)  S() = MZxTe? i ‘fjg’;': + 0(g(x).
(r+e-2).. (r—l)F2<2> svxn=t KT

" Beweis. Es seien h und k mit (38) gewihlt und es sei

F(s) MS, _ G(s)  MS,,
[ 1.6) - e 94(s) e

_ ___]l/’_SLL_ 1 1 - M (1 1
(52) fz(S) - ( lﬂ)r/z( lﬁ) 4 gz(s) kr(S + iB)r/Z <S + lﬁ) ’

= _M_S"_"._ Mghk
[fs() iB k'(s lﬁ)'/z s 93() ﬁ k’(s n lﬁ)r/Z
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Es ist also
(539 =) 446+ A0, %Lm@+mwwm.

Nach (37) und (26) bekommen wir aus (21), (30)—(32)
x r/2 -1

5 L+ 5t — B}

A@<wﬁ,ﬁo<
(54)

xr/Z

1) <, h k(1 + x|t — |2

(fiir t € B) und (siche (25))

xr/2—1

h? k'/2(1 + x|t + ply2

k
g1(S) < «"C'/“E, 92( ) <

(53)
xr/l

<
93() h kr/Z(l + xlt + ﬂl r/2

(fiir t € —%B) und also nach (31) ist auch

(56 iMM+mw+mw<hE;%%Wg
(fiir t € B) und
(57 0461 + 1091+ 09 <
(fiir t e — ).
Man setze
v = [ [ 5000 S,
W(h, k) = f j 75(9) 95s xj’:,;dt d .

Zuerst bekommt man (statt ¢ wird —¢' und also statt —B B geschrieben) nach
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(52)—(57), (35), (36) und (26)

xr/Z +eo

N(h, k V(h, k) < .
(b, ) = V(b k) f J. n k(1 + x[t Bl (1 + x|t — ¢
k xr/2 1
x4 = dtdt <
< h k721 + x|t — ﬂl)”“‘) )

< xr/2+q—2 0 xr/d- clky/x x dv +xr/2—l clk/x x do
h2k122 ) A +xfol)e k2], (14 xfply27Y)

0
x dt
’ (1 + xlt - ,B,)’/2 ’

Dabher ergibt sich fiir r = 3 (d. h. ¢ = 2)

x3/2k1/2 3/a N x1/2 xl/4 . x9/4k1/2
kl/Z kl/Z h2

(58) N(h, k) — V(h, k) <

und fiir r < 3(d. h. ¢ = 1)
/2-1

g X2t
(59) N(h, k) — V(h, k) < W( 4 lg x + P Ig x),

woe=1fiirr =4, =0fiirr > 4.
Nun ist es notwendig die Differenz V(h, k) — W(h, k) abzuschitzen. Sei %t Menge
aller reeller Zahlen, die nicht in 8 liegen. Nach (52), (21), (35) und (36) und (37) ist

(60) V(h, k) — W(h, k)< X (11 +1,),

wo

= J;B (J;z (U +x[t =By (1 + ;ltdt B (1 + x|t — tl)a) ’

2= Lz (L (Lt - A2 (1 + ;ltd : BIYP2 (U + X - fl)e)

Nach (26) ist |t — B| < 2afk \/x fiir te B, |t — | = n/k /x fiir t € R. Wenn man
inI, und I, statt 1 + xlt - t', die Zahl 1 schreibt, ergibt sich

k r/2—-1 r—2
I <(—) , 12<<i) .
X X

Fiir r = 5 kann man die Abschitzung fiir I, noch verbessern: fiir t € B, t' € N gilt
nach (26) |[t' — B| > n[k \/x; es ist also entweder [t — B| > n[2k /x oder |t — | >
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> nf2k \/x. Es wird also jedenfalls (1 + x|t — B[) (1 + x|t — #|) 2 n/x/2k sein
und also

i< \_/%fm (La (1 + x|t - ﬂ’)az(g"*‘ x|t — ﬂ,)m)Xd <( x>5/2'

Setzt man die erworbenen Abschitzungen fiir I, und I, in (60), ergibt sich endlich

x3r14+e=3/2-n/2

h2kr/2—1-n >

(61) V(b k) — W(h k) <

wo n = 1fiir r = 5, n = O fiir r + 5. Wir berechnen nun W(h, k). Nach (52) ist

M2 S, 2 ) 0 ex(s+s') dt dt:
W(h’ k) = ‘_2—’E—h2,1,‘-L__2 ( O\r/2 (o > \r/2 e
4Rk 2 | -y ) e (s — iB)2(s" + iB)7* (s + 5')

d. h. nach dem Lemma 1

x(s+s)
(62) W(h, k) = — MEISyal® f f —dsds’.
@J@S

2h2k2r 2 r/2 r/Z(s + S)L’

Mit Beniitzung von demselben Lemma und der bekannten Beziehung (u > 0)

1 eus ur/2 -1

-— S —_—
21i J 5y "7 I(r[2)

bekommen wir

x(s+S) dsds’ = ds ds’ "
@ J@ "% r/Z(S + %) @Ja (5 + S)sr/Z 2

u(s+s ) d d 7'C ) d C
s')Jdu = — ——— | u""*du + C =
f (fu) J;z) s"12sm1 ) I(rf2) f 0

47'[2 r—1
Fz(r/Z) (r - 1)
und dhnlich

x(s+s) 4n2xr+q 2
f f dsds’ = — + o(x¢71).
@ Je ( s+s)" r/2gm/2 ) (r+e-2)...(r — 1)

Wenn wir diese Bezichungen beniitzen, bekommen wir aus (62) mit Hilfe von (21)
firr=3(d. h.¢ =2)

2 2.3
(63) W(h, k) — M2[Sul” X <X

6I%(3[2) h2k* ~ hk
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und

2
W(h, k) — M?[S, ,|* x < 1
(r—1) Fz(r/2) k¥ =2 p2k2

fiir r > 3.

Daraus, aus (61), (59) und (44) bekommt man mittels Summation iiber die h, k
mit (38) die Behauptung vom Lemma fiir r > 3:

M2t 2 |Sual?
(r — 1) I*(r[2) k57 n=1 k*" " 2h?

1 x3r/4—(r'+1)/2 x3r/4—1 lg x xr—Z lge x © 1
< Z (kr-z + k"/Z—l—'l + kr/Z——Z + kr—3 ) ; —2

Sa(2) — <

x3/2 5/2

lgx + x*?lgx 4+ x?1g?2x fir r=4
K AxtAx 4 4 xS g x + X3 fiir r=5
x3ATUZ g yrm2 fiir »r>5

h. (51). Ahnlich bekommt man aus (63), (61), (58) und (44) fiir r = 3
o 2 11/4 o
Z Z |Sh k| < Z (f L X + x9/4k1/z> Z iz < x?

4( J) F2(3/2) ksuxh=1 k*h* 5y« \k k2
d. h. wieder (51).

Lemma 8. Sei r = 3,

T T = 3y Bl

ksvyxh=1 k*h? )

Dann gibt es eine nichtnegative, nur von Q, M, M,, ..., M,, by, by, ..., b, &, %y, ...
., &, abhdngende Konstante K 5 so, dass

S 2
(64)  S(x) = T(x; o)) + T(x; —ay) =k;/ lhlzk—lk:’}':lz =K, lgx + 0(1).
=L

Beweis. Sei 4 = 2D]_[ = (4, H). Nach der Definition der Zahlen S,

geniigt es in der betrachteten Summe iiber alle natiirliche k < \/ x, k = 0 (mod H)
zu summieren. Soeine Zahl k hat also die Form nHd, wo n < / x/Hd d Teiler der
Zahl A[B und (n, A|Bd) = 1 ist. Wenn wir nun fiir |S),,|* den Ausdruck (22) vom
Lemma 3 benutzen, bekommen wir durch eine einfache Vertauschung der Summa-
tionsfolge

(65) T(x) =

¥

1
H

T | . (hnH
= » —exp| 2ni
1,fzzf Z zzn p<n (de

3 h n

3
M;) — % Zdl fj“ij» ,

1
dr
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wobei

47i 3
= )’h(d f17f2,f3) = exp(-d—B_ Z alJfJM b)

und wo folgendermassen summiert wird: zuerst iiber alle Teiler d der Zahl A/B,
weiter iiber alle Tripel fy, f5, f3 natiirlicher Zahlen, fiir die

3
2y ayMM;f; =0 (moddB), 1<f, £dB
=1

(I = 1, 2, 3) gilt, dann iiber alle natiirliche h < \/x, fiir die (h, Hd) = 1ist und endlich
iiber alle n, die die Bezichungen

hA
h<nHd <. /x, (n—)=1

erfiillen.
Wir wihlen nun irgendwelche Zahlen d, f4, f,, f3, die in (65) auftreten, und setzen

Q(f;M;) - r_ni? ,-;1 foM 1))

hmH

a, = a,(h) = a,(h, d, f1,f2 f3) = exp <2ni <

fiir m = 0, (m, hA[dB) = 1,
a,=0

fir m = 0, (m, hA[dB) > 1. Weiter bezeichnen wir mit R(d, fy, f5, f5) die innere
Doppelsumme in (65). Offenbar kann man

(66) R(d, f1, for fa) = Z y &=

h2 h/Hd<m=yx/Hd N

schreiben, wo Z’ bedeutet, dass iiber die & summiert wird, fiir die (A, Hd) =1 ist.
Aus der Definitionen der Zahlen a,, folgt nun, dass a,, = a, + hA4 ist. Setzen wir
also

Um = Um(h) = Z al >
=1

dann ist
U,(h) = UhA(h) + O(h) .
Setzt man weiter U, = 8, und nimmt in Betracht, dass Un(h) < m, B, < h und

Z ﬂhZh < x~12

h>x

171



ist, kann man nach (66) folgendes schreiben (ko = [h/Hd] fir Hd > 1, uo=h — 1
fiir Hd = 1, py = [/x/Hd]):
& Un(h) = Un-s(h)
R(d, - )~ Tme )
( fl’fZ’fs) Z hzm %4_1 m

oy ( £ o ( o@) _ Uu) E_@) -

h=1 hz =po+ m Ho + 1 1127 +1

BELEL oL D)

Ah® m=fm+1 m h m=to+1 m?

'Yhﬂh \/x lgx - yhﬁh
Z Ah31 p +0(1) = h; + 0(1).

Durch einsetzen in (65) bekommen wir
Ig x VB
)= 22y ¥ ¥ et + 0(1)
24 T fi,f2.53h=1

und also auch (64), w.z.b.w.

Beweis des Hauptsatzes 1. Es sei zuerst r > 3. Nach (47), den Lemmas 5—7 und
(25) ist

_ _ M?x—1 1Sy 4]?
M(x) = Mi(x) = 4n*(r — 1) I'*(r[2) k;x hZ:O k*—2p? + 0(g(x)) -

Da nach (21)

I hkl r/2+1/2
o k;/xhgo k2r 2h2 k;/x k™™ 2 <X < g( )
ist, kann man
szr—l © S 2
(7 M) - 5 5 Bul

4n®(r — 1) T*(r[2) ¥=14%0

+ 0(g(x))

schreiben.
Sei r = 3. Wieder nach (47), (25) und den Lemmas 5—7 ist

M?x3 |Sh4l?
M -~ h.k + 0 3 A
(%) 247°T7(32) i one O
Nachdem nach (21)

2
x3 Sh,kl <Y _1_2_<x3, &

ksvxhzk k*h? kzyx k '
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kann man (siehe (64))
(69) M(x)

schreiben. Nun ist offensichtlich nach (21)

M?x3

 242°%(3)2) SC) + 0x)

(69) S(x) < lg x
und
(70) Sk - S < Y et

Jx/2<ksvx k

Man setze A = lg”'/? x. Die Funktionen M(x) und S(x) sind nichtnegativ und nicht-
fallend, also gilt (siehe (68)—(70))

X

AxM(x) ;I My(y)dy = My(x) — My(x(1 — ) =

*(1-2)
= N(x* S(x) — x*(1 — 2)* S(x(1 — 2))) + O(x*) =
— N(S() — (1 = AP (5(2) + O(1) + 0(x*) =
= 3ANx’ S(x) + O(x*2* S(x)) + O(x*) = 3ANx> S(x) + O(x%)

und dhnlich
, *(142)
Ax M(x) gj M,(y)dy = 3ANx> S(x) + O(x?),
N M
2472I(3)2)

Aus diesen beiden Bezichungen bekommen wir
(71) M(x) = 3Nx? S(x) + O(x* Ig"/? x)
und so nach dem Lemma 8 auch

(72) M(x) = _MK, x*lgx + O(x* Ig'/? x).
872I*(3/2)

Aus (67) folgt durch Vergleich mit (11), d. h. fiir » > 3, dass die Konstante K
genau dann positiv ist, wenn wenigstens eine der Zahlen S, , von Null verschieden
ist. Eine dhnliche Behauptung fiir r = 3 ist aus dem expliziten Ausdrucke von (72)
und (64) nicht ersichtlich. Wir schreiten darum folgenderweise fort: es gilt (12) und
(71). Sei S, * O fiir ein bestimmtes Zahlenpaar h, k. Da die Zahien S, ;, bei gegebe-
nem k nur von der Restklasse von h mod k abhdngen, kann man 0 < h £ k voraus-
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3
setzen. Wenn man A = (2D [ M7})* Hh setzt, bekommt man aus der Beziehung (22)
j=1
vom Lemma 3
k_slsh,klz = ]Sh,k+nAI2 (k +nd)™?
fiir alle n. Es ist also

|Sh4]? 1

S(x) 2 o
h2k® 1znzy0-1a k + An
d. h.
lim inf S_(x_) >0
x>+ o0 lgx

und daher folgt sofort, dass die Konstante K in (12) bei den angefiihrten Voraus-
setzungen positiv ist.

Damit ist der Hauptsatz 1 vollkommen bewiesen.

Bemerkung. Den Hauptsatz 1 kann man verhéltnisméssig einfach fiir » > 8 aus
der Verallgemeinerung des sogenannten ersten Peterssonschen Satzes ([6], Satz 1)
herleiten. Eine schwierige Abschitzung der gleichen Summe wie im Lemma 6 ist aber
nicht zu vermeiden. Fiir kleine Werte von r (4 <r= 8) bekommen wir zwar eine
zu (11) analoge Beziehung, aber mit einem schwicheren Restglied (O(x*"*1g x));
fiir r < 4 ist dieses Verfahren nicht mit Erfolg beniitzbar.

4. BEWEIS DES HAUPTSATZES 2

Lemma 9. Im singuldren Fall gilt
(73) M,(x) < x/2*e=1/2.

Beweis. Es liege der singuldre Fall vor und es sei ¢ > 1. Man kann also die
Beziehungen (16) (ohne O(x?™1)) (27) und (33) anwenden. Den Beweis der Beziechung
(73) kénnte man analog wir den Beweis des Hauptsatzes im vorgehenden Paragraph
durchfithren. Die Abschitzung des zu S, analogen Ausdruckes wire aber nicht
weniger kompliziert als in der zitierten Arbeit [3]. Durch einen einfachen Kunstgriff
(analog wie in [2]) kann man aber eine wesentliche Vereinfachung erreichen. Den
Beweis zerteilen wir in drei Teile. Man bemerke, dass

(74) E(s) = 0(s), 6(s) = 6()
ist. &
1) Mit Riicksicht auf (16), (74) und (36) kann man (stets setzen wir s = x~* +.it,
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s=x1'+i'dha=b=x"1in (16))

(75) M(x) < F) 6 | ¢ g
cod—w [SS(s + 57
schreiben. Nach den Beziehungen (46) und (47) ist
(76) M(x)< Ty + T, + Ty
wo
2w 2w
(77) T1=J' f ...dedt,
—2wd —2w

w © w 2w

(78) T2:I f ...dtdt'+j j‘ ...drdr
—wd 2w —wd —©

(79) T3=j J ..dtdt’+f f ... dedr

(der Integrand iiberall wie in (75)).
2) Nach (77) und (28) ergibt sich

r/2+ v ’ th, -
(80) T, < x72%e — ) dt ¢ x"2re U2,
o (1 + x(t — 1))

Wenn |t’l <w, It[ = 2w, teB,,,, h> 0 ist, ist nach (26) und (37) ]s| > hlk
|s + s'| > h[k und also nach (28), (33) und (26) bekommen wir (t = (2zh/k) + u)

w o K\e+t c/kyx
(81) T, < x"““/zf > o x"“(Z) j du dt’ <

0 kEVxh=1 o

< X212 Z ke < xT/2+el2 ¢ yrizte-1/2
k=4x

3) Da fiir nichtnegative Zahlen a und b ab < 4(a® + b?) gilt, gilt offensichtlich

(4= b 1> D
(52 1 o [ A IO g

1 e
=+ |t—1|
X
Es sei t = w und man setze

(83) T:fo @«
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Nachdem (xt = xw > ./x)

) ’ ) -1
(84) J' de < lJ’ du < x?
t—=1/x 4 1 ’ e t ) 1 @ t
=+t -1 ~+ |u]
X X

gilt, bleibt zur Abschitzung des Ausdruckes (83) fiir t — x™! > w das folgende
Integral iibrig:

J‘t—llx dt/

—

ke t L +t—t
X

Nachdem

t—1/x ’ t—1/x ’
(85) J —-Td—t——g < xrzf ’__(_it___,_i =
v t’<—+t—t’> v HE-)
X

mlE 1 1
- xe—z‘[ (tzt’ * 2(t — t') * ft - t')z) =
w

N (e [ R
(t-3) ST

= 3 lg -+
t wx t t—w

bekommt man mit Riicksicht auf die Bezichungen (t > w + x™!)
» 1
lg(t - —) <lgxt, lg(t—w) <lgxt, lgw <lIgxt
R
und Ig x < Ig xt sofort aus (85)

< + <

" t,1+t_t,° t xt t t
, .

Aus (83), (84) und (86) folgt

(86)

J'"”" dr’ xe"llgxt xe7t  xe7?

xe~1

T<
t

Durch Einsetzung in (82) ergibt sich mit Beniitzung von (33) und (37)

@ |F(S)l2 + lG(S)|2 dt < x'12+e-1 Z o k_2 el
12 ksvxn=1h? Jo

®7) Ty< xe"J‘ du <

w

< xr/2+a—3/2 z k < xr/2+a—1/2 .
ksJx
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Aus den Beziehungen (76), (80), (81) und (87) bekommt man fiir ¢ > 1
Mg(x) < x2¥e-12

Nun ist aber nach dem eben bewiesenen:

2x
x M(x) gf M(y)dy = M,(2x) — M,(x) < x72+3/2

und also

M(x) < X2z

Es gilt also (73) auch fiir ¢ = 1 und das Lemma ist vollkommen bewiesen.

Lemma 10.*) Sei eine beliebige Form (1) gegeben, und es seien (14) beliebige
reelle Zahlen. Ist Re A(x) £ 0 bzw. Im A(x) % 0, dann gilt

(88) lim inf x“(’“)/“J max (0, Re P(y))dy > 0
X+ 0
lim infx“('”)/“f max (0, —Re P(y))dy > 0
x>+ o 0
bzw.
(89) lim inf x_('”)/“f max (0, Im P(y)) dy > 0
x—>+ o 0

x—+ o

lim infx_(’”)/“f max (0, —Im P(y))dy > 0.
0

Wenn also A(x) = 0 ist, ist auch

(90) lim infx"('”)/“J [P(y)| dy >0
x—+ o 0
also
(91) liminf x~¢*9/2 M(x) > 0.
x—+ o0

Beweis. Sei 0 < A} < 4; < ... die Folge aller Werte Q((m;/M;) — «;) > 0 und
a, = Y exp|( 2ni ——’ ;
Zoe (3%, )

wo iiber alle Systeme my, my, ..., m,, fiir die Q(m;[M; — «;) = A, ist, summiert wird.

4) Dieses Lemma entspricht dem Satz 2 in [7].
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Im Spezialfall M, = M, = ... = M, = 1 bewies Landau (siche [4], S. 25) fiir
o > r|2 folgende Identitit (I, ist die Besselsche Funktion I. Art mit dem Index v):

(92) p ) = M 20

Q+r/2 = n Alr/4+9/2

wo (t > 0) Py(f) = P(t) und (fiir ¢ = 1) P,(t) = [§ P,_4(y) dy ist.

Mittels einer Transformation (MM a,; statt a,;, b;/M; statt b;, a;M; statt o; fiir
j=1,2,...,r) ist leicht zu sehen, dass (92) auch im allgemeinen Fall gilt. Weiter
gehen wir wortlich wie Jarnik in [1], § 4, S. 81—3 fort (fiir die Funktion Re P(x)
bzw. Im P,(x)) und beweisen die Bezichungen (88) bzw. (89); (90) ist deren unmittel-
bare Folgerung und (91) folgt aus (90) mit Benutzung der Ungleichung

x 7
[P0l = e
0
Der Beweis des Hauptsatzes 2 folgt sofort aus (73) und (91).
5. BEWEIS DES HAUPTSATZES 3

Lemma 11.%) Seien «,, a5, ..., «, beliebige reelle Zahlen, ¢ < 1. Dann ist

Mg(x) < xr+a—2

firr >3,
M,(x) < x""e 2 Igx
fiir r = 3 und
M) <t
fiir r = 2.

Beweis. Wir gehen analog wie bei dem Beweis vom Lemma 9 fort. Wir benutzen
also die Beziehung

Mx) < Ty + T, + T5 + x271,

wo Ty, T, und Ty nach (77)—(79) definiert sind. Es sei zuerst ¢ > r[2. Fiir T, be-
kommen wir analog die Abschitzung

Tl < xr/2+e—1/2 .

5) In der Arbeit [8], die zufallsweise frither erschien, ist eine allgemeine O-Abschitzung
bewiesen, von der man, als eine Folgerung, die Behauptung vom Lemma 11 fiir ¢ = 1 herleiten
kann.
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Untersuchen wir T,. Fiir |t’| <w, |t| 2 2w, teB,,,, h > 0 ist so wie bevor
nach (26) |s| > h/k, |s + s'| > h[k und also (siehe (28) und (30))

) k9+1 w ; c/kyx xr/2
,<yY ¥ x4+ 12 — _dudr <
kEyxn=1 he*t |, o KA1+ xPu?yt
cy/(x)/k do
< x3r/4~-1 Z kq+1—r/2 ,
kEvx o 1+ )2
d. h.
TZ < x3r/4—71 Z ke+1—r/2 < xr/2+g—1/2
k=Jx
fiir r > 2,
T2 < x3r/’4—l Z kg ]gx < xr/2+e—1/2
k=Jx
fir r = 2.

Fiir T3 bekommen wir wieder wie bevor (siche (30))
T3 < xa—ijw |F(S)l2 _{; [G(S){Z dt < xe—l z < EJWWX X" du
t

T
v ksyxn=1 h? )y k(1 + x*u?)?

cy/(x)/k
< xr+a—2 Z 1 dU < xr+g—2 Z 1
ksvx k7% ), (1 + vy ksyx kM2

d. h.
T, < x"e2
firr >3
T, € X" % g x
fiir » = 3 und

T3 < xr+a~3/2
fir r = 2.

Aus den erhaltenen Abschidtzungen bekommt man die Behauptung vom Lemma fiir
0 > r[2. Da aber fiir beliebige ¢

XMe(x) = J\ZXMe(y) dy = Me+1(2x) - Ma+1(x)

bekommt man schrittweise, dass die Behauptung des Lemmas fiir ein beliebiges
o < 1 gilt.

Der Beweis des Hauptsatzes 3 bekommt man nun sofort aus Lemma 10 und
Lemma 11 mit ¢ = 1.
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