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UBER DIE ENVELOPPE VON ZYLINDERFLACHEN
KONSTANTER BREITE

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 4. Juni 1968)

Eng an [4] ankniipfend verwenden wir die Voraussetzungen und Bezeichnungen
aus [4], Abschn. A—C der Eingleitung, indem wir aber nur die zweimalige stetige
Differenzierbarkeit der torusférmigen Enveloppe S verlangen. Unter den Gegen-
punkten von S (s. [4], Abschn. 11) verstehen wir solche Punktepaare auf einer Cha-
rakteristik von S, in denen die Tangentenebenen von S parallel sind, d. h. die Punkte
mit den Parametern (o, u) und (o, —u).

Angenommen, jede konvexe Zylinderfliche Z(«) der einparametrigen Familie
mit der Hiillfliche S sei konstanter Breite B(a). Dann ist sogar B(x) = B = konst.,
so dass S als Enveloppe der konstanten Breite B bezeichnet werden kann (s.
Abschn. 1).

So eine Enveloppe hat folgende Eigenschaften:

a) Die Gegenpunkte von S haben die Entfernung B und eine gemeinsame Nor-
male.

b) In den Gegenpunkten sind die Kriimmungsrichtungen paarweise parallel und
die Summe der entsprechenden Kriimmungsradien ist der Breite B gleich.

¢) Folflich ist (stets im n-dimensionalen Raum)

(1) 'gR,-(oz, ) +'§Ri(a, —u) = (n - 1)B.

Aber auch umgekehrt, wenn in den Gegenpunkten einer Enveloppe S die Gleichung
(1) gilt, dann ist S von konstanter Breite B.

Wenn einer der Gegenpunkte parabolisch ist, so gilt dasselbe auch von dem anderen
(s. [4], Abschn. 11) und dann ist die Summe der unbegrenzten Kriimmungsradien
in parallelen Kriimmungsrichtungen als Grenzwert aufzufassen.

Die in den nachfolgeden Abschnitten 2 und 3 bewiesenen Behauptungen a)—c)
erinnern and die wohlbekannten Eigenschaften eines Eikorpers konstanter Breite B
(s. [1], S. 127—128). Zwischen den Fundamentalmasszahlen so eines Korpers gelten
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weiter die zuerst von A. Dinghas [3] und spiter ohne Differenzierbarkeitsvcrausset-
zungen von H. Debrunner [2] bewiesenen Relationen

k—1
* W, =Y (= 1) (k> B*"*W,_, (k ungerade < n).
x=0 %

In iiblicher Bezeichnungsweise liefert (*) fiir n = 3 die Beziehungen von Blaschke
fiir Spharoformen
(**) M = 2B, V= 1BO — }nB3.

Dagegen fiir das Volumen W,, die Oberfliche nW, und die Kriimmungsintegrale
n (: B :) W, (i =2,...,n — 1; s. [4], Abschn. C der Einleitung) der Enveloppe S
konstanter Breite B gelten die Gleichungen

@) W, =§(-1)* <-x_’i—l> B W, (k gerade <n)
(s. Abschn. 4, 5). Fiir n = 3 liefert (2) als Analogon zu (**) die einzige Beziehung
3) 0=BM.

Wir iibergehen zu den Beweisen.

1. In den Gegenpunkten (o, u) und (d, —u) von S gilt fiir den Einheitsvektor der
Flachennormale von S

(1Y) N(x, —u) = —N(a, u),
also nach (5) aus [4] ist
(1,2) cos y(or, —u) = — cos y(a, u).

Betreffs des in [4], Abschn. 1 eingefiihrten n-Beines kann man annehmen, dass')
(1,3) t(o, —u) = —t,(o, u).

Aus (1,4) in [4] und aus (1,1), (1,3) ergibt sich

- (19) on(o, —u) = —ora, u), e, —u) = oXe u).
Infolgedessen ist nach [4], (1,8)
(1,5) d[H(x, —u) + H(x, u)] =

= [y —u) + Hy(o w)] o} ) + [Hy(o —u) + Hy(o u)] olfa,u).

1y Wir behalten in den Abschn. 1—3 die Verabredung von [4], Abschn. 1: der Index A durch-
lauft iiberall die Werte 2,...,n— 1, wobei von der Einsteinschen Summationsbezeichnungs-
weise Gebrauch gemacht wird.
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2. Die Giiltigkeit der Beziehung
(2,1) H(x, —u) + H(x, u) = B(a), «€<0,a)

fiir die Stiitzfunktion H (oc, u) von S bringt zum Ausdruck das Bestehen der konstan-
ter Breite B(«) der Zylinderfliche Z(a). Setzt man aus (2,1) in (1,5) ein, benutzt man
(1,6) aus [4] und beachtet man, dass die Formen da und ) unabhingig sind (vgl.
[4], Abschn. 1), so erhdlt man

(2,2) Hy(o, —u) = —H,(o, u)
und
(2,3) dB(a)/da = [—H,y(«, —u) + H,(x, u)] . cos y(at, u) .

Du hingt die linke Seite von u nicht ab. Demzufolge ist

@4 B(x) = konst .

in (2,1), w. z. b. w.
Nach (2,3) ist dann noch

(2,5) H(o, —u) = H,(o, u) .

3. In ausfiihrlicher Schreibweise lautet die durch (1,15) in [4] gegebene Parameter-
darstellung von S folgends

n—1

(3,1) y(o, u) = x(o) + Hy(o, u) (o) + Y Hj(o, u) t(or, u) + H(e, u) N(at, u) .
A=2

Deshalb ist nach (1,1), (1,3), (2,1) mit (2,4), (2,2) und (2,5)

(3,2) ' y(o, u) — y(a, —u) = BN(a, u),

woraus sich die Behauptungen a) sofort ergeben.

Den Beweis von b) kann man auf Grund von (3,2) und (1,1) auf dieselbe Weise
wie fiir einen konvexen Korper konstanter Breite fiihren; siche [1], S. 128.

(1) folgt unmittelbar aus b). — Es gelte nun umgekehrt (1) auf einer Enveloppe S.
Nach der ausfiihrlich geschriebenen verallgemeinerten Weingartenschen Formel (12)
aus [4] ist :

n—1
(3.3) Y Rix,u) = —o(x): cos y(o, u) + A,(H(et, u)) + (n — 1) H(ot, u) .
i=1
Aus (3,3) und (1) erhilt man zufolge (1,2), dass
(3.4) A4,[H(a, —u) + H(x, u)] + (n — 1) [H(o, u) + H(a, —u)] = (n — 1) B..
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Die Losung dieser linearen Differentialgleichung ist von der Form
(3.5) H(x, —u) + H(x, u) = X(ot, u) + B,

wo X(a, u) die Losung der zu (3,4) gehorigen homogenen Gleichung ist. Nach [4],
Abschn. B kann aber die Stiitzfunktion der Enveloppe S durch eine geeignete Trans-
lation der Grundkurve C von X(a, u) befreit werden. Infolgedessen reduziert sich (3,5)
auf (2,1) mit (2,4).

4. Nach den Formeln (14) und (15) aus [4] ist

(4’1) W, = - lf Wids + ! f > <£_+_r> H. An—i—r+1(H) e,
noJe n> ar=o \ i
n
(
(4.2) i=01,...,n—1; A(H) =1, 4,,,(H)=0;

alle benutzten Symbole sind in den Abschnitten C, D der Einleitung von [4] erklart.

Wenn die Enveloppe S konstanter Breite B ist, so ist auch jede in (n — 1)-dimen-
sionaler Ebene liegende (n — 2)-dimensionale Eifliche F(x) (d. h. der Normalschnitt
der Zylinderfliche Z(x); s. Abschn. A in [4]) konstanter Breite B und fiir die Mass-
zahlen # () von F(«) bestehen die Relationen, welche aus (*) mit n — 1 statt n
folgen

21-2 2l _1 N
3) z(_1)~< )B A =W = 05 I=1,2.;20%<n.
x=0 x

Integriert man jetzt (4,3) iiber die Grundkurve C und setzt man dann fiir die
Kurvenintegrale [, #”; ds aus (4,1) ein, so erhilt man nach einfachen Umformungen

n (2&? «f 21 20-x—1
(4.4) 0 =3 ZO(~1) o1 B Wicemy = 2Woip —

20-1\/n—n+r—1
21-2x+1 % r
Y oY (=1) B 7*TIHT (A, ,(H)dQ +
0 #=0 r=0 e+ 1)( n )
_ %+ 1

(n -2l + r)
21 r
+ ZO H . Ay, (H)dQ.

2 " .
21
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Die zweite und dritte Zeile in (4,4) bringen wir auf die Form (man beachte (4,2)!)

45) j (aa+ [ 3 fu], a(m) a0,

Qi=2

wo {x} keinen der Operatoren 4,, ..., 4, enthilt und wo folglich, wenn wir einst-
weilen ausser der Verdnderung der Summation keine weiteren Umformungen
durchfiihren,

(= ey L e,

v—1

(n—j+1>
#%) n —?I___Hll—j+1 _
o)y ==

l

(n——Zl

<21—1><n—j+1> :

20— . _

_ z( 1),+v' j+v—2 nV B-i—viipgy (j=2,...,2l).
G+v =,

j+v—-1

Daraus ergibt sich weiter

(4.6) 2. {+) = 20 lel( 1y~ 1< )Bzz Y

n
21( l) 2 20— j+1 ;

(4,7) — 22 faw); = 2HPTIT - Y (1) J BRl-i-vigy

j+1 v=0 v
n— 2l
5. Wir wenden uns der Untersuchung zu, wie sich die Ausdriicke rechts in (4,6)
und (4,7) bei der Transformation
(5,1) H—-B—-H

verhalten.
Die rechte Seite von (4,7) geht iiber in

2l-j+1 .
(5.2) 2 ¥ (= )< j+1>32’"f_P+1HP—

p

R G W ESERS
p

v=0p=0 v
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Wenn wir hier in der zweiten Zeile die Glieder mit derselben Potenz von H zusammen-
fassen, so erhalten wir diese Zeile in der Form

(5,3) _ Z’Z‘i ZI—z,i_v(__l)ﬁq A-j+1\(v+gq BRl-i-v+igy
v=0 q=0 v + q vv

Schreiben wir nun v statt p in der ersten Zeile von (5,2) und ersetzen die zweite Zeile
von (5,2) durch (5,3), so gewinnt die rechte Seite von (4,7) die Gestalt

(5.4) =1y HRI

2SI 20—+ 1\ I el 2l-i+1\[v+4q ;
+ 2A—1) — —1)*4 B2l-i-viipgy.
Lo () E e (0

Infolge
20—j+1\(v+aq\ 2 —-j+1\/2l-j—v+1
v+ gq v v q

nimmt (5,4) diese Form an

(5.5) (=1y~! .[2112’"1'“ —
217 20 gy . 20—j—v+1 (21— j+1 ;
Sy e (T e (T ],
v=0 q=0 q

v

Es ist leicht zu verifizieren, dass die Summe in den Klammern { } in (5,5) gleich 1 ist.
Folglich nach (5,5) und (4,7)

(596)/ {ehila-p = (=17 {elle G =2....,20).

~Das formale Einsezten j = 1 in (4,7) liefert nach (4,6) die Bezichung {x} =
= {#x}; — B*'/2] und nachdem das obige Verfahren in diesem Abschnitt auch fiir
j = 1 gilt, so haben wir sofort

(5.7) (s = {#}lur-

6. Nach der Definition der Differentialoperatoren 4; ( j =2,..., n;siehe Abschn. D
der Einleitung in [4]) ist offensichtlich 4B — H) = (—1)’~! 4(H). Daraus und
aus (5,6) und (5,7) ergibt sich unmittelbar, dass die Integranden aller Integrale in (4,5)
gegeniiber der Transformation (5,1) invariant sind.

Jetzt benutzen wir die Zerlegung des sphérischen Bildes Q der Enveloppe S auf
die Teile @, und @, (siehe Abschn. 7 in [4]) und die Integrale in (4,5) tauschen wir
nach (7,2) in [4] mit den iiber , und Q, erstreckten Integrale aus; statt (4,5) erhalten
wir also die folgende Umformung der zwei letzten Zeilen in (4,4):

60 [ 103+ by afman. - [ (1o} + 3 (04 4] a0,
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Die Abbildung der Punkte von S auf ihre Gegenpunkte bedeutet fiir die Stiitz-
funktion von S die Transformation (5,1) und fiir die sphérischen Bilder der Ge-
genpunkte die Symmetrie in bezug auf den Nullpunkt, welche offenbar Q, in Q,
und dQ@,, in dQ, iiberfiihrt.

Daraus erhalten wir, indem wir auch die zu Beginn dieses Abschnitts bewiesene
Eigenschaft der Integranden aus (4,5) in Betracht ziehen, dass die Differenz (6,1) zu
Null wird. In (4,4) bleibt daher nur die erste Zeile, die sofort (2) liefert.
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