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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 1

RECENSE

L. Pist, A. Tondl: Uvod do theorie nelinearnich a quasiharmonickyeh kmiti mechanie-
kych soustav, Vydalo Nakladatelstvi CSAV, Praha 1956, 174 stran, cena 19,70 Kés.

Tato kniha spliuje gvij kol seznamit ¢tendfe s nejdiulezitéjiimi vysledky theorie ne-
linearnich a quasiharmonickych kmiti. Tento obor jest u nds mélo znamy. Byl rozvinut
v poslednich desetiletich na zédkladé pracf KryLova, Bocorsusova, ANpDroNOWA, POIN-
CAREHO, VAN DER Pora, WHITTAKERA a jinych. DuleZitost uvedenych method jest nejen
v tom, Ze ném davaji presngjsi vysledky neZ obvykle uzivana methoda linearisace diferen-
cidlnich rovnic, ale proto, Ze vystihuje zjevy, na jejichi vysvétleni methoda linearisace
diferencidlnich rovnic zcela selhdavia., Jednim z nejdalezitéjSich zjevii tohoto druhu jsou
samobuzené kmity. Soustava se zapornym tlumenim v okoli rovnovazné polohy, k niz jest
pripojen zdroj o stdlé vydatnosti se miZe ustdlit na kmitavém pohybu a sama si odebirat
energii ze zdroje. Autori si nekladli za kol odvozeni uvedenych method a jejich piesné
propracovéni, takie &tendf s hlubs&im zdjmem doporuduji prostudovat literatuwrn, na
kterou jsou uéinény odkazy. Kniha jest rozdélena na dvé éasti:

Prvou ¢éast zpracoval L. POsr, v ni jsou vySetfovany soustavy popsané diferencilni
rovnici:

g+ ky ey + [ y) = F(t),
kde f(y, y) jest analyticka funkee proti ¢lenu ky + cy dosti mald a F'(f) miZe byti souétem
nékolika harmonickych sloZek. VySetfovani viastnich kmiti soustavy vede na hledani
periodického feseni homogenni rovnice:

g+ kg A ey + 0L y) = 0.
Autor uvadi ngkolik method na Fefeni tohoto problému. Prva methoda je zaloZena na
odhadu tvaru kmitu. Na piiklad u rovnice:
¥+ wffly) =0
forméind dosadime vyraz

y = 2, cos (nwt + @,)
n

a snaZime se zvolit a,, @,, o tak, aby ptvodni rovnice i potiteéni podminky byly splnény.

Druhou methodou jest Poincarého methoda malého parametru, kterd vychézi z rovnic
tvaru:

G+ woy + e fly, ) = 0. ) (1)
Po jistych upravach hledame fedeni ve tvaru: '
y(t) = yolt) + ey:(8) b 2y + ...

kde funkee y,(#) poditame z jednodudSich linedrnich rovnic. Pro dosti mald ¢ > 0 lze sku-
tetné dokdzat konvergenci téchto fad. Tato methoda se hodi zv1a$té pro matematické
zkoumadni. O této method§, kterou lze pouZit i na obecnéjsi typy rovnie, se étendt podrob-
néji doéte v knize [1].
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Pro vypolet je vyhodn&jsi methoda Krylova a Bogoljubova. Pii této methodé se feseni
rovnice (1) predpoklédéd ve tvaru:

Y = a cos (gt - D),

kde «, ® jsou funkee Sasu. Thm, #c mezi hledanymi funkeemi ¢, @ zvolime jesté jednu
podminku, pfevedeme rovnici (1) na systém dvou jednodussich diferencidlnich rovnie pro
a, P, jejichz pravé strany zavis{ pouze na a.
Tato methoda je detailné propracovana v knihdch [2] a [3].
Podobnd jest methoda van der ’ola. Zde se pouZivd rotujiciho systému os ay, a,.
PoloZime:
Y=y Co8 ot - g SIL @yl

Y o=y SIN gt 4 W@, CO8 Wyl .

Misto y povaZujeme za nezndmé ay, «,, tim rovnici (1) prevedeme na systém dvou dife-
rencialnich rovnie pro a,, a,. Tato methoda se zvIasté hodi pro vynucend kmity, kde zné-
me predem frekveneci.

Dalsi methoda jest pievedeni nelinedmi rovnice na ekvivalentni linearni rovaici, Pro
nelinedrni rovnici- (1) bude vyraz (2) [kde a, @ jsou nyni konstanty], splhovat v prvém
pribliZeni jak tuto nelinearni rovnici, tak lincdrni rovnici s vhodng zvolenymi kocficienty.

Srovnénim vyrazt pro zménu amplitudy a zménu kruhové rychlosti FeSeni [2] u linedrni
a nelinearni rovnice, obdriime vzorce pro koeficienty ekvivalentni diferencialni rovnice.
Tyto methody muiiZeme talké upravit pro feSeni nehomogennich diferencidlnich rovnie.
8 methodou Duffingovou a Rauscherovou se mutZeme také sezndmit v knize [4]. V piipadd,
%e pravé strana diferencidlnich rovnic je soudtem nékolika harmonickych sloZek, ukazuje

autor na konkretnim p¥ipadsé jak jedna harmonicks &ast FeSeni potladuje ostatni. Podobny
pripad nastava, jestlize vlastni kimity maji vice harmonickych sloZek. Mé-1i budiei sila
frekvenci ngkteré vy$§i harmonické slozky, maZe se soustava rozkmitat frekvenei zdkladni
harmonické slozky vlastnich kmitti. Tento zjev nazyvame subharmonickou resonanei.

DuleZité jest vySetieni stability pohybu.

Definice stability ve smys]u Ljapunovas:

Reseni y(¢) rovnic (1) nazveme stabilni, jestlize k libovolnd malému ¢ = 0, migeme vidy
najit § > 0, %o pro kazdé ¥efeni 2(¢) rovnic (1), jehoz poditedni podininky splituji nerov-
nosti [y(0) — =(0)] <2 &, [9(0) — 2(0)| < &, stale plati |y(t) — =(t)] < & |g() — 2(2)

Definice orbitdlni stability:

<&

Necht Fefeni y(f) rovnice (1) jest periodické. PoloZme v = y. Potom kiivka y == y(t),
v = 4(t) v roving o osdch y, v jest uzaviens. Redeni y(¢) nazveme orbitalnd stabilni, jestliZo
k libovolnému ¢ > 0 miZeme najit d = 0 tak, Ze pro fefeni z(¢) rovnic (1), pro které bod
[2(0), (20)] jest od uzaviené kiivky vzdalen o ménd ne# 6, plati, #e bod [z(¢), (2)] jest stdle
od uzaviené kiivky vzddlen o méné neZ e Vlastni a samobuzené kmity jest vyhodné
zkoumat s hlediska orbitélni stability, pondvad? nezéleZi na zménéch frekvence, ale jen na
zméndch amplitudy. U vynucenych kmitt zdvisi i na zméndch frekvence, ponévad¥ fazové
posunuti vynucenych kmitt od budici sily mé za nésledek porufovéni kmitii. Toto vy-
Setieni jest velmi dulezité, pondvadz v piipads nestability nepatrné posunuti z daného
stavu se v prib&hu Sasu zvétduje a systém se vzhledem k vngjdim vlivim nemiize udrzet
na takovém periodickém fefend.

Autor uvadi podminky stability v obou ptipadech.

Druhé ¢ist knihy, kterou zpracoval A. TonprL, pojednava o quasiharmonickych kmitech.
Soustavu nazyvame quasiharmonickou, jestlize nékteré jeji parametry jako na piiklad:



setrvadnost, tlumeni, tuhost jsou periodickou funkei dasu. Takovéto soustavy obvykle
vedou na diferencidini rovnici tvaru:

G+ [AF yPot)y =0,

kde @(7) jest periodicks funkee. Jestlize @(z) jest sudd funkee, pak tuto rovnici nazyvéme

Hillovou. Pro feseni této rovnice jest uvedena methoda Hillova, kterd vSak vede na ne-

konetny systém linedrnich rovnic. Lze-li pouiit Poincarého methody rozvoje podle malého

parametru, potom jest tato methoda vyhodngjsi. Tento zpiisob jest popsan v knize [5],
Podrobnéji je diskutovana Mathieuova diferencidlni rovnice:

Y -+ (A — 2y cos 27)y = 0

a to 1 v nochomogennim tvaru. Tato rovnice je duleZitd pro éetné aplikace. Pro feSeni této
rovnice jest zde uvedena mimo Hillovu methodu je¥té Inceho methoda, kterd jest viak
vhodné jen pro stabilni fefeni. Pro pfipad nestabilniho FeSeni jest zde uvedena jina me-
thoda. Pii zjidtovani stability rdznych feseni u Hillovy rovnice se ukazuje, Ze pro kazdé
y = 0, miZeme hodnoty A rozdélit na intervaly, v nichZ obecné fefeni bude st¥idavs sta-
bilni a nestabilni. JestliZe so y bliZi k nule, pak krajni body intervalii nestability se blizi

k hodnotdm 4 = (ﬁ) . Autor zde uvadi pro vypocet vhodnou methodu k uréeni krajnich
2

bodt intervalt nestability. Autor se zminuje ovSem i o jinych kriteriich stability vhodnych
pro quasiharmonické rovnice.

V dalsich kapitolach aplikuje A. Tondl methody piedchozich kapitol na dalezité pii-
pady.

Nejprve se zabyva soustavou s periodicky proménnou tuhosti, s konstantni setrvac-
nosti a tlamenim, kterd jest buzena vngjsi silou. Autor sleduje pomér maximalni vychylky
ke stfedni statické vychylce v zdvislosti na riznych druzich budiei sily.

V pripadé dynamické stability tyée zatiZené periodicky proménnou silou, zjistuje prvé

dvé oblasti nestability a uréuje amplitudy priénych kmitii.

V piipads torsnich kmit zalomenych hiidel, autor srovnavd vysledky vypoétu oblasti
nestability pomoci Poincarého methody s obvyklym zpiisobem vypo&tu kritickych otd-
tek. Dochézi k vysledku, Ze maximalni vychylka je vétsi neZ amplituda pislusné soustavy
s konstantnimi parametry. Tento fakt jest také experimentalng doloZen.

V knize [2], kterd vysla pozdéji, jest uvedena zajimava methoda pfibliZzeni v priméru,
ktera se zvlastd hodi pro systémy diferencialnich rovnic, jejichZ pravé strany jsou periodic-
ké funkece dasu.

Vzhledem k tomu, Ze kniha L. Plsta, A. Tondla uvadi methody v souladu s jejich pouZi-
telnosti na rizné problémy nelinedrni mechaniky, mutZe byti dobrym pomoenikem kaz-
dému, kdo se timto oborem zabyva.
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Tvo Vrkod

H. H. Boeoawbos, 10. 4. Mumponoaveruii: ACHMNITOTHYCCEHG METOILI B TEOPHH HEIH-
neiiupix  Kouaebanuii. (N. N. Bogoljubov, Ju. A. Mitropolskij: Asymptotické methody
v theorii nelinearnich kmiti,) Vydalo nakladatelstvi (Gostechizdat, Moskva 1955, 447

stran, cena 13 r. 40 k.

Tato kniha jest pievazng vénovana dvéma methodam nelinedrni mechaniky. Jest to
methoda rozkladu feSeni v asymptotické Fady podle moenin parametru a methoda piibli-

Zeni v praméru.

Methoda rozkladu fefeni v asymptotické fady byla nejprve publikovéna N. N. Bogo-
. Zde ji

LJUBOVEM a N. M. KrRYLovEM v roce 1937. Od té doby vsSak byla znaéné rozvinuta

autofi aplikuji nejdrive na diferencidlni rovnici:
d*x dx
— ot = e f e, —],

a jest zaloZena na nasledujici uvaze:
Polozime-li v diferencidIni rovnici ¢ = 0, pak jeji feSeni jest

. = acosy,

dy

. . . 4 - ; .y . o,
kde amplituda a i (hlova frekvence Tl  jsou konstantni. Jestlize ¢ # 0 pak nelinedrn{
dt

¢len bude vyvolavat kmity a systematické zmény amplitudy u feSeni této rovnice. Vzhle-

d . .
dem k tomu, Ze také tihlové frekvence —(ﬁi bude zavisl4d na amplitudé, budeme feseni

hledat ve tvaru:

x=acosy + &ua,y) + & ula, ) + ...

kde w,(a, y) jsou periodické funkece y s periodou 2zz. Prithbéh amplitudy a fazového posu-
i

nuti se uréi z diferencidlnich rovnic:

da .

i e Ay(a) + & Ay(a) + ...

dy

5 = @+ eBua) + & Bya) 4 .
at

_ Vzhledem k rychle rostouci sloZitosti vzorell pro u,a, y), 4,(a), B;(a) jest nutné se omezit

"na prvé pribliZeni:
. x = acosy,

kde a, y jsou dény diferencidlnimi rovnicemi:

21
da £ . i
— = g A(a) = — fla cos @, — aw sin @) sin @ de ,
dt 27w
0
21
dy e .
—=w+ eBa) =0 — —- fla cos @, — aw sin @) cos ¢ de .
dt 2naw
0

~F
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Jestlize pravé strana diferencidlnich rovnic zdvist periodicky na ¢ s frekvenci v, jest tieba
rozliSovat resonanéni a neresonanéni pripad. Resonance nastava, jostliZe frekvence vnégjsi

. . ST » . e . cp T
sily » jest velmi blizkd vyrazn — o, kde p, g jsou cela éisla. Prakticky maji vyznam tii
q

2 w7

ptipady resonance p = ¢ = 1, p == 1, ¢ jest malé colé éislo, ¢ = 1, p jest malé &islo. V ostat-
nich ptipadech nebo jsou-li p, ¢ velkd &isla, jest resonance zanedbatelnd. Upozornuji éte-
néfte, Ze tato methoda jest také rozpracovana v knize I10. A. Mumponoavcruii: , Hecina-
Yuorapuue npoyecenl ¢ neaurelinuz rosebamenvnn cucmemaz’ . V této knize jest ukdzéno,
Ze tuto methodu lze za jistych predpoklad pouZit i na systém rovnic tvaru:

¥

N
— | Z oay(n) ) + X b0 = e QU O, Gy o Ay Gy )y T=1, ., N,
dt \4 i=1

d

. Y ) a6
kde @; jsou periodické vzhledem k @ s periodou 27 a plati T »(1), 7= e. Tato
de

methoda jest zvIasté vyhodné tam, kde pottebujeme znat pribsh amplitudy nebo frek-
vence fefeni. Pomoei této methody lze urditi periodické Fefeni a jejich stabilitu. Jest zde
také ukdazano jeji pouZiti na uréeni oblasti nestability Mathienovy rovnice.
Druhou methodou jest methoda piibliZeni v priuméru, kterou lze aplikovat na systémy
diferencidnich rovnie:
da;
@

jestlize existuji imity

1
lim 7 Xty @y, ooy ) dt == X (v, ..0,x,) -
>0
0

Tyto limity na piiklad existuji, jestlize pravé strany jsou periodické nebo skoroperiodické
funkce ¢asu.
Pravé strany potom miizeme rozlozit na élen nezavisly na ¢ a na malé harmonické éleny:
o
Xt @y, - wy) = Xpolty, oy wy,) + DXy @, -0, 2,)
i=1
Tedy také feSeni a; miiZeme rozloZit na &;, coi jest fefeni diferencidlnich rovnie:
dg;
de

= X .- &) =1, ...,n

Iy

a na malé harmonické slozky.

V prvém pribliZeni stadl vzit misto pFesného FeSeni pavodniho systému pravé tyto
slozky &,, které se uréi z jednodussich diferencidlnich rovnic. Methodu piibliZeni v pra-
méru lze pouZit 1 na systém tvaru:

du,

— == Xy, 2, s y,), k=100,
dt k( i ).)

da R

rThE Aoz, ..o x,) + Alx, v, o, wy),
dt

kde 2 nabyvé velkyeh hodnot, X, a 4 jsou periodické funkee ~,
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Vyhoda této methody spodivé zvId§té v tom, Ze prvé a vyssi piibliZeni poditdme z dife-
rencialnich rovnie, které jiz nezdvisi na ¢. Piesnému rozboru této methody jest vénovana
posledni kapitola.
V druhé kapitole seznamuji autofi étendfe s ngkterymi problémy kvalitativni theorie
diferencialnich rovnie, hlavng jde o uréeni singularnich bodit a existenci limitnich eykli.
Témito methodami si lze uéiniti orienta#ni piedstavi o prabchu integrialnich kiivek
dané rovnice s malou nelinearitou v celé roving.
Déle jest zde uvedena grafickéd methoda Liénarda a methoda Dorodnicova pro rovnice
van der Pola: :
2 da
e (1 ) = 0
ez de

jestliZe ¢ nabyvé velkych hodnot.

Vyjma posledni kapitoly jest kniha psdna tak, ¥e 8tenaf nepotfebuje hlubokych mate-
matickych znalosti a seznamuje &tendfe s velmi uZiteénymi methodami v nelinedrni
mechanice.

Tvo Vrkol
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