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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

SUR LE PROBLEME DU QUART DE PLAN ELASTIQUE

P. P. TEODORESCU

(Regu le 13 mai 1960.)

En s’appuyant sur la théorie de la transformation de Fourier, on démontre,
dans le présent travail, la réduction du premier probléme de I"élasticité pour
un quart de plan & une équation intégrale de la seconde espece. La norme du
noyau étant plus petite que I'unité, on peut se servir de la série de Neumann.

1. En rejetant & linfini un ou plusieurs c6tés d’un rectangle élastique plan, on
obtient des figures idéalisées qui — chacune 2 sa maniére — constituent 'approximation
d’un cas réel, rencontré dans la pratique. Une de ces figures, dont I'étude est la plus
difficile du point de vue mathématique, est le quart de plan élastique.

On obtient le quart de plan élastique x = 0, y = 0 en rejetant & I'infini deux
cOtés adjacents d’un rectangle élastique. Le quart de plan élastique, actionné par
une charge périodique sur 'un de ses ¢dtés, peut constituer par exemple — en pratique
— la poutre de bout dans le cas d’une poutre-paroi continue, & hauteur infinie, ayant
une infinité¢ d’ouvertures égales et identiquement actionnées. Les résultats correspon-
dants peuvent étre encore utilisés pour I’étude de Peffet local dans la région d’appui
d’une poutre-paroi a une seule ouverture.

Le quart de plan élastique peut étre encore considéré comme un cas particulier
du coin plan élastique (un domaine borné par deux demi-droites concurrentes
a distance finie). Ce probléme est étudié généralement a I'aide des coordonnées po-
laires.

2. Le cas du coin plan élastique, actionné sur 'un de ses cOtés par une charge
uniformément distribuée a été étudié par A. MIura [24] et P. FILLUNGER [11]; le
cas d’une charge normale a variation linéaire a été considéré par M. LEvy [20]
et K. WoLrF [38], a T'aide des polynomes biharmoniques, pour un angle quelconque;
ces résultats ne sont pas valables pour un angle droit. J. H. MicHELL [23] et P.
FILLUNGER [!I] se sont occupés du cas d’une force concentrée ou d'un moment
concentré, actionnant au sommet 0.

W. M. SHEPHARD [29] a donné une solution, basée sur certaines méthodes approxi-
matives, pour le quart de plan élastique actionné sur les lignes de séparation par
des forces normales concentrées, a distances égales du sommet O. Ultérieurement,
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le probléme a été reconsidéré par K. M. ®urypnos [10]. J. BALAS et A. HANUSKA [5]
ont aussi considéré ce probléme, en utilisant des méthodes théoriques et expérimenta-
les (photoélasticité); ils ont donné d’intéressants résultats numériques. Les méthode
expérimentales ont été utilisées encore par B. M. A6pamos [1] et V. TESAR [34].

Pour une charge locale quelconque, on emploie généralement lcs méthodes opé-
rationnelles de calcul (transformée de Mellin) dans Pétude du coin plan élastique.
Nous citons ici les travaux de J. A. H. Brautz [8], [9], b. 3. Bpaukosckuit et
A. Y. Jiypee [7], C. J. TRANTER [35], J. Maser [22], C. T. Jlamuun [18], [19],
D. E. R. Goprrey [13], [14] et C. M. besionocos [6]. Une étude théorique et prati-
que tres développée fut entreprise par J. NECAs [25], [26], [27], [28], au cours de
plusieurs articles; ces résultats peuvent €tre utilisés aussi pour un domaine polygonal
quelconque: convexe ou concave. M. HETENYI [15] a utilisé la solution du probleme
du demiplan élastique, sous la forme de développements en séric, pour calculer —
a laide de machines électroniques de calecul — le quart de plan élastique actionné
par une charge normale on tangenticlle concentrée sur 'un de ses cotés. 1. BABUSKA,
K. REKTORYS et Fr. VyCicHLo [4] ont étudié 1’état de tension a I'intérieur du quart
de plan élastique actionné par une charge normale sur une ligne de séparation, en
utilisant, d’une maniére ingénieuse, le principe de la superposition des effets; ils ont
ainsi réduit le probléme a la solution d’une équation intégrale de la seconde espece.
Nous avons donné aussi quelques résultats [33], en utilisant Ia transformée de
Fourier.

Le coin élastique anisotrope a été considéré par JI. TI. Kydapes [16]. M. L.
WiLLIAMS [37], JI. M. Kypumn {17] et SI. C. Vasun [36] ont étudié le cas d’un
quart de plan élastique ou d’un coin plan élastique quelconque encastré au long
d’un cété a distance finie.

Dans ce qui va suivre, on étudiera le premier probléme fondamental de la théorie
de I'élasticité (conditions aux limites en tensions) pour le quart de plan élasti-
que. Nous distinguerons entre une charge périodique et une charge locale (normale
ou tangentie]le).

3. Considérons en premier lieu le quart de plan élastique x = 0, y = 0, actionné
par une charge normale périodique p(x) sur le cote y = 0 (fig. 1). Pour fixer les
ideés, représentons ce cas de chargement a 'aide d’une série de Fourier paire

par rapport a la variable x
(1) p(’() = I)O + an COS Y, X,

ou 'on a noté
nmn
(2) Ty = — (11:1,2,3,...),
a
avec la période L, = 2a.
On considere le quart de plan ¢lastique x = 0, y = 0 comme faisant partie du

demiplan y = 0, actionné par la charge périodique (1), symétrique par rapport
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a 'axe Oy (ﬁg. 1). La tension tangenticlle sera nulle pour la section x = 0 et la
tension normale sera, en général, donnée par

(3) (7,\»(0, y) = Zh"(] — ’}v"y) Q—’/‘n)’ ,

expression qui ne s’annule pas pour chaque y.

C’est ainsi que Pétat de tension calculé correspondra a celui qui nait a 'intérieur
du quart de plan élastique, actionné par la charge périodique et chargé sur la section
x = 0 par le chargement normal
a0, y) = — p'(y). Si on super-
pose I’état de tension correspon-
dant au quart de plan élastique,
actionné seulement par la charge
normale p’(y)sur la section x = 0,
on obtient I’état de tension corres-
pondant au probleme que nous
nous proposons d’étudier.

On peut étudier le quart de plan
élastique, actionné par la charge
apériodique (locale) p'(y), a l'aide
des intégrales de Fourier, en ob-
servent que les coefficients de Fig. 1.
Fourier b, vérifient la condition

@ f Eb1 = pp) e i dy = 3 |”n|f U= gl eTdy <
o " n 0
T — I D
<) Ib < e dy + V.,J‘ ye M dy) =3 1b, <y- + 7) = fini .

n Jo 0 n n

Nous mentionnons que cette condition est vérifiée pour tout cas de chargement
réparti (le coefficient b, est proportionnel & 1/n, de sorte que la série en”discussion
peut étre comparée avec la série de terme général 1/n?).

En considérant un cas de chargement normal périodique, représenté par une série
de Fourier impaire par rapport & la variable x, et en utilisant le méme procédé, on
observe que la tension normale sera nulle pour x = 0 (ﬁg. 2). Clest ainsi que nous
obtenons la tension tangentielle 7,,(0, y) = — '(y), qui ne s’annule pas pour chaque
», et nous serons obligés d’étudier le quart de plan élastique actionné par une charge
locale tangentielle 1'(y) sur la section x = 0.

Ces considérations restent valables pour tout autre cas de chargement périodique
tangentiel.

En conclusion, le probléme du quart de plan élastique x = 0, y = 0, actionné
par une charge périodique quelconque sur I'un de ses cotés a distance finie (par
exemple y = 0), peut étre ramené — 4 I'aide du principe de la superposition des
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effets — a I’étude du demiplan élastique y = 0, actionné par cette charge périodique
sur toute la ligne de séparation y = 0, et a I’étude du quart de plan élastique, actionné
par une charge locale sur le ¢6té x = 0. Clest ainsi que nous considérerons, dans ce
qui va suivre, seulement un cas de chargement local sur I'un des cdtés du quart de
plan élastique.
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Fig. 2. Fig. 3.

4. Soit le quart de plan élastique x = 0, y = 0 (fig. 3), actionné par une charge
normale

(5) p(x) = ! Jl b(a) cos ax da

-—w
sur la ¢oté y = 0. On utilise une intégrale de Fourier paire par rapport a la variable
x, qui peut représenter aussi une fonction généralisée.
On pose les conditions aux limites

(6) x =0 o, =0, Ty =0,

y = 0: o, = p(x), 7, =0,
ol o,, g, sont les tensions normales et t,, = 7, sont les tensions tangentielles. De
plus, Iétat de tension doit s’annuler pour x -» oo et pour y — 0.

Daprés G. B. Ary [2], [3]. I'état de tension correspondant au probléme plan de
la théorie de 1’¢lasticité peut étre représenté sous la forme

~2
0°F
7 g, = ——,
() x (’)yl
O*F
o, =5,
ox
’*F
Tyy = — ——0
Ox dy
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ou F = F(x, y) est une fonction biharmonique

. 0% 0 o2 o
X oy [ERY oy

Nous choisirons une fonction d’Airy paire par rapport aux deux variables')

1 Iy
9) F(x, y) = 7J — (A4 + |o] yB) e 1" cos ax do +
2) L

+ 1J i (C + | x Dy e™#1* cos iy df,
21, B
ol les fonctions intégrables A4 = A(x), B = B(x), C = C(f) et D = D(B), avec
(-0 < o f < o), doivent étre précisées par les conditions aux limites. Ces
fonclions sont considérées paires par rapport aux variables o et 5. Les conditions
a Pinfini sont automatiquement vérifées, la méthode de calcul utilisée correspondant
a une transformée de Fourier,
Les composantes du tenseur tension ont la forme

(10) o, = ! 2 — lof ) B] e cos ax da —

1
I
—
1
1
b
—~~
~

1 25
— 2J‘ (C + Bl xD) e cos py df,
1 = lajy .
o, = — > (A + |af yB) e "V cos ax do +
l o ,
+5 [C = (2~ [lxD]e 1 cos By dB,
l [ade sl
Ty = = > [4— (1 = Jul y) B] e” "V sin fof x dor —

N ‘f [C— (1~ IBlx) D] e ™~ sin [B] y dfs.

o
En posant les conditions pour les tensions tangentielles, on obtient
(11 A =B, C=0D.
C’est ainsi que la fonction de tension peut s’écrire sous la forme

(12) F = %f E(—j—) (1 + Jaf y) e~ *P cos ax da +
o

-

+ ;J Bfgﬁ(l + 1Bl x) e cos By

1y Nous considérons ces intégrales dans le sens utilisé dans la théorie de la régularisation des
transformées de Fourier, en théorie des distributions [12].
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et ’état de tension devient

1
(13) 6, = — 5 B(a) (1 — |al y) e "7 cos ax da —
1 adee]
- D(B) (1 + |B] x) e™ "% cos By df,
I ades
g, = -- 5 B(a) (1 + |a] y) e™ ' cos ax da —
1 oo
-5 D(B)(1 — Bl x) e~ cos By df,
J o
— y [ —laly ¢
Ty = — = xB(a) e sin ax do —
2-) —w
- ’5‘ BD(B) e 1P1* sin By df .

On observe que, & cause des facteurs e *"*, ¢ 711 on peut considérer les fonctions
B(o) et D(f) méme localement intégrables et bornées pour x > 0, y > 0.

Les relations

a ‘ )
le "“’] dy = — = fini,
. _ |!
@ )
j Iye"lrz!y[ dy = == fini
i o

nous permettent de représenter les fonctions correspondantes a 'aide des intégrales
de Fourier

(14) e ey — 1 MJ ! w’
T e az +ﬁ2

v 1" o — B2
laly _ Ry
ye = — ————cos iy dfi.
Jw(az ) Bydp
11 résulte que

’ —ay_z * /3Z
(14) (1 = | y)e I —;IW|J_meOSﬁ}’dﬁ,

(1 ~ |B] x) e IFIx fzgfﬁl ) »Lcos ax dot .
- n _m_(az +/32)2
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Tenant compte de (14), les relations (13) nous donnent

(13') — 20, Zj’“ B(OC) [Ifll Jm —'ffﬁz—fﬁ cos fiy dﬁ} cos ax da -+
) - — o

'(“2 + ﬁz)z
+ jm D(BY (1 + Bl x) e 1" cos By df,

- 20, = J . B(e) (1 + |af y) e cos ax do +

— o0

L2 p(p)| 1p i o d By dp
— ————— o4 oqcC .
|| o oo

En inversant l'ordre d’intégration (cc quon peut faire parce que pour x > 0

et y > 0il existe une majorante intégrable si B(«) et D(f) sont seulement des fonctions
intégrables), on obtient

(15) 20, = J [o(B. x) + D(B) (1 + 18] x) e~ "¥*] cos By df,

— 20, jm [(e p) + B(e) (1 + 2| p) e”'*¥] cos ax da,

-

o on a précisé les transformées de Fourier

(16) o(f, x) = %ﬂz .r, (alj]f(;z)z cos ox do ,
No 2.2 “ 1B D) !
Plo, y) = - o J‘_% (cxw—z TRy cos fy df3,

en considérant les paramétres f3, respectivement «, fixes.

Soit une suite de fonction intégrables B,(«), respectivement D,(f). telles que

(17) B ()l < C, DB <C

et

(17 B,(2) = Bo(a), D,B) = Dy(B).
1l est évident alors que

(177 [Bo(2)] < C, |Do(B) < C:

donc les fonctions By(a) et Dy(f) sont des fonctions localement intégrables.

Si @,(B, x) et (2, y) sont les transformées de Fourier correspondant a (17) et
définies par les relations (16), on obtient

(18) lou(B, X) < €, (o )l < C,
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c’est-a-dire
(18) PB. x) = @B x), (o, )= Yol ¥) s
la convergence est donc uniforme par rapport a x, respectivement a y.

Soit a(x, y) I'expression (13), respectivement (15) pour B,(«) et D,(f). En utilisant
la relation (13), on observe qu’il s’agit d’une converegence uniforme de la fonction
a%(x, y) (dans le sens normal) pour x > & > 0, y > @ > 0. Pour x = 0, la fonction
a%(0, y) devient une fonction généralisée (dans le sens de la théorie des distributions)
et on doit considérer la convergence dans un sens correspondant.

En appliquant la théorie des transformées de Fourier pour les fonctions généralisées,
on aboutit & la conclusion que o (x ¥), considérée comme fonction généralisée de la
variable y, converge vers la fonction 6%(x, y) dans le sens des fonctions généralisées,
cette convergence étant uniforme par rapport a x. De plus, ¢%(x, y) est unc fonction
paire par rapport & x et y. De méme o’y(x, p) est une fonction généralisée de la variable
x, la convergence étant uniforme par rapport a y.

Drune maniere analogue, on démontre que la fonction y(x, y), considérée comme
fonction généralisée des variables x, respectivement y, converge uniformément par
rapport & y, respectivement a x, vers la fonction 7g,(x, y), dans le sens des fonctions
généralisées. De plus, les conditions aux limites (6) correspondantes sont vérifices.

En passant & la limite dans les expressions (15) des tensions normales, on obtient

(19) J [gﬁz J ('“' B gy +D(/s)J cos fy df = 0,

i +p )
Ji [8(7) + 3‘; o2 Jit £,|+D§§i))2 d/g] cos ax do = — J:b(a) cos ax dot |

le deuxieme membre de la premitre relation (19) pouvant étre aussi une fonction
généralisée si I'on a une charge normale sur le c6té x = 0 du quart de plan élastigue.

Tenant compte de Pisomorphisme de I'espace des fonctions généralisées et de
leurs transformées de Fourier, on aboutit aux équations

(20) () + 2 /3 J '“'f/;z))z dr =0,
R T V() BRI
Bla) + . o J oF 1 B df = — b(a) .

S’il existe un systéme de fonctions symétriques bornées B(o) et D(B) qui vérifient
le systeme d’équations intégrales (20), alors I"état de tension & I'intéricur du quart
de plan élastique sera donné par les formules (13); ainsi que nous I'avons considéré
plus haut, les conditions aux limites sont vérifices dans le sens de la convergence
uniforme des fonctions généralisées.

On observe que le systtme homogéne (20) est indépendant du chargement du
quart de plan élastique, celui-ci n’intervenant que dans le second membre.
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Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons a la classe des fonctions généralisées
paires, plus précisément au cas dans lequel B(x) et D(B) sont des fonctions paires,
bornées, localement intégrables. On va démontrer que le systeéme d’équations (20)
a une solution unique dans la classe des fonctions généralisées.

7
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En vérité, soit M 'espace linéaire des fonctions généralisées mésurables et x|,
la norme de cet espace. On écrit encore M2 = M x M et I'on introduit la norme

de la manicre suivante: soit a € M? et encore a = (ay, a,), a;e M, a, e M, |lally =
= max ({lagfy, lla,liy); Tespace M? est donc P'espace complet de Banach. Sil'on
prouve que la transformée définie par
(21 Alay, ay) = (by, by) .
ou
2 L[~ 3 }
(21') b, = a2 [ 1AL ax(). dp.
P Jos (0(2 + BZ)Z
2 o0
b, = = o? ’/’)'ai(/_?g dp,
T -0 (al + /} )



est linéaire et que I'on a ||A]| < 1, alors la solution du systéme (20) est unique [21].
Mais la linéarité est évidente et la norme est donnée par

2, (" 1Bl 2
—_ - _d = — < M
(22) Il = n ¢ j_w (o + p2Y b 7 b

I'existence et 'unicité de la solution sont donc démontrées.

5. On observe que le systéme d’équations (20) jouit de certaines propriétés de
symétrie qui nous suggérent une simplification du caleul, basée sur des propriétés
d’ordre physique et mathématique.

L'état de chargement considéré (fig. 4a) peut étre décomposé en deux états de
chargement: I'un symétrique par rapport a la bissectrice (4) {fig. 4b) et lautre anti-
symétrique par rapport & la méme droite (fig. 4c). On introduit ainsi le chargement

(23) po) = J " b(p) cos y dp

-

sur le coté x = 0.

L’¢état de tension est donné par les mémes formules (13), les fonctions B(a) et D(f)
étant liées par certaines relations.

Pour les deux cas de chargement de ci-dessus on obtient ainsi les systémes d’équa-
tions intégrales

2 " 4B 1

(24) o) + B J w (~a‘zx+ (/?2)‘)2 do = F 40
22 (7 DB

Bla) + 2 J ., (oF + B v 2"

le premier signe correspondant au cas de chargement symétrique et 'autre au cas de
chargement antisymétrique. Par un changement de variable, on pourra écrire ces
systemes sous la forme

" Ja] B(x)

: 2 _ !
(24') D)+~ p J%(auﬁz)zda T3

20 (7 BDE 1
B+ J,%(—Wﬂ)ld b

Si la fonction b(f) est une fonction paire, les intégrales f(a) et D(a) seront aussi
des fonctions paires. Par soustraction ou par addition des deux équations on obtient

(24") B(B) T D(B) F %/;z f%&ﬂ de = 0.

Pour le cas de chargement symétrique on obtient la solution banale

(25) B(x) = D(B) (x = B),
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et pour le cas de chargement antisymétrique la relation

(25) B(x) + D(f) =0 (a = f).
Clest ainsi que les systemes (24) peuvent 8tre remplacés par les équations
2 “_IBl B(p) !
26 Bla) + = o —— 2 df = — - b(a),
(20 (2 [T AR = -

qui, & cause de la parité de b(z) par rapport & «, peuvent &tre écrites aussi sous la
forme

, 4 * B(p 1
(26) B(ac)i——oczj PO g5y,
b o (@2 + B%) 2
les deux signes correspondant au cas de chargement symétrique, respectivement
antisymétrique.

Ce résultat est la conséquence mathématique de certaines propriétés d’ordre
physique; on observe ainsi que pour un élément linéaire de la bissectrice (4) on peut

écrire
(27) o450 = %(()‘x +0,) = T, = — g[ aB(a) ™ (cos ox + sin ax) doa —
— i’:f ‘ BD(B) e ** (cos By + sin By ) df,
i | (= . 1> "
Tas = = (6,—0,) = 5 B(a) e™* cos ax do — ;J D(B) e " cos By df .

Pour une charge symétrique on doit avoir 745 = 0 pour x = y, condition qui
nous conduit seulement a la relation (25) et dans le cas d’une charge antisymétrique
on doil avoir 45 = 0, pour x = y, ce qui nous conduit de méme seulement a la
relation (25). '

6. Si b(a) est une fonction paire par rapport a «, on peut écrire le chargement (5)
sous la forme

59 p(x) = J:b(a) cos ax do .

L’¢tat de tension peut donc étre écrit cous la forme

(28) o, = — ‘B(oz) (1 — oy) e™™ cos ox dot - j D(B) (1 + Bx)e " cos By df,
J 0 1]
o, = — B(o) (1 + oy} e” ™ cos ax da — f .D(/)’) (1 — px)e P cosfydp,
Ay 0
*o0 (*x
T, = — y| aB(¢)e ™ sinox da — .\'J D(f) e " sin pydp,
J 0 0

ou B(a) et D(B) vérifient la relation (25), respectivement (25).
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L'état de déformation sera donné (pour des fonctions de tension de la forme (9))
par

2 or

(29) E[Ll — (— wey + UO)] = oF dx — 1 (1: s
ay? ox
T OtF OF

E[v — (wox + vg)] = J ~dy — iy
ox~ ﬁy

ol E est le module d’¢lasticité longitudinale et pu est le coefficient de contraction
transversale de Poisson; les déplacements u,, v, et la rotation m, de corps rigide
doivent étre précisés par des conditions supplémentaires de déplacement.

En posant les conditions aux limites (6) pour les tensions normales (28), on peut
écrire les relations -

o

(30) jw.B(oc;) (1 —ay)e @ du + ( D(B) cos By dp =0,

7.

JW B(x) cos ax dor + fj D(B)(1 — px)e ™ dp = — J b(x) cos ox dot .

Qo 0 0

Tenant compte des conditions (30), on obtient les tensions normales sur les lignes
de séparation

(31) o (x,0) = p(x) — 2x fﬁ/m(ﬁ) e P dp,
0
a0, y) = = 2y f”aB(;c) ¢ ™ do.
J O
7. Les relations (20) nous permettent d’écrire
(32) D(F) = — i & J " #?%2? dy.

B(oc) = — bla) - —2 o? fL ‘MQL ds

n (e 3,)?

En éliminant D(f3) entre ces relations on obtient

. o NPV
(33) B(z) — %— o? 1701 0°B(y) ——dydd = — b(a).
m e d e (27 3P (92 4+ 82

En supposant que b(«) est une fonction paire, on aboutit a

0 Jo (2 + 52)2 (v? 7;(52)

équation intégrale qu’on peut encore écrire sous la forme

(35) B(=) + j‘wK(a, 7) B(y) dy = — b(a).

0

WcZa] )
(34) B(x) — 1[_3 9‘2J J' - /(S*B—(j}') — =5 dydé = — bla),
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Le noyau K(z, y), indépendent de la charge extéricure, sera

B Eoczl jx 5¥ds

o (@2 4+ 8%)% (y? + 8%)? B

} |

En éliminant B(x) entre les relations (20) ou (32), on obtient, dans les mémes
conditions, une équation intégrale, ayant le méme noyau

(35) ww[

(36) K(a, y) = >

160%y

7
n?.(az _ 1/2)3 .

[r}c/2 — 7% + (a + 7?) log

o o
K(8,5) D(3) a5 — & J )
0 n 0 (72 + /12)2

Dailleurs, si 'une des fonctions B(2) ou D{f) est déterminée, I'autre fonction peut
étre précisée par les relations (32). .

On observe que, par un simple changement de fonction, on peut écrire ’équation
(34) sous la forme trouvée dans [4], par une autre voie. C’est ainsi que ['étude faite
dans le travail mentionné reste valable pour nos résultats (I'existence et [unicité
de la solution), notamment la possibilité d’obtenir une solution par des approxima-
tions successives. On peut donc affirmer que la suite de fonctions B”(a) (i = 0, 1,2,...),
avec

) BO) = — )
et
o0 <) §3 RGO,
(37)  BUO(@) = — blo) + O a2 [ B0 s,
7.[2 o Jo ((XZ + ('32)2 (,},2 + (’52)2

peut approximer la solution de Péquation (34) si les coefficients de Fourier b(x)
vérifient la condition d’intégrabilité absolue

8. On peut étudier le probléme d’une maniére analogue, en utilisant une représenta-
tion du chargement sous la forme impaire par rapport a la variable x

1 .
(39) p(x) = Ej a(e) sin ax de

o0

do < .

olt nous avons supposé que a(a) est une function impaire par rapport a o,
On est conduit ainsi a I’état de tension
l oo

(40) o, = - ’)J‘ B(«) (1 — 2] y) e™!*¥ sin ox dor —

i -0

: f 1B1 D(B) ¢~ cos By df
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et en procédant d’une maniére analogue, on aboutit
au systéme d’équations intégrales

1 o
o, = — 5_[ B(a) (1 + |af y) e™*1¥ sin ox dot —
1 o
— ;j D(B) (2 — IBl x) e ¥ cos iy df,
oD ol 1 @ .
T, :)z’j aB(a) e 12l cos ox dot + ij D(B) (1 — Bl x) e M>gin py dp .
, 5 -
}’i Tenant compte des intégrales de Fourier
""""""""""""" “" (41) e ety — 1 181 sin fy dp ,
: B . 12 + ﬁl
t
i » in fiy
! ety = 2y {7 PsinBrdp
" . Y (O(2 4 /)12)2
:
|
i
]

AT T @) o+ j T B G,
T T (@ +B)
g, 2o [0 DB)dE
Fig. 5. B(tx) -+ noc o] J\“m (ocz " /jz)z a(oc) .

Ce systéme est plus compliqué que le systéme (20), n"ayant plus les propriétés de
symétrie dont jouit ce dernier; toutefois il peut étre étudié d’une maniére analogue.

9. Si le quart de plan élastique est actionné par la charge tangentielle (fig. 5)
(43) 1(x) = -[ b(er) cos ax da
0

ol b(a) est une fonction paire par rapport & «, #(x) pouvant représenter aussi une
fonction généralisée, ’état de tension sera donné par

(44) a, = — i (B(oz) (2 = ay) e sinox do — x J BD(B) e " sin By df,
0

W 0

o, = — yJ aB(2) e sin ox do — j ‘D(/i) (2 — Bx) e M sin By dp,
0

Te = — JvB(oc) (1 — ay) e ™ cos ox do — J%D(/?) (1 — Bx) e"*cos By dp.
0 0

On vérific aisément que les tensions normales s’annulent sur les deux cotés a
distance finie. En posant les conditions aux limites pour les tensions tangentielles
on aboutit aux mémes équations intégrales (20), qui doivent étre vérifiées. La solution

372



du probléme se réduit donc, du point de vue mathématique (en utilisant des propriétés
de symétrie et d’antisymétrie), & I'intégration des mémes équations (26").

10. Considérons en particulier le cas d’une force normale concentrée P, actionnant
dans Porigine O (fig. 6a). Nous décomposons ce cas de chargement en deux autres
cas de chargement daprés les propriétés de symétrie (fig. 6b) ou d’antisymétrie

_________________ -
|
l
|
]
|
I
| =
|
|
|
! X
0 — -5
P 9
n A
| |
i i
———————————————— 9 e
: |
| |
‘ 1
= [ I
‘ |
' |
| 1
| |
0 box 0 | ox
o o> =0 I
£ 4P Eyp
2 2 b) 2 ¥l g
' Fig. 6.

Le cas de chargement de la fig. 6a se représente sous la forme
(45) p(x) = —d(x) P,

ot (x) est la fonction de Dirac pour le point x = 0. C’est ainsi que nous avons [12]
2

(46) b(o) = — 2
o

Les équations intégrales auxquelles est réduit le probleme (correspondant aux
cas de chargement des fig. 6b et c) seront
4 (*  BB(p
(47) B+t [T PBO_gp P
s 0 (oc2 + /32)2 b
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On cherche une solution sous la forme B(e) = C = const. On observe que

Il résulte que

(48) C=

Pour le cas de chargement de la fig. 6b on obtient

P
49 B(a) = D(f) = ——
(@) ()= D) = ——

et pour le cas de chargement de la fig. 6¢c on a
/ P
(49 Bla) = — D) = ——.
n—2

Dans le cas de chargement étudié (fig. 6a), on obtient I’état de tension

‘) o
(50) o, = — 2P l:nj (1 — ay) e” cos ux da —

n? — 4 o

2 j”(l + Bx) e "* cos By d/{] s

2P ®© .
o, = — ——— 1:7{ {‘ (1 4+ ay) e”™ cos ax da —
) 3 )
-4 Jo

ZIw(l — Bx) e™P* cos Py d[)’:l ,

0

2P S
Ty = — {7y | ae *sinax do —

n — 4 0

— 2x J e P sin By d/i) ,
0

Aprés avoir calculé les intégrales ci-dessus, on peut écrire

— N x2
(50 AL - k) L34
/ 2 — 4 (x4 )
. 4P (2x — ny) y?
¥ 22 — 4 (Xz + y2)z
4P (2x — my)xy
T, =

2 — 4 (xz + yz)z :
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L’état de déformation sera donné par

. 2P X
(51) 11[“ — (= o)y “o)] = = 7*:1 {7‘[(] - u) arctg; - 2log (xz + yz) +
2x — ny)
(14 B
Xt 4y
2P )
B[ = (o0 + 0)] = 0 [ 201 ~ iy arete ¥ = mlog (x* + ) -
nt — 4 X
2X - 7
(1 +p) L~2~-A¥%X].
X+ y
Pour les lignes de séparation on obtient les tensions normales
. , g P
(52) o x,0) = —— |
n* — 4 x
\ 4 P
(Tv(ov .,\") - - *‘E’ T
’ n° —4y
la forme déformée de ces lignes s’écrivant sous la forme -
(53) E[t{x,0) — (wox + vy)] = — - 4n Plog x,
\ 72 — 4
. 8
E[u(0, ¥) — (= woy + ug)] = ——— Plogy.
7’ — 4

Les déplacements ug, v, et la rotation w, de corps rigide doivent étre déterminés
par certaines conditions de déplacement, qui ne peuvent étre posées dans ’origine O,
celle-ci étant un point singulier.

On a obtenu ainsi les résultats classiques bien

connus, en appliquant une méthode générale de %
caleul. l___ _______________ ]
i

11. Soit aussi le cas de chargement du quart de i

plan élastiquc avec unc force tangentielle concentrée :

{fig. 7) !

(54) (x) = ~8(x) P, !

actionnant dans Porigine O. :
De méme gu'au point précédent, on obtient les :ﬁ_ _.2

équations intégrales (47), donc les fonctions (49) et 0 P

(49"). En utilisant les formules (44) et en calculant Fig. 7.
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les intégrales qui y interviennent, on obtient I'état de tension sous la

forme
(59) oo = — P (mx = 2y)
* =4 (x* 4y
- _ ,2
o, = — 2P (x = 2))°

72— 4 (xz + )72)2
4p (nx - 2}') Xy
Txy = — - — .

=4 (x* + y?)?

1’état de déformation s’écrit alors aisément.

On observe qu’on peut obtenir les mémes résultats en considérant la force concen-
trée P comme une charge normale, actionnant sur la ligne de séparation Oy.

Nous avons étudié ci-dessus deux cas de chargement déja considérés dans la litté-
rature, pour pouvoir illustrer la méthode de calcul introduite.

12. On peut étudier, d’une maniére analogue, Paction des charges concentrées
intérieures ou des forces massiques quelconques, en nous appuyant sur quelques
uns de nos résultats antérieurs [30], [31].

En utilisant des coordonnées cartésiennes obliques [32], on peut démontrer que
le premier probléme fondamental de la théorie de '¢lasticité (conditions aux limites

en tensions) pour un coin plan ¢lastique quelconque peut étre résolu d’une maniére
analogue.
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Vytah
O PROBLEMU PRUZNE CTVRTROVINY

P. P. TEODORESCU

Prvni fundamentaini dloha teorie pruznosti (okrajové podminky v napjatostech)
pro pruznou &tvrtrovinu je zde redukovana na feSeni soustavy dvou integralnich
rovnic; je studovana existence a jednoznacnost feSeni ve tfid¢ zobecnénych funkci.
V pfipadé¢ periodického zatiZeni je rovnéZ pfipojeno feSeni obdobné Gilohy pro pruz-
nou polorovinu. Pripady zatiZeni ve sméru normalnim a ve sméru tangencidlnim
jsou studovany oddélené; vedou ke stejnym integralnim rovnicim.

QOdvozené vysledky jsou pak aplikovany na pruznou ¢tvrtrovinu, na kterou plisobi
sila soustiedéna ve vrcholu.

Pe3rome
K TIPOBJIEME VIPYIOW YETBEPTLITJIOCKOCTHU

T1. 1. TOOH0PECKY (P. P. Teodorescu)

Meppas Qynnamentaipbas 3afada TCOPUM yIpyroctu (Kpacsbie yClOBHS B Ha-
NPSOKEHHOCTAX) [UIsl YAPYTOif 4eTBEPTHINIOCKOCTHI CBOLMTCS 31eCh K PEUICHIIO CHCTE-
MBI IBYX MHTEIPAJbHBIX YPaBHENMH; M3YUat0oTCs YCAOBAS CYUICCTBOBAHUS U OJHO-
IHAMHOCTH pelleHust B Kaacce o600iennblx GpyHkuuii. B ciayyae nepuonuucckoii Ha-
rPY3KH JI00ABJICHO €LUE PELICHUE AHANOI HYHOMK 321441 ISl YTIPYTOH 110J1yIINIOCKOCTH.
Cilygan ncicTBHS HATPY3KM 110 HANMPAaBICHUIO HOPMAJIK W TIO HANPABJICHHIO Kaca-
TENbHOH W3YYarTCs B OTACILHOCTH; 004 C/ydast MPUBOIAT HAC K TEM Xe MHTErpasib-
HBbIM YPaBHEHUSIM.

[TostyueHHbIE pe3yabTaThl MPUMCHSIIOTCA K YIPYTOH 4eTBEPTHILIOCKACTH, HAXO s~
LIeHCA 1O JIefiCTBUEM CHJIBI, COCPEAOTOUYCHHON B BeplLHHE.
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