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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo ¢

DAS ZWEITE PROBLEM DER EBENEN ELASTIZITATSTHEORIE
FUR INKOMPRESSIBLE KORPER

JArROSLAV Fuka

(Eingegangen am 7. Februar 1961.)

In dieser Arbeit wird das zweite Problem der ebencn Elastizititstheoric fiir
inkompressible Korper formuliert und die Existenz der Lésung und im ge-
wissen Sinne die stetige Abhingigkeit der Losung dieses Problems von der
Poissonschen Konstante fiir o — } bewiesen.

Den Problemen der ebenen Elastizititstheorie fiir inkompressible Kérper ist, soweit
es dem Verfasser bekannt ist, nur die Arbeit [l] gewidmet; es ist dort das Hookesche
Gesetz fiir inkompressible Korper formuliert und es ist angedeutet, wie man auch in
diesem Fall zur Losung des Systems von Partialdifferentialgleichungen der ebenen Ela-
stizititstheorie die Methode der Airyschen Funktion beniitzen kann.

In dieser Arbeit wird das zweite Problem der ebenen Elastizitdtstheorie fiir in-
kompressible Korper formuliert und die Existenz und im gewissen Sinne die stetige
Abhingigkeit der Losung von der Poissonschen Materialkonstante fir ¢ — § be-
wiesen.

Wie bekannt, mathematisch formuliert fithren die ebenen Elastizitdtsprobleme fiir
homogene, isotrope, deformierbare Korper auf die Losung des Systems

(1) ?l(f_i_a_XJ:O’
O0x dy
‘?_)(y+m:()’
0x dy
AX. +Y,)=0

mit den Randbedingungen
X, cos (n, x) + X, cos(n, y) = X,(s),
X, cos (n,x) + Y,cos(n, y) = Y(s)
im Falle des ersten und mit den Randbedingungen

u=1U(s), v= V()
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im Falle des zweiten Problems. Hier sind U(s), V(s) gegebene stetige Funktionen der
Bogenlinge, X,(s), Y,(s) gegebene stetig differenzierbare Funktionen der Bogenldnge,
X, X,, Y, die Komponenten des Spannungstensors, u, v die Komponenten des Ver-
schiebungsvektors. Weiter wird vorausgesetzt, dass der Korper T ein (m + 1)-fach
zusammenhéngendes Gebiet ist, dessen Grenze ¢ = ¢, U ¢; U ...V ¢, durch dreimal
stetig nach der Bogenlange differenzierbare Jordansche Kurven gebildet ist; n ist die
Aussennormale, X, X, Y, sollen in TU ¢ stetig sein.

Zum System (1) muss man das Hookesche Gesetz beifiigen, das die Beziehung zwi-
schen den Komponenten des Spannungs- und Deformationstensor (das heisst den
Ableitungen der Verschiebungen) ausdriickt und in dem die physikalischen Eigen-
schaften des Materials auftreten:

. 1
@ e = =7 [X, = olX, + X)),
1+
Cy = E [Y_G(X +Y)],
l+o
€y = E - X, .

E ist der Elastizitétsmodul o die Poissonsche Konstante. Fiir deformierbare Kérper
gilt ¢ < L. Fiir o = }, was die Inkompressibilitit des Korpers bedeutet, ist die Be-
zxehung zw1schen den Spannungen und Deformationen mcht mehr eineindeutig, denn
aus (2) bekommen wir

3
(3) €xx = ZE (Xx - Yy) = T 6y,
3
ex%, = Eé Xy .

Wir werden uns nicht mit der physikalischen Begriindung dieser Form des Hooke-
schen Gesetzes beschiftigen, sie ist zum Beispiel in [1] enthalten. Wir bemerken nur,
dass aus (3) e,, + e,, = 0 folgt, was bedeutet, dass die relative Verdnderung des
~ Flicheninhalts eines geniigend kleinen Rechtecks nach der Deformation gleich Null
ist.

Im weiteren werden wir uns mit den Elastizitdtsproblemen befassen, wobei wir
voraussetzen, dass das Hookesche Gesetz in der Form (3) gilt.

Bevor wir zum Existenzbeweis herantreten, formulieren und beweisen wir den
Eindeutigkeitssatz

Satz 1. Es seien X, X,, Y, die Losungen des ersten oder zweiten Elastizitdts-
problems in dem Kérper T mit der Grenze ¢ = ¢,V ¢V ...V ¢,. Dann ist X, ein-
deutig bestimmt; die Komponenten X . und Y, sind im Falle des ersten Problems ein-
deutig, im Falle des zweiten Problems nur bis auf dieselbe aditive Konstante be-
stimmi.
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Beweis. Es ist klar, das das Integral

I= f(x,,u - Y,V)ds

existiert. Mit Hilfe des Greenschen Satzes und der ersten und zweiten Gleichung aus
(1) bekommen wir

o ) v
=2 (2 ) 1y, 2 dxdy.
ox ox  0Jy dy
T

Nach dem Hookeschen Gesetz (3) folgt daraus

@) 1= ”[(X_V ~ Y,)? + X*] dxdy.

_E‘
T

Wenn jetzt X, = 0, Y, = Ooder U = 0, V = 0 auf ¢ ist, dann ist I = 0 und aus (4)
haben wir X, = Y,, X, = 0. Das setzen wir in (1) cin un bekommen 9X,/dx =
= 0Y,/0y = 0, also X, = Y, = konst in T. Wegen der Stetigkeit von X, Y, in TuU ¢
gilt dasselbe auch auf c. Ist nun das zweite Problem vorhanden, so kann man nichts
mehr beweisen. Im Falle des ersten Problems folgt aus X, = ¥, = Ound X, = Onoch
X, =Y, =0, denn cos(n, x) und cos (n, y) sind nicht gleichzeitig Null, was zu
beweisen war.

Physikalisch ist der zweite Teil der Behauptung des Satzes 1 begreiflich, denn die
Konstante driickt die Belastung vom hydrostatischen Druck aus, die den Flichen-
inhalt eines inkompressiblen Korpers natiirlich nicht dndern kann. Nach dem Ein-
deutigkeitssatz kann man erwarten, dass man im Falle des ersten Problems dasselbe
Verfahren wie fiir ¢ < § beniitzen kann. Davon kann man sich leicht iiberzeugen und
darum werden wir uns nur mit dem zweiten Problem beschiftigen. Die Losung des
zweiten Problems fithrt man wie tiblich mit Hilfe der Formel von Goursat auf eine
Randwertaufgabe fiir zwei analytische Funktionen ¢(z), ¥(z) iiber. Es gilt dann in
jedem Punkt aus T

—;—(u+iv)=qn~z¢’—f/7,

o(2) = ofz) —iii Mgz — 2 W(z) = pol2) + &1%; A lg(z — )

Y, — X))+ iX, =Z¢" +y/, 4Reg =X, +7Y,.

¥y

]

@o(z) und ¥,(z) sind in T holomorph und A; sind die Hauptvektoren auf ¢, i =
=1,2,..., m (siehe [2a], Seite 74 und 118, [2b], Seite 60 und 98, 99). Wir kénnen
dann das zweite Problem fiir inkompressible Korper so formulieren:

Definition. Es sei am Rande ¢ = ¢,V ¢,V ... ¢, von Teine komplexe Funktion
a(t), die zwei stetige Ableitungen nach t besitzt, definiert. Man soll die in T holo-
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morphen Funktionen ¢o(z), Yo(z) und komplexen Konstanten Ay, A,, ..., A, so be-
stimmen, dass sie folgenden Bedingungen geniigen: ¢o(z), ¥o(2), 0o(z) und Go(z) =
= @o(z) — z (/;(’Iz) - l]/(,’(z) sind in T c¢ stetig und auf ¢ gilt

%@:ﬂ@+;2A@h—mﬁ—iziéL,i:QLme,
ni=1 N

wo z; ein fest gewdhlter Punkt im Innern von c; ist.

Bemerkung 1. Aus der Definition folgt, dass es im Falle des einfachzusammen-
hiingenden Korpers (also m = 0) in formaler Hinsicht kein Unterschied zwischen dem
zweiten Problem fiir ¢ = ¢ und dem ersten Problem fiir ¢ < } gibt, denn durch die
Substitution ¢ = i, y = i fithren wir offenbar das zweite Problem fiir ¢ = } auf
das erste Problem fiir o < 4 {iber.

Bemerkung 2. Der Eindeutigkeitssatz, wie man sich leicht {iberzeugen kann, be-
hauptet, dass die Funktion ¢'(z) nur bis auf eine reele additive Konstante bestimmt,
die Funktion y/(z) bis auf eine komplexe Konstante bestimmt ist.

Diese zwei Bemerkungen zeigen, dass das zweite Problem fiir inkompressible Kor-
per analog dem ersten Problem fiir ¢ < 4 zu behandeln ist. Deshalb kann man er-
warten, dass die Randbedingung g(t) eine gewisse Nebenbedingung erfiillen miissen
wird, damit die Losung existiere, so wie im Falle des ersten Problems die Rand-
bedingung die Gleichgewichtsbedingung fiir dic Momente erfiillen muss. Und wirklich
konnen wir den Existenzsatz beweisen:

Satz 2. Es sei im Korper T das zweite Problem der Elastizitdtstheorie gegeben.
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losung dieses Problems lautet:

(5) Im‘[mdt =0.

c

Die Funktionen ¢o(z), Yo(2) sind durch die Beziehungen
w(t) dt dt "’ b;

6) oo = f b

t—z i. 12 — z;

o(1) di w()di 1 [fe()dt ™ b
l//o( ) 271!J\ 2fj‘~*~~ —_— —— 4 Z [

t—z t—z 2mi)(t - z)? iz -z,
¢ [

gegeben, wo z; bellebzge aber fest gewdhlte Punkie im Innern von c; sind,

) m:j@mm_ammy

Die Konstanten A;, i = 1,2, ..., m sind durch die Relationen

) , 4;= — fw(t) [dt]

bestimmt. et
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Die Funktion o(t) erfiillt die Gleichung

© o(to) + 1Jw(t) 9(to, £) dt + 1jw'(f) 70D (g, 1) dt +
.4 /4

c

& t
Y S —
i=1

ty — z; to — Z; (to_;HZT)Z

1 & 12 At
— =y Alg(lte —z* + =20 = g(to) ,
dn i=1 4mi=1 ¢y — gz,

wo (1o, 1) = arg (t — to) ist.

Wenn (5) gilt, so hat die Gleichung (9) eine und nur eine Lisung.

Bemerkung 3. Die physikalische Bedeutung der Bedingung (5) lautet: der Fld-
cheninhalt des Korpers T wird durch die Deformation nicht gedndert, was mit der
Inkompressibilitdt des Korpers T iibereinstimmt.

Bemerkung 4. Der Beweis des Satzes 2 verlduft dhnlich wie der Bewcis des
Satzes 3.3.1 aus [2a] bzw. [2b], Seite 219 bzw. 187. Wir werden ihn also andeuten und
nur notwendige Modifikationen durchfiihren. Wir zeigen zuerst, dass die Bedingung
(5) notwendig fiir die Existenz der Losung der Gleichung (9) ist. Es sei also (1) die
Losung der Gleichung (9). Dann sind die Funktionen ¢4(z), t4(z) und die Konstanten
A, i=1,2,..., mfestgesetzt, po(z), Yo(z) sind holomorph in T und stetig in TU c.
Esseiy = y,U y;U ...u 7y, eine beliebige glatte Kurve, die so beschaffen ist, dass y,
im Innern von ¢, enthalten ist und y,, i = 1, 2, ..., m im Innern von 7y, liegen, dass y;
im Innern die Kurve c; enthilt und dass endlich y; ny; = 0 fiir i # j gilt. Durch die
Integration per partes bekommen wir

J‘(deZ——J‘;p'O_(t)d[

k4 v

und nach dem Cauchyschen Satz
f Wo(f)dt = 0.
Y

Also gilt

(10) Im f (0ol — 7 04(i) — wo(t) d — Tm J (=Toy() dt — 13D dT) = 0.

Es sei weiter R ein beliebiges Rechteck, das mit seiner Grenze I'(R) in T'liegt. Dann ist
z;¢ Rfliri = 1,2, ..., m und in R existiert also ein eindeutiger Zweig der Funktion

m

V(z) = ImY A; zlg|z — z,)* + A (;7‘) + A Ig ('zg;_z—;) .
i=1| 4n . 4n 4
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Es gilt also

Man kann aber leicht zeigen, dass

——d +—d = Im LZAilg|z-zi|2—iZ:3% dz ist.
4n i=1 4 i ;

r(R) ')
Nach dem Satz 17, Seite 117 aus [3] gilt also

(11) Imf(lnzl/llglzhz,-lz——z—iZij)dz-——-

dri=1 ; _ -

“i

7
Durch Grenziibergang y - ¢ bekommen wir aus (10) und (11)

Im j a0 dt = Im J (m () — Wolt) —

1 m . i m A‘
—— Y A;ig|t ~ z)* + — S-)dt =0,
47 i; 4n igl t— z;
was zu beweisen war.

Wir werden jetzt statt der Gleichung (9) die Gleichung

(9%) w(ty) + Jw(l) ¥(to, 1) dt + JZ}(r) 2D 9'(1 1) dt +

+Zb,< ! +j'1“-“ ti_w_>—i21‘l]g”0—2[
=0

lo — Zi 1, — z, (to _-)2 4n i=1

+ fo }Vi %T: =4(to), Do =2Re (2ﬂiJM(:Z dt)

Ami=1q — z,

untersuchen. Die Tatsache, dass die Bedingung (5) auch hinreichend fiir die Existenz
der Losung der Gleichung (9) ist, folgt aus folgenden zwei Behauptungen:

1. Ist die Bedingung (5) erfiillt, so ist die Losung der Gleichung (9*) gleichzeitig die
Losung der Gleichung (9).

2. Die Losung der Gleichung (9*) existiert fiir jede Funktion aus L*(c).

Den Beweis dieser Behauptungen fiihrt man wie in [2a], Seite 214—219 bzw. [2b]
Seite 183 —187 durch. Beim Beweis von 1. muss man dieselben Schwierigkeiten iiber-
winden, die schon beim Beweis der Notwendigkeit entstanden sind. Aus der Voraus-
setzung, dass g(7) zwei stetige Ableitungen nach t hat, folgt endlich in derselben Weise
wie in [2a] bzw. [2b], dass w(r) zweimal stetig differenzierbar ist; aus der Eigenschaft
des Integrals vom Cauchyschen Typus (6) folgt nun, dass @o(z), Yo(z), ©6(z), Go(z) in
T v c stetig sind, womit der Beweis beendet ist.

26



Aus der Bemerkung 2 folgt, dass fiir ¢ = § die Summe der Spannungen X, + Y, =
= 4 Re ¢'(z) bis auf cine Konstante festgesetzt ist. Kann man diese Konstante (und
damit den hydrostatischen Druck) so bestimmen, dass dic Spannung, welche der
Losung des zweiten Problems fiir ¢ = 4 entspricht, die Limes der entsprechenden
Spannungen bei derselben Randbedingung fiir o < & (das heisst k - [, k = 3 — 4q)
ist? Aus physikalischen Griinden kann man eine positive Antwort erwarten, denn die
Korper, fiir welche ¢ wenig von 1 abweicht, sich annihernd wie inkompressible
Korper verhalten. Es gilt der Satz

Satz 3. Es sei g(t) eine komplexe Funktion, welche am Rande ¢ von T definiert ist
und dort zwei stetige Ableitungen nach der Bogenlinge besitzt. Es sei die Bedin-
guny (5) erfiillt. Es sei k = 1. Es seien ¢,(z), Y,(z) analytische (also im allgemeinen
mehrdeutige) Funktionen in T, so dass @,(z) holomorph in T und stetig in TU c ist,
dass G(z) = k ¢(z) — z¢i(z) — ¥ (z) eindeutig und stetig in T c ist und dass
endlich auf ¢

(12) G(1) = (1)

gilt. Dann existiert eine reele Konstante d, so dass

lpe(z) = (@3i(z) + d)I >0
fiir k > 1Y) gilt, wo

17(2)Il = max [£(z)]

zeTuc
ist.

Beweis. S. G. Michlin hat in der Arbeit (4) die Muskhelishvilische Integral-
gleichung fiir die Funktion ¢,(z) auf mehrfachzusammenhéngende Gebiete verallge-
meinert und folgende zwei Behauptungen bewiesen:

Behauptung 1. Sind ¢(z), ¥.(z), ¢(z) die den Voraussetzungen des Satzes 3
geniigende Funktionen, so gilt:

Dic Funktion ¢(z) erfiillt dic Gleichung

i - Lo
(13) 70 = & [Ke D@10 = ) = o).
K 2K K

wo te&c ist.

Der Kern K(z, t) hat folgende Eigenschaften:

a) Er ist definiert und stetig fiir ze TU ¢, 1€ c.
b) Ist die Funktionf(r) stetig auf ¢, so ist die Funktion

- i F(z) = J.K(z, ‘L’)f(l’) [dz|

4

—_——

1 ¢1(2) bezeichnet ¢,(2) fiir K = 1. In gleicher Weise y,(2) und q)i(z).
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holomorph in T und stetig in Tu c.

c) fK(t, 7)|de] =}, tec.
H ist ein Operator, der der Funktion g(t) mit zwei stetigen Ableitungen auf ¢ eine
Funktion h(z), welche in Tu ¢ stetig und in Tholomorph_ist, zuordnet. Das Symbol
H[g(7)] soll den Wert der Funktion h(z) in den Punkten 1 € ¢ bezeichnen, das heisst
H[g(7)] = h(1). Weiter gilt
(14) H[kt] =k,
wo k eine komplexe Konstante ist.?)

Behauptung 2. Es sei f,c(z) eine in Tu ¢ stetige und in T holomorphe Funktion,
welche der Gleichung (13) fiir die gegebene Funktion g(t) geniigt. Dann existieren die
Funktionen ¢,(z), y.(z), ¢x(z), welche die Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillen, so
dass ¢(z) = f,(z) ist.

Bemerkung 5. Es seien ¢,(z), ¥,(z), () die Funktionen, welche die Voraus-
setzungen des Satzes 3 efiillen. Wir definieren die Funktion 9,(z) durch die Formel

(15) ouz) = 9.{z2) + L.,

wo

(16) L i‘"’"(a”) ist
o2t 2k P o

Aus der Eigenschaft ¢) des Kernes K(z, 7) folgt leicht, dass die Funktion 9,() auf ¢
der Gleichung

(17) 9.1) — :_J K(t, 7) 9.(x) d1| = j? H[¢(+)]

geniigt. Aus (15) und (16) folgt dann, dass
(18) wle — 1. = 33,(a)
gilt.
Bemerkung 6. Es sei umgekehrt 3,(7) eine auf ¢ stetige Eunktion, die der Glei-
chung (17) geniigt. Wir definieren in T die Funktion 9,(z) durch die Formel

9.(2) = f; j K(z, ©) 8.(7) x| + i W),

c

h(z) = Hyg .
Aus der Eigenschaft b) dns Kernes K(z, 1), aus der Eigenschaft des Operatoren
und aus (17) folgt dann augenblicklich, dass 9,(z) holomorph in T und stetig in

2y Also besonders H[0] = 0,
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T U ¢ ist. Nach dem Maximumprinzip fiir Holomorphe Funktionen ist 9,(z) die
einzige Funktion mit dieser Eigenschaft.

Bemerkung 7. Es sei 9,(z) holomorph in T und stetig in Tu ¢. Es sei voraus-
gesetzt, dass fiir k = 1 Re 3,(a) = 0 gilt. Wenn wir nun [, fiir & > 1 bzw. Im [, fiir
k = 1 mittels der Beziehung (18) (wir sollen uns stets bewusst sein, dass (18) fiir
x = 1vonder Form I; — I; = 19,(a) ist, und diese Gleichung hat eine Losung dann
und nur dann, wenn Re 9,(a) = 0 ist) und die Funktion ¢,(z) mittels der Beziehung
(15) definieren, dann ist die Gleichung (16) erfiillt und aus der Eigenschaft c) des
Kernes K(z, t) folgt, dass die Funktion ¢}(z) auf ¢ der Gleichung (13) geniigt.

Weiter werden wir uns mit der Gleichung (17) beschiftigen. Wir werden zeigen,
dass sie fiir jede rechte Seite eine und nur eine Losung hat, was beim Beweis der Be-
hauptung 4 wesentlich sein wird, welche die entscheidende Rolle beim Beweis des
Satzes 3 spielt.

Bezeichnen wir mit C den Raum der stetigen komplexen Funktionen, die auf ¢ de-
finiert sind und definieren in iiblicher Weise

171 = max | f(2)l .
tec

C ist offenbar ein normierter linearer Raum iiber dem Korper der reelen Zahlen und
‘in iiblicher Weise kann man zeigen, dass er vollstindig ist.

Es.sci f € C. Bezeichnen wir

B.f = }C—J‘K(t, 1) f(7) ldt|, B.f = LJK“(?,“?)f@) dt] .

B, und B, sind offenbar additive und homogene Operatoren in C. Weil die Funktion
K(1, 7) nach der Eigenschaft a) des Kernes stetig auf ¢ ist, beweist man wie im reelen
Falle, dass der Operator B, f totalstetig ist (siche zum Beispiel (5), Seite 214). Weil
aber B_f = B.f gilt, ist auch B,f ein totalstetiger Operator. Es gilt nun folgendes
Lemma (siche zum Beispiel [6], Seite 216)

Lemma 1. Es sei I der identische Operator, B ein totalstetiger Operator, der C in
sich abbildet. Die Gleichung (I + B) f = 0 besitze nur die Losung f = 0. Dann gilt:

a) I + B ist eine eineindeutige Abbildung von C auf C,

b) die inverse Abbildung (I + B)™' ist stetig.

Lemma 2. Es sei x = 1. Sei 91(2) cine in T ¢ stetige und in T holomorphe
Funktion, welche auf ¢ der Gleichung (17) fiir . = 1 geniigt. Es sei die Bedingung (5)
erfiillt. Dann ist Re 9,(a) = 0.

Beweis: Wir werden solche den Voraussetzungen des Satzes 3 gentigende Funktio-
nen ¢4(z), V/1(2), ¢1(z) suchen, dass fiir sic die Funktion G,(z) = ¢,(z) — z ¢/(z) —

— ¥y(2) die Bedingung G,(1) = g(t) — }9,(a) t auf ¢ erfiillt. Wenn solche Funktionen

29



existieren, dann geniigt wegen (14) und nach der Behauptung 1 die Funktion ¢{(z) der
Gleichung

£0) ~ j K(t, ©) F2() 1del — 1£1(@) = Ha(2)] — $9,(a)

Aber dieser Gleichung geniigt offenbar die Funktion 9,(z), denn es gilt (17). Nach der
Behauptung 2 existieren also die gesuchten Funktionen und es gilt ¢i(z) = 3,(z).
Nun beweist man wie im Beweis des Satzes 3, dass

(19) ‘Imj(T(t)dt:O

<

gilt. Aus (5) und (19) folgt nun

0= Imfa@ dt = Tm | (g(r) — 194(a) ) dt = Im[-— ; 91((1)ji dt].

Weil

Jidt— iJ(~ydx+xdy)=2iP,

wo P % 0 der Flicheninhalt von Tist, ist Re 8,(a) = 0, was zu beweisen war.

Lemma 3, Es sei 3,(t) die Lésung der Gleichung

(20) 9,(1) — j_c f K(t, ©) 8.(7) |d<] = 0

c

im Raume C. Dann ist 9,(t) = 0.

Beweis. Weil H(0) = 0, geniigt 9,(1) der Gleichung (17), wo g(t) = 0 ist. Nach der
Bemerkung 6 kann 9,(7) nach T in eindeutiger Weise so fortgesetzt werden, dass
8,(z) in Tu ¢ stetig und in T holomorph sein wird. Weil die Funktion g() = 0 die
Bedingung (5) erfiillt, ist Re 9;(a) = 0 nach dem Lemma 2. Nach der Bemerkung 7
kann man also (auch fiir x = 1) mit Hilfe von (18) und (15) eine in T ¢ stetige und
in T holomorphe Funktion konstruieren, die der Gleichung (13), auf deren rechten
Seite eine Null steht, geniigt. Nach der Behauptung 2 kann man also die die Voraus-
setzungen des Satzes 3 erfiillenden Funktionen ¢,(z), ,(z), ¢.(z) konstruieren, wobei
¢x(z) = fi(z) gilt. Besonders also gilt G, (¢) = 0 auf ¢. Nach dem Eindeutigkeitssatze
fiir das zweite Problem der Elastizititstheorie (siche [2a], Satz 3.2.2, Seite 208, bzw.
[2b] Seite 178 fiir k > 1, dic Bemerkung 2 fiir x = 1) gilt also @z} = O fiir x > 1,
¢u(z) = dfiir k = 1, wo d eine recle Konstante ist. Wenn wir 9,(a) aus (15) und (18)
ausschliessen, bekommen wir [, = 0 fiir x > 1, /| = d fiir «x = 1. Aus (15) folgt
dann in beiden Fillen, dass 9,(1) = 0 ist.
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Als unmittelbare Konsequenz von Lemma 1 und 3 gilt

Behauptung 3. Die Gleichung (17) hat im Raume C eine und nur eine Lésung fiir
jede rechte Seite und der Operator (I + B,)" " ist stetig.
Im weiteren werden wir noch folgendes Lemma brauchen:

Lemma 4. Es sei C ein normierter linearer Raum iiber dem Kérper der reelen
Zahlen. Es seien B,, B, stetige lineare Operatoren von C in sich; es sei A ein reeler
Parameter, A — L,. Es seien g, € C gegebene Funktionen. Es soll |lg, — g, — 0,
|B, — B, Il = 0 fiir A — A4 gelten. Es seien f;, f;, Funktionen mit der Eigenschaft
B.f; = g5, By,f1, = 92, Es existiere ¢in stetiger inverser Operator B;DI. Dann gilt
If2 = Jall = O fiir A — Ao.

Beweis. Nach der Voraussetzung gilt

(BA - an) (fl —f/ln +fzn) + Blu(fl - fzo) =i — YGag»
woraus
B;oll_-_B;.o(f;. - fm)] = BIOI[(Q; - 910) - (B). - B).g) (f1 — fao + fau)]
ist und so
12 = Faull S B [Ngs = gapll + 1By = Bl (If2 — Fill + 1£3,1)] -
wovon | f; — fi ll = 0 fiir 4 — Z,, was zu beweisen war.

Es sei cine feste die Bedingung (5) erfiillende Funktion g(r) gegeben. Wir kdnnen
uns dann leicht iiberzeugen, dass die rechten Seiten der Gleichungen (1_7) und die
Losungen dieser Gleichungen wegen der Behauptung 3 alle Voraussetzungen des
Lemma 4 erfiillen. Es gilt also

Behauptung 4. Es sei 3,(1) eine stetige Losung der Gleichung (17) mit der rechten
Seite H[g(t)]. Dann gilt fiir x - 1

(21) 19.(0) — 3,.()l = 0.
Aus dem Maximumprinzip folgt dann fiir k = 1
(22) I 9,\.(2) — \gl(z)ﬂ -0, -

wo 9,(z) die in der Bemerkung 6 konstruierte Funktion ist.

Jetzt k6nnen wir den eigenen Beweis des Satzes 3 durchfiihren. Es seien also (p,c(z),
V.(z), 9i(z), g(t) Funktionen, welche die Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillen. Es sei
Re ¢'(a) = 0. Nach der Bemerkung 5 kdnnen wir schreiben

(23) Pi(z) = S8(z)+ 1., k=1, Reda)=Rel, =0,

wo 9,(z) die Losung der Gleichung (17) bezeichnet. Wegen der Behauptung 4 geniigt
es die Existenz der lim [, zu beweisen. Nach (22) gilt 9,(a) — 9,(a) fiir k — 1. Nach

k=1
(18) gilt aber (x + 1) Im [, = } Im 9,(a), woher Im I, - Im [, fiir x — 1 und weiter
(x — 1) Re l, - } Re 94(a) ist. Daraus folgt aber noch nicht dic Konvergenz von
Re I, fiir © — I, sodass wir die Bedingung (5) wesentlicher ausniitzen miissen. Es sei
nun x > 1. Wir bezeichnen die zugehdrigen Verschiebungen mit u,, v.. Es sei y =
=YV 7Y ...V p, die Kurve mit denselben Eigenschaften wic im Beweis des
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Satzes 2, welche die Grenze einec Kérpers T, bildet. Dann gilt nach dem Greenschen
Satze

(24) —_ Imf(lcwn o, — ) dt = Imf( o — iv)dt =

0
=|v,dx —u,dy = f—u/—i-ml dxdy.
0x ay

v Ty
Aus dem Hookeschen Gesetz (2) folgt aber
du v . X + Y
R T R 1+ o)(1 - 20).
S i ¥ ( X )

Jedoch ist X + Y = 4 Re ¢/(z) und so folgt aus (24) also

(25) lnlj(wibx —iplL — ) dt = (1 — 20)jf Re ¢,(z) dx dy.

; T,
Aber die Integrale auf der linken Seite von (25) konvergieren fiir y — ¢ gegen Null,
denn es gilt (5). Also konvergieren auch die Integrale auf der rechten Seite von (25)
und es gilt (1 — 26 + 0)

(26) ” Re @i (z)dxdy = 0.

Von hier folgt

(27) Re P, = _er 9.(2) dx dy,

T

wo P der Fldcheninhalt der Korpers Tist. Wir zeigen nun, dass |Re (l,‘,1 - L) =0
fiir K, = 1, x, - 1 gilt. Nach (27) gilt

U Re (3, (2) = 0.(2) dx o] <

(28) PIRe (I, = I,)| =

J IRe (9,(2) — 90(2))l dx dy < j 9.(2) — 9u(2)] dx dy

Weil die Funktion 3, ,(z) — 9,,(z) in T holomorph und in Ty ¢ stetig ist, folgt aus
(28), (21) und (22)

PIRe (I, — L)l = Pl8,,(1) = 8,()Il = 0
fiir k, — 1, k, = 1. Es gilt also Re I, — d fiir x — 1. Wegen (23) folgt daraus

max [(p,’((z) - (go'l(z) + d)| = 19,(6) + I, — (.Ql(t) + I+ d)H -0,

zeTuc
was zu beweisen war.

Zum Schluss noch einige Bemerkungen zum Satz 3.

32



\

Bemerkung 8. Wegen der Behauptung des Satzes 3 bekommen wir aus (26), dass
die Funktion ¢}(z), fiir welche lou(z) —- @i(z)] - 0 fiir « > 1 gilt, dic Bedingung

(29) jj Re ¢i(z)dxdy =0
1'
oder anders ausdriickt

(29%) Imjz @i (1)di =0

(o
erfiillen muss. Durch die nachtrégliche Bedingung (29) bzw. (29%) ist die Funktion
¢.(z) eindeutig bestimmt. Es ist also mdglich, aus diesen Bedingungen den hydro-
statischen Druck zu bestimmen, ohne dass man das zweite Problem fiir « > [ [Gsen
miisste.

Bemerkung9. Aus dem Beweis des Satzes 3 ist ersichtlich, dass dic Voraussetzung
(12) iiberfliissig stark ist. Man kdnnte voraussetzen, dass G (i) = g(1) + &.(1) ist,
wobei die Funktion g(¢) (5) erfiillt, die Funktion &,(t) zwei stetige Ableitungen auf ¢
besitzt und folgende Bedingungen erfiillt

1. Jle)l = O fiir k — 1 (damit man das Lemma 4 beniitzen kann),
2. lim 1/(x — 1) Im [ g(1)dt = 0 (damit aus (25) ([ Regqy(z) dxdy —» 0 fiir
k=1 c T
x — 1 folgt).

Bemerkung 10. Im Beweise des Satzes 3 beniitzten wir wesentlich das Maximum-
prinzip fiir holomorphe Funktionen (siche den Ubergang von der Ungleichung (28)
zur Behauptung des Satzes). Deshalb waren wir gezwungen auf die Glattheit der '
Funktion g(t) starke Forderungen zu stellen. Wir haben natiirlich ein starkes Resultat,
ndmlich die gleichméssige Konvergenz der Spannungen in TU ¢ bekommen. Es wiire
interessant und niitzlich einen dhnlichen Satz fiir eine allgemeinere, zum Beispiel nur
quadratisch integrierbare Ranbedingung zu beweisen. Dann kénnte man natiirlich nur
ein schwicheres Resultat, zum Beispiel die Konvergenz der Spannungen im Quadrat,

erwarten. Die Beweismethode des Satzes 3 kann man aber in diesem Falle nicht be-
niitzen.

Bemerkung 11. In der Hydrodynamik kann man u und » als Geschwindigkeiten
interpriitieren. Weil aber der Satz 3 eigentlich unter Voraussetzung, dass es sich um
kleine Deformationen handelt, bewiesen wurde (denn unter dieser Voraussetzung
wurde das Gleichungssystem (]) hergeleitet), kann man ihn nur auf stationire Stro-
mung der Flissigkeiten, deren Geschwindigkeiten und Ableitungen der Geschwindig-
keiten nach den Raumkoordinaten klein sind, anwenden. Denn unter dieser Yoraus-
setzung reduzieren sich die allgemeinen Navier-Stokesschen Gleichungen auf die
Gleichungen (1), wovon man sich leicht zum Beispiel aus [7], Seite 288 — 290, tiber-
zeugen kann. In diesem Falle kann man also mit Hilfe der Bemerkung 8 in physika-
lisch natiirlicher Weise den hydrostatischen Druck bestimmen, der in der Theorie der
Stromung der inkompressiblen Fliissigkeiten unbestimmt bleibt.
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Vytah

DRUHY PROBLEM ROVINNE TEORIE PRUZNOSTI
PRO NESTLACITELNE TELESO

JAROSLAV FUukA

Prace se zabyva rovinnymi problémy pruZnosti pro nestlacitelné prostiedi, jeZ je
charakterisovano vztahem ¢ = 3, kde ¢ je Poissonova konstanta. Ponévad?, jak se
snadno nahlédne, lze k feSeni 1. problému (na hranici jsou dana napé&ti) uZit stejného
postupu jako pro ¢ < 1, je sformulovan a studovan jen druhy problém pruzZnosti (na
hranici jsou dana posunuti).-Je ukézano (véta 2), Ze nutna a postadujici podminka pro
existenci FeSeni jest

Imfg(?)dt=0,

[+

kde g(r) = (2E/3)(u + iv), ¢ je hranice daného (m + 1)-nasobné souvislého télesa,
u, v sloZky vektoru posunuti, E modul pruznosti. Fysikaln& znamena tato podminka,
7e se plocha télesa deformaci nezméni, coZ je v souladu s jeho nestlacitelnosti. Z véty
o jednoznaénosti (véta 1) plyne, Ze ze sloZek tensoru napéti je zcela uréena jen slozka
X, zatimco slozky X _a Y, jsou urleny aZ na touZ aditivni konstantu. To je fysikalné
pochopitelné, nebot X, = Y, = konst znamena napéti od hydrostatického tlaku,
které ovSem nemuZe mit vliv na deformaci nestlaéitelného télesa. Je proto pfirozena
otazka, zda Ize tuto konstantu (a tedy hydrostaticky tlak) uréit tak, aby napjatost dana
feSenim druhého problému pro ¢ = } byla limitou napjatosti pro ¢ —» % pii téZe

okrajové podmince? Tato otazka je pfesné sformulovana a kladné zodpovédéna ve
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vét& 3 a je ukazano, 7e z podminky (29) resp. (29*) Ize tuto konstantu (a tedy hydro-
staticky tlak) urdit, aniZ by bylo nutno fedit druhy problém pro ¢ < } a provadét
limitni pfechod pro ¢ — L. Tento fakt je zajimavy z tohoto diivodu: hydrodynamicky
Ize u, v interpretovat jakoZto slozky rychlosti pfi stacionarnim proudéni kapalin za
piedpokladu, Ze rychlosti a jejich derivace podle prostorovych soufadnic jsou malé.
Hydrodynamicky tlak, ktery zGstava obvykle v teorii proudéni neurlen, lze tedy
v tomto ptipadé pomoci véty 3 a vztahu (29) resp. (29*) fysikaln& p¥irozenym zpii-
sobem urcit,

Pesrome

BTOPAS 3AJIAYA TINIOCKOM TEOPUU VIIPVI'OCTH
AJIA BECKMMAEMOI'O TEJA

SIPOCJIAB ®VKA (Jaroslav Fuka)

ABTOp 3aHMMaeTcsl B paboTe MIOCKHMHU 3a/a9aMH YIPYTOCTH [T HECKUMAEMOH
Cpe/ib, XapakTePU3UPOBAHHON COOTHOIIEHHEM ¢ = % rae o — noctosinnas Ilyacco-
Ha. Tak Kak Ipu peuleHrn NepBoii 3a1a4n (Ha TPaHHUIE 3a{aHbl HATIPIKCHNS) MOXKHO,
KaK JIerko BUJIETh, IIOCTYNMAaTh TAaK XKe, KaK B cliyyae o < %, hopMynUpyeTCs U U3y-
YaeTcsl TONLKO BTOPAs 3a/iaya ynpyrocTd (Ha rpamuue 3axambl cMeinenns). Iloka-
3aHo, (Teopema 2), 4TO HEOOXOMMMOE H A0CTATOYHOE YCJOBHE [ CyLUECTBOBAHUA
pelLucHHS CIIeayIOILee:

Im f gTI) dt =0,
¢
roe g(1) = (2E/3)(u + iv), ¢ — rpasnua nasHoro (m + 1)-pas cBa3Horo Tena, u, v —
coCTaBJISIIOLIHE BeKTopa cMemeHus, £ — mMoaynp ynpyroctu. C Qu3n4ecKoi TOIKK
3PEHMS 3TO YCJIOBME 3HAYUT, YTO TOBEPXHOCTH TeJa OT AeOpMAIMA HE H3MEHMTCH,
YTO COOTBETCTBYCT €ro HEC)UMACMOCTH., U3 TeopeMbl 00 OIHO3HAUYHOCTH (Toepema
1) BBITCKAET, YTO M3 COCTABJISIFOIIMX TCH30pA HAIPSKCHUS ONpeeSicHa TOJBKO
OIlHa cocTapJistoIlas X, B TO BpeMst Kak cocTaBistowune X u Y, onpeaeseHsl BIIOTh
10 aJAUTHBHON MOCTOSIHHOM. DTO ¢ (Pu3uHecKOH TOYKW 3PEHMS BIOJIHE TOHATHO,
Tak kKak X, = Y, = konst. 03Ha4aeT HANPSKEHNE OT THAPOCTATHYECKOTO JABACHUS,
KOTOpOE, KOHEYHO, HE MOXET OKa3blBaTh BIMSHUE HA NehHOPMAIHIO HECKUMAESMOTO
Tena. [1loaToMy SIBJSICTCS BIOJIHE €CTECTBEHHBIM BOIPOC, MOXHO JIM 3TY MOCTOSH-
HYK W, 3HAWMT, TAKXKe IHAPOCTATHYCCKOC NABJICHHE ONMpPENe/MTh Tak, 4ToOBbl Ha-
NPSDKEHHOCTh, JaHHas pelleHneM BTOPOH 3amauu st ¢ = ; Obuia mpenesioM Ha-
TIPSKEHHOCTEH 11 & —>; NpH TOM K€ KPaeBOM YCJIOBHU. DTOT BONIPOC TOYHO
C(bOpMlel/lpOBil.H, W MONOXHUTE/bLHBI OTBET HA HEro COIEPXKHUTCH B TECOpPEME 3;
MOKA3aHO eUle, YTO U3 YCIIOBHSs (29) WIH K¢ (29*) MOXHO 3TY TIOCTOSIHHYIO (3Haan,
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H TMIPOCTATHYECKOE JABNEHNE) ONMPCAEINTH, He Pellas BTOPOit 3ajaun A 0 < &
H He MPOM3BOJIA NPEAEIBLHOTO Nepexoaa Al o — ; DTOT (pakT MHTEpECeH 1O clie-
OYIOWIEH NMpuYMHe: BEJHYUHBI U, U MOXHO FHIPOIMHAMMHYECKH UHTEPNPETHPOBATH
Kax COCTABISIIOLINE CKOPOCTH NTPH CTALIHOHAPHOM TIOTOKE KUJKOCTEH IIPH YCIOBHH,
4TO CKOPOCTH M HMX IPOM3BOIHbIE 1O MPOCTPAHCTBEHHBIM KOOpPOMHATAM MaJbl.
IMinponnHaMuyeckoe JaBieHue, KOTOPoe OCTaeTCsi OOBIKHOBEHHO B TEOPUH JBIIKE-
HHS KUIAKOCTH HEOTPEACTIEHHBIM, MOXHO, CJe/10BaTelIbHO, B 3TOM ClIydae onpesie-
JIMTH MPU MOMOIIM TeopeMbl 3 u cooTHoweHus (29) wiu xe (29%*) dusnucckn ecte-
CTBEHHBIM CIOCOOOM.
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