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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY &isLO 4

RESENI SOUSTAV BOOLEOVYCH ROVNIC

Jigi Krir

(Doslo 13. listopadu 1959.)

V &lanku je vysvétlen obsah pojmu ,,FeSeni Booleovych rovnic* a je nazna-
¢eno uplatnéni Feeni soustav Booleovych rovnic pii synthese logickych siti.
Je popsan jeden ze znamych obecnych algoritmi pro praktické fe§eni soustav
Booleovych rovnic 0 » neznamych. Jako priklad je provedeno tplné feseni
Booleovy rovnice o jedné neznamé.

Pii synthese logickych siti') se miize nékdy vyskytnout potfeba vyjadtit explicitng
jistou Booleovu proménnou z ur¢ité Booleovy rovnice, popf. ze soustavy Booleovych
rovnic. Ukazme to na nékolika jednoduchych prikladech:

Piiklad 1. Chceme prevést logickou sif o tiech uzlech M, N, P ve tvaru trojuhelnika
(obr. 1a) na ekvivalentni sit tvaru hvézdy (obr. 1b). Transformace bude vyjadiena
Booleovymi rovnicemi?)

(1) fifa =x + yz,

fifs=z+xy,

fofs =y + xz,
které udavaji nutnou a postadujici podminku funkéni shodnosti obou siti.?) ProtoZe
potfebujeme znat funkee f, f, a f3, musime je ze soustavy (1) explicitng vyjadfit,
tj. soustavu (1) pFevést na tvar

) fi=flx,y,2), i=1273.

Rovnice (2) nazyvame pak fesenim soustavy rovnic (1),

Y Logickou siti rozumime zde fysikalni soustavu vyznadujici se tim, ze modeluje jisté logické
vztahy, které mazZeme vidy popsat vhodnou soustavou Booleovych funkci nebo Booleovou matici
(definice a zdkladni viastnosti Booleovych matic jsou uvedeny napf. v ¢lanku [7]). Logicka sif se
sklada z uzla a vétvi, pFitemz vétvi se rozumi spojnice dvou uzld, jejiz pruchodnost (schopnost
pirenaset signal) zdvisi na stavu lysikalnich prvka sité. Interpretujeme-li stavy kazdého z téchto
prvk( jako hodnoty jisté Booleovy proménné, pak stavy urdité vétve lze interpretovat jako Booleo-
vu funkci pfislusnych proménnych.

2) Veli¢iny x, y, z ve vztahu (1) a na obr. la jsou obzené Booleovymi funkcemi.

3) V tomto piikladé i v daldim textu vyjadFujeme paralelni spojeni dvou vétvi Booleovym
souctem a seriové spojeni dvou vétvi Booleovym souinem.
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Ptiklad 2. Mé&jme jisty logicky pamétovy prvek *X (napf. polarisované relé, zpoz-
dovaci element, klopny obvod atd.), jehoZ stav *X'*' v dob& ¢ + 1 (uvaZujeme syn-
chronni systém) zavisi na jeho stavu *X* v dobé f a na stavech jeho vstupiu I, "I, ...,
I, v dobg 1. Tyto zavislosti jsou pro kazdy druh pamétového prvku vyjadfeny tzv.
charakteristickou Booleovou rovnici

&) X = Ky M)

U nékterych prvki nejsou viechny kombinace stavit vstupii a *X* dovoleny, tak’e
charakteristickd rovnice musi byt u takovych prvk doplnéna dal§imi Booleovymi
rovnicemi tvaru

(4) HOX M M) =0, i =1,2, .,

které tyto podminky vyjadiuji.

P P
A
‘ Y AN
M N
M X N
Obr. 1.

UvaZujme nyni, Ze p prvk@ “X (k = 1, 2, ..., p) je pfipojeno k jistym uzlim logické
sité, mézi nimiZ a zakladnim uzlem (napajeCem) jsou zadany Booleovy funkce
(5) XU = Rg(U X2, LK LG PX), k= 12,0, p.
Pro synthesu uvazované logické sité nas viak zajimaji funkce
©) U= *F0X, X, L L PX)

k=1,2,..,p,j=1,2,..,n.
ProtoZe levé strany rovnic (3) a (5) jsou stejné, musi se rovnat i jejich pravé strany, tj.
(M) SOX KM, ) =X X R LUPX)
k=1,2,...p.

Resenim rovnic (7) a (4) explicitné pro ¥ (k = L2api=12., n) dostaneme
postupné viechny potiebné Booleovy funkce (6) pro viechny vstupy viech napéfo-

vych prvk v siti. Nejlastéji se vyskytuji logické paméfové prvky s jednim nebo
dvéma vstupy, vyjimeéné téZ prvky se tfemi vstupy. )

Piiklad 3. Mé&me jednoduchou logickou sit se vstupem M a vystupem N podle
obr. 2a, kde veli¢iny x, y, z, w jsou obecné jisté Booleovy funkce. Tuto sit chceme
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transformovat do sité podle obr. 2b, majici stejné vlastnosti s ohledem na priichodnost
signald mezi uzly M a N (&asto lze timto zplisobem uSetfit fyzikalni prvky). Transfor-
mace je vyjadiena rovnici

(8) xy + zw = fifs + f3fs ¥ fifafs + fof S,

ze které je tieba vyjadiit explicitné fiy, f2, -+ fs.

Obr. 2.

Ptiklad 4. Nechi A, B jsou dvé rizné mnoZiny kédi (posloupnosti dvojkovych
disel). Viechny kédy patfici do téZe mnoZiny se vyznaduji jistymi spole¢nymi vlast-
nostmi. Pfedpokladejme, ze kazdému kédu v mnoziné A odpovida jisty kéd v mno-
ziné€ B a naopak. Zname-li vztah prevadéjici kédy z mnoZiny A do mnoZiny B, ktery
je obecné -vyjadfen Booleovou rovnici (resp. soustavou Booleovych rovnic), pak
ziskdni opagného pievodniho vztahu je zaleZitosti fedeni této rovnice (resp. soustavy
rovnic) explicitn€ pro jiné proménné.

Podobnych pfipadii, které v souvislosti se synthesou logickych siti vedou k feSeni
Boolcovych rovnic, by bylo moZno nalézt mnoho. PotiZ pii feSeni téchto rovnic spo-
&iva v tom, Ze v Booleove algebre neexistuji operace od¢itani a déleni, takZe nemiZzeme
postupovat obvyklymi zplsoby. Ve zbyvajicim textu popiSeme nyni algoritmus pro
feSeni soustav Booleovych rovnic.

Predpokladejme, Ze xy, X5, ..., Xp A1, da, - .., d,, jsO0U Booleovy nezavisle proménné.
Predpokladejme déle, 7e je dana soustava k Booleovych rovnic

(9) f,\'(xh XZv AR Xna a]’ (72, RS am) = gs(xls xzv LY xm a19 aZa LR am) »
s=1,2,..., k.

Chceme Fesit tyto rovnice explicitn€ pro x, (p = 1, 2, ..., n) tak, aby kazdé x, bylo
vyjadieno pouze pomoci proménnych a, (q =1,2,..., m), tj. chceme soustavu tvaru
(9) prevést na ckvivalentni soustavu tvaru

(10) x,=Fjfa, a5 ..,;a,), p=12,...,n.
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Nejdiive pievedeme soustavu (9) na jedinou rovnici. Postupujeme tak, Ze kazdou
rovnici soustavy (9) vyjadiime ve tvaru
(11) fid. +fg, =0, s=12_..k.
Takto upravené rovnice miZeme secCist (ve smyslu Booleovy algebry), &imZ dosta-

neme
k

(2 g+ gy =0

s=1
ProtoZe leva strana rovnice (12) je obeeng funkei viech x, (p = 1, 2,..., n) a viech a,
(g = 1,2, ..., m), miZe byt vyjadiena vidy v kanonickém tvaru
. 271
(13) S AX, =0,

i=0
kde X, jsou zakladni konjunkce*) proménnych x,, x,, ..., x,, odpovidajici stavovému
indexu i,%) A; jsou jisté funkce proménnych ay, ay, ..., dy,.

Z uvedeného je ztejmé, Ze jakoukoliv soustavu Booleovych rovnic Ize vzdy nahradit
jedinou rovnici tvaru (13). V dal§im se proto miZeme omezit pouze na Fefeni jediné
Booleovy rovnice upravené do tvaru (13). Ukolem tohoto feseni je najit viechna vy-
jadfeni pro x,, ve tvaru (10) tak, aby leva strana rovnice (13) po dosazeni za x, dala 0
(vzdy pro jedno takové vyjadieni viech x,).

Je znama fada metod, jimiZ Ize fedit Booleovu rovnici (13). V nasem piipad& popi-
Seme praktickou metodu, sestavajici z nasledujicich krokii:

1. VSechny neznamé x, a jejich negace X, vyjadfime nezavisle ga rovnici (]3)
v obecném tvaru

2m—1
(14) Xp = _ZOKn.j <%
i=
2m—1 rp=1,12..n,
Xp = Ky,
i=o

kde «; jsou zakladni konjunkce proménnych ay, a,, ..., a,, odpovidajici stavovému
indexu j. K, ;jsou dosud neznamé konstanty, které mohou nabyvat hodnoty 0 nebo 1.
Tim je feSeni rovnice (13) vyjadieno v iplné normalni disjunktni formé z parametrit
ay, a,, ..., 4, a s neuréitymi souciniteli K, ;.%)

4) Zékladni konjunkce obsahuje viechny proménné xy, x,, ..., x,, a to bud v jejich pavodni
hodnotg&, nebo v negaci.

5) Stavovy index i je &islo, které pfi vyjaddieni ve dvojkové soustavé ma n Fad( (oznacenych
0,1,...,n — 1) pro ptipad n Booleovych proménnych x{, x,, ..., x,. Rad & tohoto &isla odpovida
proménné x, 4, a jeho hodnota urluje, zda v pfisludné zakladni konjunkci ma byt x,,.; (pro
h = 1) meboe x,,; (pro h = 0). Napf. stavovy index i - (13);, = (1101), urCuje konjunkci
X4X3X5X1.

6) V piipadé, Ze m = 2" (jen velmi ojedinélé pfipady), je vyhodnégjsi vyjadFit ¥edeni rovnice (13)
v tiplné disjunktni normalni formé z parametri 4, (i = 1,2, ..., 2") rovnice (13) a s neur&itymi
souciniteli Kpip=12,..,m;j=112,.., 22"). Reeni rovnice (13) ma pak podobu x, -
=fP(A1, Ays oy Agn), p=1,2,..,n, kde Ay, A,, ..., Ayn jsou zminéné funkce proménnych
a,a;,...,q .

m*
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2. Dosadime x,a %, (p = 1,2, ..., n) v podobé vyrazii (14) do rovnice (13) a stejné
zakladni konjunkee o; (j = 0,1,...,2" — 1) vytkneme. Koeficienty vzniklé takto
u jednotlivych konjunkei «; oznadme x; (j = 0,1,..., 2" — 1).

3. Jsou-li nékteré koeficienty x; = 1, pak musi byt odpovidajici konjunkce o; = 0.
U zbyvajicich konjunkci miizeme uvaZovat k; = 0 a z takio vzniklych rovnic urlime
pak vhodné vybéry n . 2" &isel K, ;. Dosazenim K, ; do (14) dostavame pak feseni (10)
rovnice (13).7)

Pfi feSeni Booleovych rovnic nastava nejCastéji p¥ipad, Ze u nékterych Ciniteltt K, ;
je moZny vybér hodnot 0 nebo 1. ProtoZe pfi synthese logickych siti je vZidy snaha
minimisovat pocet symboli v Booleovych funkcich, je vyhodné provést vybér opti-
malnich hodnot téchto &initelt nasledujicim zplsobem:

a) Urfené hodnoty &initeld K, ; (p =1, 2, ...,n; j =0,1,...,2™ — 1} zazname-
name pomoci symbol 0 a 1 (nebo jinym zpGisobem) do p Svobodovych map®) (kon-
stanty K, ; se stejnou hodnotou indexu p vZdy do téZe mapy; umisténi v mapé je dano
hodnotou indexu j, pojimaného jako stavovy index). Poli€ka odpovidajici v mapach
Cinitelim s moznym vybérem hodnot se ozna¢i vhodnym symbolem jako stavy, na
jejichz hodnotach nezalezi (stavy ,,don’t care“).g)

b) Pomoci m¥iZek popsanych v pracich [3]. [4] nebo [ 7] a pomoci algoritmu popsa-
ného v pracich [5], [6] nebo [7] Ize dojit snadno k minimalnim rozvojim funkei (10),
vyjadtujicich feseni soustavy (9). Tyto rozvoje jsou pfitom minimalni i s ohledem na

vhodné hodnoty téch Cinitell K, ;, které poskytovaly volny vybér hodnot.

Pro ilustraci popsaného zpiisobu feSeni Booleovy rovnice tvaru (13) uvedme nyni
feseni klopného obvodu s jednim vstupem I a dvéma disjunktnimi stavy X a X jako
jednoduchou aplikaci postupu popsaného v pfikladu 2. Cinnost tohoto klopného
obvodu je dana tabulkou:

Xt+1 ‘Ir

Y'*Wff

Xt
Tuto tabulku lze vyjadfit rovnici

(15) X =(IX + IX).

7y Tato uvaha dava (jak se 1ze snadno pfesvédé&it) tuto nutnou a postacujici podminku feSitel-
nosti rovnice (13):

Jestlize koeficient u «; vychazi identicky jednotkovy, pak o; = 0 je pfedem zaruceno vztahem
mezi parametry @, a,, ..., a,, rovnice (13).

8) Svobodovy mapy, spolu s jinymi pomackami, maji velky vyznam pro synthesu logickych sitie
kde slouzi zejména pro usnadnéni pfevodu Booleovych funkci z tabulkového vyjadieni do zjedno-
dusené nebo pripadné i minimalni algebraické formy. Jsou popsany v pracech [3], [4] nebo {7].

9) Stavy ,,don’t care'* jsou ty, u nichZ je pfedem zndmo, Ze se v dané logické siti viibec nevysky-
tuji. Je proto lhostejné, jaké hodnoty funkcei logické sité se jim p¥ifadi.
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Predpokladejme nyni, Ze stav klopného obvodu v dobé t + 1 ma zobrazovat
Booleovu funkci F, takZe X'*! = F, a tedy

(16) IX +IX = F.'%)
Cheeme uréit, jaka funkce ma byt pfivedena na vstup I. K tomu je tieba fesit rovnici

(16) podle I.

Nejdtive uvedeme rovnici (16) popsanym zpiisobem na tvar (13)
(17) I(FX + FX) + I(FX + FX) = 0.
Predpokladame feSeni ve tvaru
(18) I = KoFX + K, FX + K,FX + K, FX,
pficemz

I = KoFX + K,FX + K,FX + K;FX .
Dosadime tyto vyrazy za I a I do (17) a dostaneme
K\FX + K,FX + KoFX + K;FX = 0.
Qdtud plynou tyto hodnoty neurcitych soucinitell
Ko=Ky=0, K, =K, =1.
Jejich dosazenim do (18) dostavame ji7 feSeni
I =FX + FX.

V tomto trividlnim pfipadé nepotiebujeme uZivat metody minimisace, nebof je
zfejmé, Ze nalezenou funkei nelze jiZ zjednodusit. Ve sloZit&jsich ptipadech je vsak
uZiti této metody velice uZiteCné.
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10y v rovnici (16) i v dalsich rovnicich je /, 1, X a X pojimano pfirozené vzdy v dobé 7. Nemuze

proto dojit k omylu a index ¢ neni tedy nutno dile uZivat.
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Pesrome

PEINEHUE CUCTEM BYJLCKWUX YPABHEHUN
HUPXN KIINP (Jifi Klir)

B crarbe NOSCHSETCS COACPXKAHME MOHSTHA ,,pellieHde OYIbCKMX ypaBHEHH
M NPUBOISTCS HEKOTOPBIE CBEAECHHS O BO3MOXHOCTH IIPUMPEHEUS PEUICHHS CHCTEMEI
GyJLCKMX YpaBHEHMIL B cuHTe3¢ Joriyeckux ceTeil. Onmeripaercst anropudm (omuu
M3 YMCIIA M3BECTHBIX OBUIMX AJrOPU(PMOB) JUTA MPAKTHUECKOrO PEIUEHUS CUCTEMBbI
OYNbCKUX YPABHEHUIT ¢ n HEW3BECTHBIMU. B KauecTBe NpHMepa MPHBOIUTCS IMOJHOE
petienue OyJIbCKOro ypaBHEHUs ¢ OJHUM HEH3BECTHBIM.

Summary
SOLUTION OF SYSTEMS BOOLEAN EQUATIONS
Jikf KLir
This paper describes the meaning of the term ““solution of Boolean equations’ and
shows the possibility of using the solution of systems of Boolean equations for logical
network synthesis. One of the known algorithms is mentioned, suitable for the practi-
cal solution of Boolean equations with n unknowns. As an example the solution of a

Boolean equation with one unknown is considered.
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