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SVAZEK 7 (1962) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

Ř E Š E N Í S O U S T A V B O O L E O V Ý C H R O V N I C 

JIŘÍ KLÍR 

(Došlo 13. listopadu 1959.) 

V článku je vysvětlen obsah pojmu „řešení Booleových rovnic" a je nazna­
čeno uplatnění řešení soustav Booleových rovnic při synthese logických sítí. 
Je popsán jeden ze známých obecných algoritmů pro praktické řešení soustav 
Booleových rovnic o /; neznámých. Jako příklad je provedeno úplné řešení 
Booleovy rovnice o jedné neznámé. 

Při synthese logických s í t í ' ) se může někdy vyskytnout potřeba vyjádřit explicitně 
j istou Booleovu p r o m ě n n o u z určité Booleovy rovnice, popř. ze soustavy Booleových 
rovnic. U k a ž m e to na několika j ednoduchých příkladech: 

P ř í k l a d J. Chceme převést logickou síť o třech uzlech M, N, P ve tvaru trojúhelníka 
(obr. la) na ekvivalentní síť tvaru hvězdy (obr. lb) . Transformace bude vyjádřena 
Booleovými rovnicemi 2 ) 

( 0 fJi = x + yz , 
/1/3 = z + xy , 
h h = y + xz , 

které udávají nutnou a postačující p o d m í n k u funkční shodnosti obou sítí. 3) Protože 
potřebujeme znát funkce fl,f2 a / 3 , mus íme je ze soustavy ( l ) explicitně vyjádřit, 
tj. soustavu (1) převést na tvar 

(2) fi=f{x,y,z), i = 1 , 2 , 3 . 

Rovnice (2) nazýváme pak řešením soustavy rovnic ( l ) . 

) Logickou sítí rozumíme zde fysikální soustavu vyznačující se tím, že modeluje jisté logické 
vztahy, které můžeme vždy popsat vhodnou soustavou Booleových funkcí nebo Booleovou maticí 
(definice a základní vlastnosti Booleových matic jsou uvedeny např. v článku [7]). Logická síť se 
skládá z uzlů a větví, přičemž větví se rozumí spojnice dvou uzlů, jejíž průchodnost (schopnost 
přenášet signál) závisí na stavu fysikálních prvků sítě. Interprctujeme-li stavy každého z těchto 
prvků jako hodnoty jisté Booleovy proměnné, pak stavy určité větve lze interpretovat jako Booleo­
vu funkci příslušných proměnných. 

2 ) Veličiny x, y, z ve vztahu (1) a na obr. 1 a jsou obecně Booleovými funkcemi. 
3 ) V tomto příkladě i v dalším textu vyjadřujeme paralelní spojení dvou větví Booleovým 

součtem a sériové spojení dvou větví Booleovým součinem. 
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P ř í k l a d 2. Mějme jistý logický paměťový prvek kX (např. polarisované relé, zpož­
ďovací element, klopný obvod atd.), jehož stav kXt + 1 v době t + 1 (uvažujeme syn­
chronní systém) závisí na jeho stavu kXt v době t a na stavech jeho vstupů *I l 5

 kJ2, ..., 
kIn v době t. Tyto závislosti jsou pro každý druh paměťového prvku vyjádřeny tzv. 
charakteristickou Booleovou rovnicí 

(з) '<xt+i =kf(kx,kiu

ki2,...,
kiny. 

U některých prvků nejsou všechny kombinace stavů vstupů a kXt dovoleny, takže 
charakteristická rovnice musí být u takových prvků doplněna dalšími Booleovými 
rovnicemi tvaru 

(4) kfi(kX,kIu
kI2,...,

klny = 0, i = 1,2,..., 

které tyto podmínky vyjadřují. 

Obr. 1. 

Uvažujme nyní, že p prvků kX (k — \,2, ,.., p) je připojeno k jistým uzlům logické 
sítě, mezi nimiž a základním uzlem (napáječem) jsou zadány Booleovy funkce 

(5) kXt + 1 =kg(\X, 2X, ...,kX, ...,pX)', k= 1,2, ...,p. 

Pro synthesu uvažované logické sítě nás však zajímají funkce 

(6) kl) = kFj(
1X, 2X, ...,kX, ..., "X)', 

k = 1,2, ..., p, j = 1, 2, ..., n . 

Protože levé strany rovnic (3) a (5) jsou stejné, musí se rovnat i jejich pravé strany, tj. 

(7) k/(kx, kh,ki2,...,
 kiny = kg(lX, 2X, ...,kX,.... "X)', 

k = 1,2, ..., p . 

Řešením rovnic (7) a (4) explicitně pro kl] (k = \,2, ..., p,j = \, 2, ..., n) dostaneme 
postupně všechny potřebné Booleovy funkce (6) pro všechny vstupy všech napěťo­
vých prvků v síti. Nejčastěji se vyskytují logické paměťové prvky s jedním nebo 
dvěma vstupy, výjimečně též prvky se třemi vstupy. 

P ř í k l a d 3. Mějme jednoduchou logickou síť se vstupem M a výstupem N podle 
obr. 2a, kde veličiny x, v, z, w jsou obecně jisté Booleovy funkce. Tuto síť chceme 
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transformovat do sítě podle obr. 2b, mající stejné vlastnosti s ohledem na průchodnost 
signálů mezi uzly M a N (často lze tímto způsobem ušetřit fyzikální prvky). Transfor­
mace je vyjádřena rovnicí 

(8) xy + zw =- fj2 + h h + fJJs + Li/s/s , 

ze které je třeba vyjádřit explicitně/,,/2, . . . , / 5 . 

Obr. 2. 

P ř í k l a d 4. Nechť A, B jsou dvě různé množiny kódů (posloupností dvojkových 
čísel). Všechny kódy patřící do téže množiny se vyznačují jistými společnými vlast­
nostmi. Předpokládejme, že každému kódu v množině A odpovídá jistý kód v mno­
žině B a naopak. Známe-Ii vztah převádějící kódy z množiny A do množiny B, který 
je obecně vyjádřen Booleovou rovnicí (resp. soustavou Booleových rovnic), pak 
získání opačného převodního vztahu je záležitostí řešení této rovnice (resp. soustavy 
rovnic) explicitně pro jiné proměnné. 

Podobných případů, které v souvislosti se synthesou logických sítí vedou k řešení 
Booleových rovnic, by bylo možno nalézt mnoho. Potíž při řešení těchto rovnic spo­
čívá v tom, že v Booleově algebře neexistují operace odčítání a dělení, takže nemůžeme 
postupovat obvyklými způsoby. Ve zbývajícím textu popíšeme nyní algoritmus pro 
řešení soustav Booleových rovnic. 

Předpokládejme, že xl, x2, ..., :t„, aA, a2, ..., am jsou Booleovy nezávisle proměnné. 
Předpokládejme dále, že je dána soustava k Booleových rovnic 

(9) fs(xA,x2, ...,xn,a1,a2,...,am) = gs(xltx2, ..., xn, a l 5 a2, ...,am), 

s = 1 , 2 , . . . , fc. 

Chceme řešit tyto rovnice explicitně pro xp (p — 1, 2, ..., n) tak, aby každé xp bylo 
vyjádřeno pouze pomocí proměnných aq (q = 1,2,..., m), tj. chceme soustavu tvaru 
(9) převést na ekvivalentní soustavu tvaru 

(10) xp = Fp(ai,a2, ..., am) , p=\,2,...,n. 
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Nejdříve převedeme soustavu (9) na jedinou rovnici. Postupujeme tak, že každou 
rovnici soustavy (9) vyjádříme ve tvaru 

(li) fsgs+Lgs = o, s- i,2,...,fc. 
Takto upravené rovnice můžeme sečíst (ve smyslu Booieovy algebry), čímž dosta­
neme 

(12) Í(fsgs + Jsgs) = 0. 
5 = 1 

Protože levá strana rovnice (12) je obecně funkcí všech xp (p = 1,2,..., n) a všech aq 

(q = 1,2,..., m), může být vyjádřena vždy v kanonickém tvaru 

(13) V/1,*,. = 0, 
i = 0 

kde XJsou základní konjunkce4) proměnných x,, x 2, ..., x„, odpovídající stavovému 
indexu i,5) At jsou jisté funkce proměnných au a2, ..., am. 

Z uvedeného je zřejmé, že jakoukoliv soustavu Booleových rovnic lze vždy nahradit 
jedinou rovnicí tvaru (13). V dalším se proto můžeme omezit pouze na řešení jediné 
Booieovy rovnice upravené do tvaru (13). Úkolem tohoto řešení je najít všechna vy­
jádření pro xp ve tvaru (10) tak, aby levá strana rovnice (13) po dosazení za xp dala 0 
(vždy pro jedno takové vyjádření všech xp). 

Je známa řada metod, jimiž lze řešit Booleovu rovnici (13). V našem případě popí­
šeme praktickou metodu, sestávající z následujících kroků: 

1. Všechny neznámé xp a jejich negace xp vyjádříme nezávisle ija rovnici (13) 
v obecném tvaru 

(14) Xp^YKpj.Xj, 
j=o 

2™-i_ P = 1,2, . . . . n , 
Xp = I KPJ • <*j> 

j = o 

kde ocj jsou základní konjunkce proměnných au a2, ..., am odpovídající stavovému 
indexuj. Kp yjsou dosud neznámé konstanty, které mohou nabývat hodnoty 0 nebo 1. 
Tím je řešení rovnice (13) vyjádřeno v úplné normální disjunktní formě z parametrů 
au a2, ..., am a s neurčitými součiniteli Kpj.

6) 

) Základní konjunkce obsahuje všechny proměnné xx, x2, ..., xn a to buď v jejich původní 
hodnotě, nebo v negaci. 

5 ) Stavový index z" je číslo, které při vyjádření ve dvojkové soustavě má n řádů (označených 
0, 1,..., n — J) pro případ n Booleových proměnných xx, x2, ..., xn. Řád h tohoto čísla odpovídá 
proměnné xh+í a jeho hodnota určuje, zda v příslušné základní konjunkci má být xh + x (pro 
h — 1) siebo xh + l (pro h = 0 ) . Např. stavový index i ~ (13), 0 = (1101)2 určuje konjunkci 
X4X3X2X\-

6 ) V případě, že m > 2" (jen velmi ojedinělé případy), je výhodnější vyjádřit řešení rovnice (13) 
v úplné disjunktní normální formě z parametrů At (i ~ 1,2,..., 2") rovnice (13) a s neurčitými 
součiniteli Kpj (p = 1, 2,...,«; j — 1, 2, ..., 2 2 ). Řešení rovnice (13) má pak podobu xp -
= fJAí,A2,...,Azn), p~ 1,2, ...,«, kde A,, A2, ..., Ar> jsou zmíněné funkce proměnných 
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2. Dosadíme xp axp(p = 1,2,..., n) v podobě výrazů (14) do rovnice (13) a stejné 
základní konjunkce a,- (j = 0, 1, ..., 2'" — l) vytkneme. Koeficienty vzniklé takto 
u jednotlivých konjunkcí cc;- označme Kj (j = 0, 1, ..., 2m — 1). 

3. Jsou-li některé koeficienty Kj = 1, pak musí být odpovídající konjunkce a} = 0. 
U zbývajících konjunkcí můžeme uvažovat Kj = 0 a z takto vzniklých rovnic určíme 
pak vhodné výběry n . 2"' čísel KpJ. Dosazením KpJ do (14) dostáváme pak řešení (10) 
rovnice (13).7) 

Při řešení Booleových rovnic nastává nejčastěji případ, že u některých činitelů Kp , 
je možný výběr hodnot 0 nebo 1. Protože při synthese logických sítí je vždy snaha 
minimisovat počet symbolů v Booleových funkcích, je výhodné provést výběr opti­
málních hodnot těchto činitelů následujícím způsobem: 

a) Určené hodnoty činitelů KpJ (p = 1,2, ..., n; j = 0, 1, ..., 2m — 1) zazname­
náme pomocí symbolů 0 a 1 (nebo jiným způsobem) do p Svobodových map 8) (kon­
stanty Kp j se stejnou hodnotou indexu p vždy do téže mapy; umístění v mapě je dáno 
hodnotou indexu /. pojímaného jako stavový index). Políčka odpovídající v mapách 
činitelům s možným výběrem hodnot se označí vhodným symbolem jako stavy, na 
jejichž hodnotách nezáleží (stavy „dont care").9) 

b) Pomocí mřížek popsaných v pracích [3], [4] nebo [7] a pomocí algoritmu popsa­
ného v pracích [5], [6] nebo [7] lze dojít snadno k minimálním rozvojům funkcí (10), 
vyjadřujících řešení soustavy (9). Tyto rozvoje jsou přitom minimální i s ohledem na 
vhodné hodnoty těch činitelů Kpj, které poskytovaly volný výběr hodnot. 

Pro ilustraci popsaného způsobu řešení Booleovy rovnice tvaru (13) uveďme nyní 
řešení klopného obvodu s jedním vstupem I a dvěma disjunktními stavy X a X jako 
jednoduchou aplikaci postupu popsaného v příkladu 2. Činnost tohoto klopného 
obvodu je dána tabulkou: 

V 

X1 

X' 

Tuto tabulku lze vyjádřit rovnicí 

(15) xt+l = (ÍX + ixy. 

7 ) Tato úvaha dává (jak se lze snadno přesvědčit) tuto nutnou a postačující podmínku řešitel­
nosti rovnice (13): 

Jestliže koeficient u <\j vychází identicky jednotkový, pak a, = 0 je předem zaručeno vztahem 
mezi parametry a^,a2, •••,am rovnice (13). 

8 ) Svobodovy mapy, spolu s jinými pomůckami, mají velký význam pro synthesu logických sítí-
kde slouží zejména pro usnadnění převodu Booleových funkcí z tabulkového vyjádření do zjedno­
dušené nebo případně i minimální algebraické formy. Jsou popsány v pracech [3], [4] nebo [7]. 

9 ) Stavy „cloďt care1''' jsou ty, u nichž je předem známo, že se v dané logické síti vůbec nevysky­
tují. Je proto lhostejné, jaké hodnoty funkcí logické sítě se jim přiřadí. 
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Předpokládejme nyní, že stav klopného obvodu v době t + 1 má zobrazovat 
Booleovu funkci E, takže Xt+Í — E, a tedy 

(16) IX + IX = E.10) 

Chceme určit, jaká funkce má být přivedena na vstup /. K tomu je třeba řešit rovnici 
(16) podle/. 

Nejdříve uvedeme rovnici (16) popsaným způsobem na tvar (13) 

(17) Í(FX + FX) + I(FX + FX) = 0 . 

Předpokládáme řešení ve tvaru 

(18) / = KoEx + K!EX + K2EX + K3EX , 

přičemž 

7 = K0FX + KXFX + K2FX + K3FX . 

Dosadíme tyto výrazy za / a 7 do (17) a dostaneme 

KtEx + K2FX + KoEX + K3EX = 0 . 

Odtud plynou tyto hodnoty neurčitých součinitelů 

K0 = K3 = 0 , Kí = K2 = 1 . 

Jejich dosazením do (18) dostáváme již řešení 
I = FX + FX . 

V tomto triviálním případě nepotřebujeme užívat metody minimisace, neboť je 
zřejmé, že nalezenou funkci nelze již zjednodušit. Ve složitějších případech je však 
užití této metody velice užitečné. 
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1 0 ) V rovnici (16) i v dalších rovnicích je/, /, X a X pojímáno přirozeně vždy v době /. Nemůže 
proto dojít k omylu a index t není tedy nutno dále užívat. 

270 



Резюме 

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ БУЛЬСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ИРЖИ КЛИР (ПН КНг) 

В статье поясняется содержание понятия „решение бульских уравнений" 
и приводятся некоторые сведения о возможности примренеия решения системы 
бульских уравнений в синтезе логических сетей. Описывается алгорифм (один 
из числа известных общих алгорифмов) для практического решения системы 
бульских уравнений с п неизвестными. В качестве примера приводится полное 
решение булъского уравнения с одним неизвестным. 

З и т т а г у 

8 о ^ ^ т I ^ N О Р З У З Т Е М З во^^ЕАN Б О ^ А Т Ю ^ 

ЗШ Кик 

ТЫз рарег ёезспоез 1пе теашп§ оГ 1пе 1егт "зо1и1юп оГ Воо1еап е^иа ;̂̂ оп5" апс! 
зкоу/з 1пе роззШПку оГ изт§ 1пе зо1игюп оГ зуз1етз оГ Воо1еап е^иа^^оп8 Гог 1о§юа1 
пе1\уогк зуп1Ьез1з. Опе оГЛпе кпо\уп а1§оп1пгп5 13 теШюпес!, зштлЫе Гог 1пе ргасН-
са1 §о1и1юп оГ Воо1еап е̂ иа^^оп8 \укп п ипкпош1§. Аз ап ехатр1е Ше зо1ш;юп оГ а 
Воо1еап е^иа^^оп шЛЬ опе ипкпо\уп 15 сопзМегеа1. 

Асггеза аи1ога: 1пд. ЛИ КИг, Уугкитпу (Ыау тагетаглскусН 51го]й, О.оиНа 37, РгаЬа 1. 
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