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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY &isLo s

KONSTRUKCE ZRCADLOVE PLOCHY ZOBRAZUJICI
K ROVINNYM OBRAZCUM UTVARY INVERSNI

LiBUSE MARKOVA

(Doslo dne 25. kvétna 1961.)

Clanek pojednava o zplsobu nalezeni zrcadlové plochy, ktera k danym

rovinnym obrazc(m zobrazuje Gtvary inversni. Ukazuje se, Ze hledand plocha

. je rotaéni a konstruuje se jeji merididn pfi rovnob&iném osvétieni této
plochy.

P¥i feSeni riiznych matematickych 1loh se ¢asto setkadvame s bodovym zobrazenim
v roving, Nejznaméjsi bodova zobrazeni jsou na pfiklad shodna zobrazeni jako je
osova soumérnost, posunuti, stfedova soumérnost, otaceni. U téchto linearnich
zobrazeni lze snadno k danym rovinnym obrazciim zakreslit jejich obrazy pomoci
rovinnych zrcadel.

Nejjednodussi nelinearni bodové zobrazeni je kruhova inverse. Zde se naskyta
otazka, zda je moZno konstruovat zrcadlovou plochu, ktera by k danym rovinnym
tvarim zobrazovala fGtvary inversni. Refeni tohoto problému je tkolem naseho
¢lanku.

Mé&jme v libovolné roving T kruhovou inversi o stfedu O a polomé&ru r (viz obr. 1).
Libovolnému bodu A4 bude v této inversi odpovidat bod A’. Bod 4 miiZeme soucasné
povazZovat za stiedovy pramét libovolného bodu M hledané zrcadlové plochy do
roviny 1, pfi ¢emz stfed promitani S, ze kterého plochu osvétlujeme, volime tak, aby
jeho pravothly priimét do roviny t padl do stfedu kruhové inverse 0. Potom paprsek
svétla s, ktery dopadne na plochu v bodé M pod ublem o se odrazi pod thlem o a pro-
tina rovinu t v bodé A’. Pravoahlé pri-
méty paprsku s a 5" jsou na pfimece AA’
pravé tehdy, jestlize rovina, ve které
leZi paprsky s a s, prochazi stfedem
kruhové inverse O, tedy i stfedem pro-
mitani S. V této roviné lezi také nor-
mala k plose. Vezmeme-li si jinou ro-
vinu prochazejici pfimkou OS, pfipad ~
je stejny. MiZeme tedy Fici, Ze kazda Obr. 1.
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rovina prochazejici pHimkou OS a libovolnym bodem M hledané plochy obsahuje
norméalu n k této plose v bodé M. Toto je vlastnost plochy rotaéni, jejiz osou rotace
je pfimka OS.

Paprsky dopadajici na plochu ve vrcholu se musi odrazet rovnobézné s rovinou t,
nebot stiedu inverse O odpovidaji body nevlastni pfimky roviny 7. Potom teéna k me-
ridianu v tomto bod& bude svirat s osou rotace tihel n/4 a vrchol rotaéni plochy je
singularnim bodem.

Qbr. 2a.

Nasim tkolem je nyni najit meridian hledané rotacni plochy. K tomuto tcelu
rovinu t umistime do roviny xy a stfed kruhové inverse O do podatku soufadnicového
systému. Potom osou hledané rotaéni plochy bude osa z-ova. Pfedpokladejme, Ze
meridian hledané rotaéni plochy je kfivka z = f(x), ktera je definovana v intervalu
<0: r). Plochu osvétlime paprsky prochazejici bodem S(0; 0; v) (viz obr. 2a). Necht
bod M je bodem dopadu paprsku na hledané plose. V tomto bodé sestrojime odra-
Zeny paprsek s’. Bod 4 je stfedovym primétem bodu M na rovinu xy. Bod A’ je
prisecik odraZeného paprsku s” s rovinou xy (tj. s osou x). Aby bod A byl ve vztahu
kruhové inverse s bodem 4" musi platit

(1 0A4.0A4" = r*,

pfi ¢emZ r je polomér kruhové inverse.

Soufadnice bodu M v roviné xz oznalime x,z. Potom plati 04 =x + z.
ccotg[n — (o + B)] = x — z.cotg (2« + ). Vzdalenost OA" mizeme vyjadfit ve
tvaru OA" = x + z.tg(n/2 — a + f3), kde « je thel dopadu paprsku s a § je uhel,
ktery svirda normala plochy s osou x. JelikoZ smérnice normaly k meridianu v bodé
M(x, z) ma hodnotu k, = — 1/z’ = tg i a smérnice piimky prochazejici body M, S
(1j. paprsku s) ma hodnotu k, = (z — v)/x = tg(z + ). je
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(g2f - _~&B
T —tg?p 22— 1

bid . . ) .
tg [;— (% + [f)] = cotg (a + f8) = — X pro z 4 b

MiiZzeme tedy tg(n/2 — o + f8) psat ve tvaru

a po konecné tpravé dostaneme

. X2 - 1) = 27(z =)
tg (7 a + [f) G0 (= 1)+ 2xe

Pro vzdalenost 04 a OA" tedy plati
z 22 1) — 22(= — )

0A4 = x — L-,om=x+zf“ h -2 o

z -0 (7 — ) (2'2 — 1) + 2xz'

Disledek (1) plynouci z kruhové inverse mezi body A4 a A’ pro funkci z = f(x) lze
nyni napsat ve tvaru

eI

Po tpravé obdrZime diferencialni rovnici

3 2 2 2 2
, , — X°v + z°xp - zxv® — rfxz 4 rexo
(2) 2422 -1 =0,

2.2 22
2r2pz — 2x%vz 4+ x*? — 222 —

ze které plynou dvé r@zna feSeni. Existuji tedy dvé mmnoZiny rotacnich ploch,
které k danym rovinnym
obrazelim zobrazuji utvary

inversni. "
Je-li v nekoneéné veliké, 2+t /
stfed svétla je bodem ne-
b N4 v e~
vlastnim a jde o rovnobgzné @/
&

osvétleni (viz obr. 2b). Po- M

tom diferencialni rovnice 2(?-«)/\“\‘\‘
(2) je tvaru b/\\ \\
\\\
(3) . X
0 A A
o X

xr = Obr. 2b.
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Ze dvou existujicich feseni si zvolime to, které je uréeno rovnici

@ 2

Tuto diferencidlni rovnici fe§ime pak v jednotlivych piipadech (to jest pro urgité r
a urdité pocatedni podminky) numericky metodou Runge-Kutteovou. Necht na pii-
klad je r = 3. Hledejme Fedeni rovnice (4) pfi po¢ateenich podminkach x, = 0, z, =
= 5. Soufadnice x-ova bodu M se bude pohybovat v mezich 0 < x £ 3. Tento
interval rozdélime na jednotlivé intervaly napf. o §ifce h = x; — x;_, = 0,2 a hle-
dame z-ové soufadnice bodd kfivky z = f(x), odpovidajici zvolenym hodnotam
x-ovych soufadnic.

Oznadime-li z' = g(x; z), kde g(x; z) je prava strana rovnice (4), pocateni bod
M, = (xo; Zo), pak soufadnice z; bodu M,(x,; z,) pfi dané hodnoté x, = xo + h =
= X, + 0,2 vypocitame podle znamych vzorci

z, =z9 + k,
pii cemz

==

= 2(ky + 2k, + 2ky + ky),
kde
ky = h. g(xo; z0) ,
ky = h.g(xo + 3h, zo + 3k;),
ks = h.g(xe + 5h, zo + 3ky).
ko = h.g(xo + h, zo + kj).
Pfi dalsim vypoctu bod M,(x,; z,) povaZzujeme za vychozi a hledame soufadnici z,
bodu M,(x,; z,) pfi daném x, = x, + h = x; + 0,2 stejnym zpfisobem.
Takto ziskame pfisluiné mnoZstvi bodi, ze kterych lze kfivku sestrojit.
Jednotlivé vysledky lze sestavit do pfehledné tabulky:

M M, M, M, M, M, Ms Mg
RY 0.0 0.2 0.4 0,6 0,8 1,0 1.2
z 5.0000 4,7888 4,5548 4,2979 4,0181 3,7157 3,3915
M, Mg My Mo My, M, My, M,
1.4 1.6 1.8 2.0 2,2 2,4 2,6 2.8
3,0465 2,6820 2.3000 1,9029 1,4942 1,0791 0,6661 0,2732
M, Mg
3,0 3.2

0,0987  —0,2908

Body M, i =0, 1,2,...,16, definuji hledany meridian z = f(x). Jestlize se tento
meridian otaci kolem osy z, vytvari hledanou rotaéni plochu (viz obr. 3)4
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Tuto rotacni plochu omezime zdola rovinou xy. Svételné paprsky dopadaji na ni

shora. Zobrazuje tedy inversni obrazce pfi pohledu shora. Druhyn FeSenim rovnice (3)
je rotacni plocha, kterou omezime rovinou o rovnob&Znou s rovinou xy, pii ¢emz
vrchol této rotacni plochy je pod rovinou a.
Svételné paprsky musi na tuto rovinu dopadat 2
zespodu, to znamena, Ze druhé feSeni zobrazuje
inversni obrazce pii pohledu zespodu. Pro snad-
n€)5i nazirani je vhodngjsi prvni feseni.

Obr. 4,

Na obr. 4 je znazornéno zrcadleni tseCky AB na dané rotaéni plose v Mongeove
projekci. Rota¢ni plocha ma podstavu v pidorysné, useCka AB tedy také leZi v piado-
rysné. Potom inversni atvar k tseéce AB vidime na ptdoryse rotaéni plochy. Jeho
narysem je kiivka, kterou Ize snadno sestrojit.
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Pesrome

[TOCTPOEHUE 3EPKAJILHON MOBEPXHOCTH,
M30BPAXKAIOIMEN MHBEP3HBIE NOCTPOEHUSA OUTVP
HA TUIOCKOCTH

JIMBYIIIE MAPKOBA (Libuse Markova)

ABTOp CTaTbU 3aHUMAETCH NPOCTEHIINM HEJMHEHHBIM TOYEYHBIM H306pakKeHNeM
Ha MUJIOCKOCTH — KpyroBoil uHsep3ueil. [lpuBoauTea cnoco® onpeaelieHus 3epKah-
HOH NOBEPXHOCTH, H300paxkatollell MHBEp3HOE NMOCTpoeHMHe QUTYP HA INIOCKOCTH.
HoKka3biBa€TCs, YTO MCKOMAS NOBEPXHOCTL €CTh NOBEPXHOCTH BPALIEHUS ¢ 0COOOH
TOYKOH B BepUIMHE. ABTOP COCPEJOTOYMBAETCS HA OTBICKAHWE MEPHIMaHA 3TOM
MOBEPXHOCTH BPALCHUS NPH LUEHTPANBHOM OCBELUCHUM CE. 3aTeM CTPOMICH MepH-
JHAH TMOBEPXHOCTH BPALICHWS JIJISL HACTHOrO CJiyyasl, KOrJa HEHTP OCBEelUCHUS Ha-
XOOUTCS B OECKOHEUHOCTH, T. C. MPH NapaliiicibHOM OCBCLUCHHH.

Summary

THE CONSTRUCTION OF A MIRROR SURFACE PICTURING
FIGURES INVERSE TO PLANE FIGURES

LIBUSE MARKOVA

The article deals with the Simp]cst non-linear point representation on the surface
by means of circular inversion. It is indicated how to find the reflecting mirror surface
which will picture figures inverse to given plane figures. This surface is a surface of
revolution with a singuler point in the vertex, and there arises the problem of deter-
mination of the meridian of this surface of revolution when it is centrally illuminated.
I'he meridian of the surface of revolution for special cases when the centre of light is
an infinite point, i. ¢. for the case of parallel illumination, is then constructed.

Adresa autora: Libuse Markovd, Katedra algebry a geometrie University Palackého, Fierlinge-

rova 10, Olemouc.
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