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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

PREDBEZNA SDELENI

DIE STABILITAT MIT RUCKSICHT AUF DAS DEFINITIONSGEBIET
UND DIE FRAGE DER FORMULIERUNG DES PLATTENPROBLEMS

[VORBERICHT]

Ivo BABUSKA

(Eingegangen am 9, Aprif 1962.)

1. EINLEITUNG

In Arbeit [1] haben wir uns mit der Frage der Formulierung von Problemen der
Elastizititstheorie mit Hilfe der Methoden der technischen Theorie beschiftigt.
Wir haben den Begriff der assymptotischen Optimierung eingefiihrt und haben gezeigt,
dass in dem allereinfachsten Falle des Trégers die Bernoullische Hypothese der ebenen
Querschnitte die einzige optimale Hypothese in dem eingefiihrten Sinne ist.

Wir haben weiter gezeigt, dass die Methoden der technischen Elastizitiitstheorie
notwendig als Ubergangsmethoden von einem mehrdimensionalem Problem auf ein
wenigerdimensionales angesehen werden miissen, wobei der auf der Bernoullischen
Hypothese beruhende Vorgang der erste Schritt des zur genauen Losung konvergieren-
den Algoritmus ist. In dieser ganzen Arbeit [1] wurde von der Forderung ciner
optimalen Approximation der Losung eines mehrdimensionalen Problems durch die
Losung eines wenigerdimensionalen ausgegangen.

Wir zeigen in der vorliegenden Arbeit, dass die Auffassung, welche wir in [1]
beschrieben haben, nur eine Seite der Problematik des Uberganges eines mehrdimen-
sionalen Problems auf cin wenigerdimensionales ausdriickt. Eine weitere wichtige
Frage ist die Erhaltung resp. die Ubertragung der Haupteigenschaften des urspriingli-
chen dreidimensionalen Problems. Als eine dieser Haupteigenschaften miissen wir
den Verlauf der Losung bei kleinen Veridnderungen des Definitionsgebietes betrach-
ten.

In den Arbeiten [2] und [3] haben wir gezeigt, dass es in dem geliufigem Sinne
von S. GERMAIN formuliertem Problem der freigelagerten Platte zu einer iiber-
raschenden Unstabilitidt in Bezug auf das Definitionsgebiet kommt.

Wir haben bewiesen, dass u,(x, y) — i(x, y) gilt, wobei @i(x, y) + u(x, y) ist, wenn
wir mit u,(x, y) die Durchbiegung der freigelagerten, gleichmissig belasteten Platte
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von der Form eines regelméssigen n-Ecks bezeichnen und diese n-Ecke fiir n —» oo
zum Kreis konvergieren: mit u(x, y) bezeichnen wir die Losung der Kreisplatte.

In der vorliegenden Arbeit zeigen wir nun, dass dicser Paradox zu dem es in der
urspriinglichen dreidimensionalen Formulierung nicht kommt, durch eine ungeeignete
Transformation auf ein zweidimensionales Problem hervorgerufen wird.

2. DIE STABILITAT DES DREIDIMENSIONALEN PROBLEMS
DER FREIGELAGERTEN PLATTE.

Definitien 1. Es sei P, resp. P ein regelmdssiges in einen Einheitskreis eingeschrie-
benes offenes n-Eck resp. ein offener Einheitskreis und es sei
Q, =E[x,y,z;(x. p) e P,. |z < k]
resp.
Q=FE[x, y,z;(x.y)e P, |z| <h].

Es seif(x, y) eine mit dem Quadrat integriebare Funktion mit kompaktem Trdger
in P, resp. P. Dann bezeichnen wir als dreidimensionales Problem einer frei-
gelagerten Platte von der Form P, resp. P und der Belastung f die Aufgabe die
auf Q, resp. Q definierten Funktionen u(x, y, z), vo(x, y, z) w(x, y, z) zu finden,
welche das quadratische Funktional

Ju\? dv\? ow\?
(1) Wi, v, w) = {2,1 )+ (22) + L) +
Q,resp. 2\ X 5}’ ¢ -y
du  dv\? du  ow\? v éw\?
+ulf—+—) =+ =)+ =+ = dxdydz —
Jdy  Ox 0z 0x oz dy/ |

- fo ©f(x y)[wlx, p, BY + w(x, y, —h)] dxdy
Ppresp. P

in der Klasse der Funktionen, welche quadratisch integrierbare erste Ableitungen
besitzen, minimalisieren, wobei w(x, y, z) = 0 auf Q, resp. Q, gilt, wenn

On = E[x, y, z;(x, p)e P,, |2| < h]..

Q =E[x,y,z;(x,y)e P z| < h]
ist und P, resp. P der Rand des Gebietes P, resp. P ist.

Insofern wir die Randbedingung der Funktion w(x, y, z) auf @3, resp. Q in dem
geldufigem verallgemeinertem Sinne (d, h. im Durchschnitt) verstehen, ldsst sich
zeigen, dass die Losung der Aufgabe im Sinne der Definition 1 existiert und das gerade
als einzige Losung. Die Definition 1 formuliert in funktionalanalytischer (energeti-
scher) Form das Problem der freigelagerten Platte aus einem Material mit der Poisson-

schen Konstanten gleich Null und auf dem oberen und unteren Rand mit einer durch
die Funktion f(x, y) ausgedriickten Belastung versehen. Wenn wir diese Bedingungen
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durch die Spannung ausdriicken, erhalten wir auf dem oberen und unteren Rand
der Platte
Z(x, y, h) = f(x,»), Z(x,y, —=h) = = f(x, ),
X y0 ) = Vi(x, y, h) = 0

und aufl den Seiten w = O und o, = 0, 7, = 0 wobei wir g, resp. 7, die normale resp.
tangentiale, zur z-Achse senkrechte Komponente des Spannungsvektors bezeichnet
haben. Die Funktionen u, v, w erfiillen in Q resp. Q, die Gleichung von Lamé

2 9 + Au =0,

ox

0

® +Av =0,
ady

.

ﬁ + Aw =0,
0z

du v Ow a? o2 02
+ - A= " .

.
ox dy 0z ax*  oy*  0z?

Offensichtlich ldsst sich die freie Lagerung in der dreidimensionalen Formulation
verschieden ausdriicken. Die angefiihrte Formulierung driickt jedoch den intuitiven
Inhalt der freien Lagerung aus.

Es gilt folgender Satz:

Satz 1. Essei P,,n = m,m + 1,..., eine Folge regelmdssiger n-Ecke (s. Def. 1.)
Es habe f einen kompakten Trdger auf P,,. Wir bezeichnen (u,, v,, w,) resp. (u, v, w)
die Losung des im Sinne der Definition | ausgedriickten Problems einer freigelager-
ten Platte von der Form P, resp. P und die Belastung f. Dann gilt

o LB (5 ()
_ +—;,[< o, > —u) - ) )2+_<a(u,,a;-u)_+ 60$%;.W)>z+

(om0 30 = N gz = 0
k oz oy

Wir bemerken, dass Satz | auch unter allgemeineren Voraussctuzngen tiber die
Folge der Gebicte P, gilt. Zu einem Vergleich mit den in der Einleitung angefiihrten
Paradox ist diese Behauptung vollkommen ausreichend.

Aus der energetischen Konvergenz (Ausdruck (3)) folgt auch die fast gleichmissige
Punktkonvergenz innerhalb von Q,. Wenn wir Satz 1 mit den Ergebnissen in [2] und
[ 3] vergleichen, wo die Unstabilitdt des biharmonischen Problems bewiesen wird,
so sechen wir, dass der Paradox durch eine ungeeignete Wahl der Transformation
des.dreidimensionalen Problems auf ein zweidimensionales hervorgerufen wird.
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3. STABILITAT DES PROBLEMS EINER FREIGELAGERTEN PLATTE
IN ZWEIDIMENSIONALER FORMULATION

In Arbeit [4] haben wir gezeigt, dass wir die klassische Formulation des Problems
der Platte im Sinne der Theorie von Sophie Germain als Eulersche Gleichung fiir die
Minimalisierung des quadratischen Funktionals (1) in der Klasse der Funktionen

aw
@ u(x, y,z) = — z ; (x, ),
ox
ow
w52 = — 22 (),
ay

wix, y, z) = w(x, ¥),

mit der Bedingungen w = 0 auf P, resp. P, erhalten. Die Einengung der Klasse von
Funktionen durch die Bezichungen (4) in Bezug auf die in Definition 1 erwogene Klasse
driickt eigentlich die Hypothese von Bernoulli aus, d. h. die Hypothese der ¢benen
Querschnitte und der Orthogonalitit auf die Zentralfliche. Wir fiihren nun die Einen-
gung so aus, dass wir die Voraussetzung iiber diec ebenen Querschnitte beibehalten
aber die Voraussetzung iiber die Orthogonalitit auf dic Zentralfliche auslassen.
Dies erreichen wir wenn wir statt (4) die Bezichungen

(5) u(x, ¥, z) = —zp(x, y) s
U(X, Vs Z) = _ZQ(x» y) >
w(x, ¥, z) = w(x, y)
in Betracht nehmen. Wir erhalten nun folgende Definition des Plattenproblems.

Definition 2. Es sei P, resp. P ein regelmdssiges (offenes) in einen Einheitskreis
eingeschriebenes n-Eck resp. ein (offener) Einheitskreis. Es sei f(x, y) eine mit dem
Quadrat integrierbare Funktion mit einem kompakten Trédger auf P, resp. P.
Dann bezeichnen wir als verallgemeinertes zweidimensionales Problem einer frei-
gelagerten Platte von der Form P, resp. P fiir eine Belastung f die Aufgabe solche
auf P, resp. P definierte Funktionen p(x, y), q(x, y), w(x, y) zu finden, welche das
quadratische Funktional

o) . 2 ) 2
-]
Pnresp. P 3 Ox ()}’
2 N2 2
+pu QB+% gIz3+ _p+a_w 2h + -—q+flw 2h | dx dy
dy 0x) 3 0x ay
— 2“. f(x, y) 2w(x, y) dx dy
Pnresp. P

in der Klasse der Funktionen minimalisieren, welche quadratisch integrierbare
erste Ableitungen besitzen und w = 0 auf P, resp. P gilt.

Insofern wir die Randbedingung fiir die Funktion w(x, ¥, z) auf P, und P in dem
gewdhnlichen verallgemeinerten Sinne verstehen, d. h. im Mittel, so lasst sich zeigen,
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dass gerade nur eine einzige Losung im Sinne der Definition 2 existiert. Die Definition
2 formuliert in funktionalanalytischer Form das Plattenproblem mit Einberechnung
der Verschicbungskriafte Wenn wir die Eulerschen Gleichungen fiir die Funktion
P, 4, w aufschreiben, so erhalten wir ein System von drei Gleichungen zweiter Ord-
nung. Man kann nun folgenden Satz beweisen.

Satz 2. Es sei P,, n = m, m + 1, ... eine Folge regelmdssiger n-Ecke und P ein
Kreis (S. Def. 1.). Es habe f einen kompakten Trdger auf P,. Wir bezeichnen (P
Gn» W,,) resp. (p, g, w) die Losung des Problems einer freigelagerten Platte von der
Form P, resp. P im Sinne der Definition 2. Dann gilt

i JJ prae () () ]

3 . 0 _ 2 R 2
+p E B3 (0(”" P, . q)> + (—(p,, —p) + a_(“n() w)> 2h +
X

Jy 0x

+ <_(q" —q) + M>Zzh]} dxdy = 0.

oy
Satz 2 gilt auch unter etwas allgemeineren Voraussetzungen als hier ausgesprochen
wurden, Wir sehen, dass zum Unterschied von der klassischen Formulation von Sophie

Germain die verallgemeinerte Formulation im Sinne der Definition 2 die grundliegen-
den Eigenschaften des dreidimensionalen Problems beibehilt.
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