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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

UMFORMUNG VON QUADRATMATRIZEN AUF QUASITRIANGULARE
FORM MIT MITTELN DER GRAPHENTHEORIE

PETR LiEBL und JiRi SEDLACEK

(Eingegangen am 30. Mai 1964.)

1. Einleitung. In 6konomischen Anwendungen kommt oft folgende Aufgabe vor:
Gegeben ist eine Quadratmatrix und man finde eine passende gleichzeitige Permuta-
tion der Zeilen und Spalten, solcherart, daf3 die Matrix quasitriangulirl) wird, wo die
diagonalen Blocks unzerlegbare Matrizen sind.?) Ordnen wir der Quadratmatrix
(a;;) n-ter Ordnung einen (garichteten) Graphen ¥ = [N, R]zu,wo N = {1,2, ..., n}
und R eine bindre Relation ist, so definiert, daBl iRj dann und nur dann gilt, wenn
a;; # 0. Die oben erwidhnte Aufgabe iiber Matrizen kann man dann mit Hilfe der
Mittel der Graphentheorie formulieren und 16sen: Gegeben ist ein Graph, und man
sucht seine Quasikomponenten (manchmal starke Komponenten genannt)®) und
weiter eine solche Anordnung der Quasikomponenten, bei der keine Kante aus einer
Quasikomponente mit hoherer Ordnungszahl in eine mit niedrigerer Zahl fiihrt.

Die Definition der Quasikomponente als des groBten Teilgraphen, dessen transi-
tiver AbschluB3 vollkommen ist, bietet jedoch keine Moglichkeit, die Konstruktion
effektiv durchzufﬁhren.“) In unserer Arbeit ist ein Algorithmus beschrieben, mit dem
die Quasikomponenten (genauer die Punktmengen der Quasikomponenten) und der
transitive AbschluB3 des reduzierten Graphen gebildet werden. Der Gedanke der
Konstruktion ist induktiv: Unter der Voraussetzung, daB3 die Quasikomponenten
und der transitive Abschlull des reduzierten Graphen fiir den partiellen, die ersten k
Knotenpunkte enthaltenden Graphen gebildet sind, bildet man die Quasikompo-
nenten und den transitiven AbschluB des reduzierten Graphen fiir den partiellen, die
crsten k + 1 Knotenpunkte enthaltenden Graphen.

Die Methode ist zur Anwendung auf Rechenautomaten bestimmt. Es wird voraus-

Yy 's. 2], S. 43.
2y 5. [2], S. 321.
3) Die Quasikomponente wird in nichsten Absatz definiert, welcher der Erklirung auch
weiterer wichtiger Begriffe der Graphentheorie gewidmet ist.

4) F. HARARY befaBte sich in seiner Arbeit [3] nur mit Matrizen niedriger Ordnung, wo man
die Quasikomponenten ohne Schwierigkeiten ,,mit der Hand** auffinden kann.



gesetzt, dal} die ganze gegebene Matrix im operativen Speicher nicht Platz findet,
und darum ist die Methode so gewihlt, daBl es geniigt, die ganze Matrix nur einmal
,,durchzulesen*. Es ist jedoch notwendig, daB die von Null verschiedenen Elemente
in bestimmter Reihenfolge stehen. Das Element a;; muf} vor a,; stehen, sobald
max (i, j) < max (k, I) ist. Die Nullelemente brauchen nicht angefithrt zu werden.

Die beschriecbene Methode kann zur sogenannten Triangulierung Skonomischer
Matrizen benutzt werden. Ebenso kommt sie zur Geltung, wo es ndotig ist, eine
Matrix hoher Ordnung mit geniigend wenig von Null verschiedenen Elementen zu
invertieren, bei der erwartet werden kann, daB} so eine gleichzeitige Permutation der
Zeilen und Spalten existiert, durch welche die Matrix in quasitrianguldre Form mit
diagonalen Feldern wo moglich niedriger Ordnung iibergeht, wodurch das Invertieren
wesentlich erleichtert wird. Es ist allerdings notig darauf hinzuweisen, dal zu diesem
Zweck (vereinfachte Inversion groBer Matrizen) unabhingige Permutationen der
Zeilen und Spalten, die mittels der beschriebenen Methode nicht gefunden werden
konnen, genauso wirksam sind.

2. Begriffe aus der Graphentheorie. Da die Begriffe, die wir hier beniitzen,
bei verschiedenen Autoren unter verschiedenen Namen erscheinen, und da auch die
Symbolik nicht einheitlich ist, beginnen wir mit ein paar Definitionen und verein-
baren auch die entsprechende Symbolik.

Wenn in der endlichen nicht leeren Menge M eine binédre Relation R gegeben ist,
ist von ihrem (gerichteten) Graphen % = [M, R] die Rede. Die Elemente der Menge
M nennen wir Knotenpunkte dieses Graphen und die Paare (x, y), xeM, yeM,
fiir die xRy ist, nennen wir Kanten des Graphen. Wenn xRx ist, heif3it (x, x) Schlinge.

Wenn ¢, = [My, R,] und %, = [M,, R,] zwei Graphen sind, schreiben wir
%, = 9, dann und nur dann, wenn gleichzeitig M; = M,, R, = R, ist.

Wenn der Graph ¢ = [M, R] die Eigenschaft hat, daB fiir beliebige drei zu M ge-
horige Elemente x, y, z,

(xRy, yRz) = xRz

gilt, nennen wir ihn transitiv.

In der Theorie der gerichteten Graphen ist der Begriff der Verbindung zwischen
zwei Knotenpunkten bekannt. Es seien a, b zwei Knotenpunkte des Graphen ¢ =
= [M, R]. Nehmen wir an, es existiert eine ganze nicht negative Zahl d und eine
endliche Folge von Knotenpunkten des Graphen ¥

(1) A = Xgy X1s Xgs o0y Xg1n Xg = b,

wobei xqRx;, x;Rx,, ..., X,_1Rx, gilt. Dann nennen wir die Folge (]) Verbindung
zwischen den Knotenpunkten a, b und die Zahl d die Ldnge dieser Verbindung.

Sei % = [M, R] ein beliebiger Graph, und definieren wir den neuen Graphen
4 = [M, R] folgendermaBen: Fiir x e M, y € M sei xRy dann und nur dann, wenn
im Graphen % eine Verbindung zwischen x und y von positiver Linge existiert. Den
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Graphen % nennen wir den transitiven Abschluf des Graphen 4. Azyklisch nennen
wir einen Graphen, dessen transitiver Abschlufl keine Schlinge enthilt. Es ist leicht
einzusehen, daf} der transitive Abschluf} eines beliebigen Graphen transitiv ist und
dabB fiir jeden transitiven Graphen ¥ stets ¥ = ¢ gilt.

Es sei der Graph % = [M, R] gegeben. Es sei A = M eine nicht leere Menge von
Knotenpunkten dieses Graphen. Bilden wir den Graphen %, = [A, R’] folgender-
weise: Fiir x € A, y € A nehmen wir xR’y dann und nur dann, wenn xRy ist. Dann
sagen wir, ¢, sei der durch ¢ auf A induzierte Graph.

Erwédhnen wir die Definition der Quasikomponente eines gerichteten Graphen.
Gegeben sei der Graph % = [M, R] und A sei eine nicht leere Menge A = M, die
folgende Eigenschaften hat: 1. Fiir jedes x € 4, y € 4, x * y, gilt xRy. 2. Es existiert
keine Menge B, die A als echte Teilmenge enthilt (A = B = M) und die auch die
Eigenschaft (xe B, ye B, x =+ y) = xRy hat. Dann nennen wir den durch 4 auf 4
induzierten Graphen Quasikomponente des Graphen %. Wenn ¥, =[4; R/],
i=1,2,...,s alle Quasikomponenten des Graphen ¥ = [M,R] sind, ist
{A,, A, ..., A} offensichtlich eine Zerlegung der Menge M.?) Bezeichnen wir diese
Zerlegung N und definieren wir den neuen Graphen ¥* = [N, R*] folgenderweise:
A;R* A; seidann und nur dann, wenn i # j ist und gleichzeitig solche x, y existieren,
daB x € 4;, y € A;, xRy gilt. Den Graphen 4* nennt man gewohnlich den reduzierten
zu 4 gehorigen Graphen.

3. Einige Hilfsbehauptungen. Wir fiithren fiinf Hilfssidtze an, deren Beweise einfach
sind; der Leser, der den Inhalt des letzten Absatzes gut durchgedacht hat, kann sie
selber durchfiihren.

Lemma 1. Der Graph [M, R] habe die Quasikomponenten[A4;, R;],i =1,2,...,u
und der Graph [M, R] die Quasikomponenten [B;, S;], i =1,2,...,v. Dann ist
u = vundesgilt {A,, Ay, ..., A} = {By, By, ..., B,}.

Lemma 2. Der reduzierte, zu dem transitiven Abschluff von 4 gehirige Graph
ist gleich dem transitiven Abschluf des reduzierten zu 4 gehirigen Graphen.

Lemma 3. M und M’ seien endliche nicht leere Mengen M = M’ U {a}, a non €
€ M'. Der Graph % = [M, R] habe die Eigenschaft, da8 der auf M’ induzierte
Graph transitiv ist. Bilden wir 9V = [M, RW] wie folgt: 4} = G, und fiir
xeM ist

xRWq <> xRa oder xRy, yRa fiirein yeM’'.

aRWx < aRx oder aRy, yRx fiirein yeM'.

s
HD.hfirl <i<s 1<j<si%jgltA4;0A;=0ud U 4;= M
i=1



Bilden wir weiter 2 = [M, R 50, dapfirxe M,y e M
xR®y <= xRMy  oder xRMa, aRWy st

Dann gilt 4@ = @,

Lemma 4. M, M', a seien wie in Lemma 3 gegeben. Der Graph 9 = [M, R]
habe die Eigenschaft, daf der induzierte Graph %, azyklisch ist. Es sei B die Men-
ge der x € M, fir die xRx ist. Es sei A = B U {a}. Die Quasikomponenten des
Graphen 9 sind dann die folgenden: a) 9,; b) die Mengen {y}, wo y diejenigen
y e M’ sind, fiir die nicht yRy gilt.

Lemma 5. Der Graph 9 = [M, R] sei transitiv und habe die Quasikomponenten
[4, R], i =1,2,...,s. Wihlen wir Xy, X5, ..., X, 0, dafi x;€ A, fir i = 1,2,...,s
ist und setzen wir X = {x, X,, ..., X;}. Der induzierte Graph 9y = [X, Ry]| und
der reduzierte Graph %* = [N, R¥] haben offensichtlich dieselbe Anzahl von
Knotenpunkten. Es gilt

XRyx; < A;R*4; .

4. Der Hauptsatz. Kehren wir zu unserer urspriinglichen Aufgabe zuriick. Der
Algorithmus, dessen Zweck es ist, die Quasikomponenten und den transitiven Ab-
schluB des reduzierten Graphen fiir einen gegebenen Graphen mit m Knotenpunkten
aufzusuchen, besteht aus m — 1 Schritten. Im folgenden Satz beschreiben wir den
k-ten Schritt; der Beweis des Satzes ergibt sich aus den im letzten Absatz angefiihrten
Hilfssiitzen.

Satz. Es sei 9 = [M,R], M = {1,2,...,m}. Fiir 1 £n < m bezeichnen wir
M, ={1,2,...,n} und 9, = [M,, R'] den durch % auf M, induzierten Graphen. Es
seien 1 £k < m — 1 und A; die Punktmengen aller Quasikomponenten [A,, R;]
(i=1,2,...,s) des Graphen %,. Das Element x, sei so gewdhlt, daf x; € A, fiir
i=1,2,..., s ist. Setzen wir X = {x,, X5, ..., x;} und 9° sei der durch %, auf X
induzierte Graph %y mit weggelassenen Schlingen. Setzen wir x;41 = k + 1 und
X' = {x{, X35 .0y Xg41}e

L. Bilden wir den Graphen ¥V = [X’, RV folgenderweise: a) fiir den induzierten
Graphen 9’ = 9 b) fir i = 1,2,..., s setzen wir x:RWx_, |, wenn ein solches
v; € A; existiert, daf y,-R(k + 1) gilt, und dhnlich stR(l)xi, wenn ein solches
y: € A; existiert, daf (k + 1) Ry, gilt.

2. Bilden wir 4@ = [X', R®] = 4@,

3. Die Menge X' zerfdllt in die zwei Mengen A = {ae X', aR®g} und B =
= {be X', bnon R®b}.

o) Wenn A =0, setzen wir By =A;, i =1,2,...5 B, = {k 4 1}, Y=X
und 4 = 4@, ’
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ﬁ) Wenn A + 0 ist, wihlen wir ein x, € A. Setzen wir Y = B U {x,}, und fiir die-
jenigen i, fiir die x; € B ist, setzen wir B; = A;. Endlich sei B, = {k + 1} u U4,
wo die Vereinigung iiber alle i genommen wird, fiir die x; € A ist. 43 sei der Graph
%? mit hinweggelassener Schlinge (x,, x;).

Dann gilt:

1. fiir jedes i, fiir das x; € Y gilt, ist B; die Punktmenge einer Quasikomponente
des Graphen G415
IL. x;€ B, fir x;eY;
L. %@ ist der durch Gy v1 auf Yinduzierte Graph mit weggelassenen Schlingen.

_7.’ Speicherung des Malerials
im Magnetbandspeicher. Vorbe-
reitung des ersten Schritfes.
_§_] Aufsuchen _2_| Lesen und Bearbeitung ei- _‘S_J Aufhebung
eines "leeren" Kno- ner neuen Spalte und Zei- der ‘"leeren”
tenpunkes. le der Matrix. Knolenpunkte.
_4_] Aufhebung _3J Einfiihrung  neuer Kan- _7_] Anordnung der Qua-
lberflissiger fen im Graph G*und Kon- sikomponenten und Druck
Quasikornponenten. struktion des transitiven Ab- der Resultate.
schlusses.
Abb. 1.

5. Beschreibung des Algorithmus. Der Algorithmus ist in groben Ziigen im Schema
(s. Abb. 1) beschrieben. Es ist zu sehen, daB er aus drei Teilen besteht: dem einleiten-
den Teil, dem Hauptzyklus und dem SchluB. In der Einleitung (Block 1) wird die
Induktionsvoraussetzung fiir den Hauptzyklus vorbereitet. Der erste Knotenpunkt
wird in die erste Quasikomponente eingereiht, als frei wird die zweite Quasikompo-
nente bezeichnet. Der Induktionsschritt arbeitet folgenderweise: Wir nehmen an, die
ersten k Knotenpunkte des Graphen sind in ¢ Mengen A4, 4,, ..., A, verteilt, von
denen wenigstens eine leer ist; die nicht leeren bilden die Punktmengen der Quasi-
komponenten des Graphen %,. Weiter wird die Kenntnis des Graphen ¢* mit ¢
Knotenpunkten ay, a,, ..., a, vorausgesetzt, der folgende Eigenschaft hat: Der durch
@* auf {q; | A; # 0} induzierte Graph ist der transitive AbschluB des reduzierten
Graphen fiir Graphen ¥,.




SchlieBlich sei so ein Knotenpunkt a, bekannt, daB 4, = 0. 1) Zuerst (s. Block 2
und 3, Abb. 1) lassen wir alle aus, oder in den Knotenpunkt a, fithrenden Kanten
fort und fiigen (auf Grund der Kenntnis der (k + 1)-ten Zeile und Spalte der urspriing-
lichen Matrix) die Kante (a,, a;) bzw. (a;, a,) dann und nur dann zu, wenn in 4;
bzw. A; ein Knotenpunkt existiert, aus dem bzw. in den im Graphen ¢ eine Kante
in den, bzw. aus dem (k + 1)-ten Knotenpunkt fithrt. 2) Dann schlieBen wir den ent-
standenen Graphen transitiv ab (Block 3). Da die Bedingungen des 3. Lemma erfiillt
sind, kann das in Lemma 3 beschriebene Verfahren beniitzt werden. 3) Alle Mengen
A;, bei derer Knotenpunkt eine Schlinge entstanden ist, ziehen wir zusammen. Wir
reihen also alle bisher in ihnen liegenden Knotenpunkte des Graphen ¢ in die
Menge A, um. Zum SchluB} beseitigen wir die Schlingen. Wenn sich keine Schlinge
bildet, bildet der Knotenpunkt (k + 1) allein die r-te Quasikomponente (Block 4).
4) SchlieBlich stellen wir die kleinste natiirliche Zahl i(1 < i < t) fest, fiir die 4; = @
ist, und bereiten fiir den ndchsten Schritt » = i vor. Wenn kein solcher ,,leerer* In-
dex existiert, schaffen wir ihn dadurch, dal wir die Zahl der Knotenpunkte des
Graphen %* um Eins vergroBern und setzen r = ¢ + 1 (Block 5).

Aus dem Hauptsatz ergibt sich, daBl nach der Durchfithrung dieses Induktions-
schrittes alle Bedingungen der Induktionsvoraussetzung fiir den Graphen %, ., er-
fiillt sind. Es its auch zu sehen, daB es gesichert ist, dal die Zahl der eingefiihrten
Quasikomponenten nicht unniitz wichst. Wenn die ganze Matrix (alle ihre von Null
verschiedenen Elemente) durchgelesen, und der letzte Induktionsschritt durchgefiihrt
ist, sind bereits sowohl die Punktmengen der Quasikomponenten, als auch der transi-
tive AbschluB des reduzierten, zu ¢ zugeordneten Graphen, der aus dem Graphen ¥*
durch Entfernen der ,,leeren‘* Knotenpunkte entsteht (Block 6), vorhanden.

Jetzt suchen wir (Block 7) in diesem Graphen den Knotenpunkt, in den keine
Kante fiihrt (so einer existiert immer). Die zugehdrige Quasikomponente be-
zeichnet man als die erste, darauf lassen wir alle aus diesem Knotenpunkt fithrenden
Kanten fort. Dann findet man wieder einen Knotenpunkt, in den keine Kante fiihrt,
bezeichnet ihn als den zweiten, und dieses Verfahren wird fortgesetzt, solange nicht
alle Quasikomponenten erschopft sind.

So bekommen wir eine Anordnung der Quasikomponenten, die die urspriingliche
Aufgabe 16st: Wenn wir die Knotenpunkte des urspriinglichen Graphen und gleich-
zeitig auch die Zeilen und Spalten der Ausgangsmatrix so numerieren, dal wir zuerst
alle Knotenpunkte der ersten Quasikomponente, dann alle aus der zweiten usw.,
nehmen, wird die entstandene Matrix quasitrianguldr mit unzerlegbaren Feldern auf
der Hauptdiagonale.

6. Ein Beispiel. Das Programm wurde fiir den Rechenautomaten ELLIOTT 803 B
ausgearbeitet. Wir wihlten als Bzispiel eine Matrix 14. Ordnung, in der wir uns be-
mithten, alle Moglichkeiten einzubauen, die Schwierigkeiten machen konnten
(s. Abb. 2). Die Werte der von Null verschiedenen Elemente sind belanglos, und
wurden daher gleich 2 gesetzt. Leere Stellen bezeichnen Nullen. Durch stdrkere
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Linien ist die Ordnung dargestellt, in der die Elemente auf dem Lochstreifen auf-
treten miissen. Der zugehorige Graph ist auf der Abb. 3. Der Lochstreifen, auf dem
diese Matrix verschliisselt ist, ist in Tab. 1. Die erste und die letzten sechs Zahlen
sind nur von formaler Bedeutung.

Tab. 1.

3 2 2 3224 216 2 71 2
7T 2 9 2 10 8 2 8 10 2 6 10 2
17 3
5

4 2 2 4
6 2 6 9
2 3
1 14

11 2 1

1 2 13 12 2 4 13 2 14 8
2 2 14 21

150 0 0 0

N = A -

N




Das Ergebnis, in der vom Rechenautomaten ELLIOTT gedruckter Form, ist in
Tab. 2. AuBerdem berechneten wir einige praktisch wichtige Beispiele fiir das Okono-
mische Institut der Tschechoslowakischen Akademie der Wissenschaften.

Tab. 2.

—

QUASIKOMPONENTE: 5 ,

QUASIKOMPONENTE: 1 , 7 , 11 ,
QUASIKOMPONENTE: 6 , 9 ,
QUASIKOMPONENTE: 2 , 3 , 4 , 13 ,

QUASIKOMPONENTE: 14 ,
QUASIKOMPONENTE: 8 , 10 ,
QUASIKOMPONENTE: 12 ,

S

Es zeigt sich auch die Mglichkeit der Anwendung unseres Algorithmus bei soziolo-
gischen Untersuchungen.
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Vytah

PREVEDENI CTVERCOVE MATICE NA QUASITROJUHELNIKOVY TVAR
POMOCI GRAFU

PeTR LIEBL a JIRT SEDLACEK

V &ldnku je popsdn algoritmus pro nalezeni quasikomponent koneéného oriento-
vaného grafu a vhodné jejich uspofdddni. Tato uloha se vyskytuje jako pomocnd
napf. pfi feSeni uloh z ekonomie a fizeni a tykd se tam nejvyhodnéjsiho soucasného
pfecislovdni fddki a sloupct velkych matic. Na zdkladé algoritmu byl sestaven pro-
gram pro pocita¢ ELLIOTT 803 B, pfiemz byl kladen diraz na ekonomické vyuZiti
vn&jsi paméti. Program (v jazyce Elliott-Autocode 803 A 103) je k dispozici v Mate-
matickém tstavu CSAV, Praha 1, Zitnd 25.



Pesrome

ITPEOBPA3OBAHUE KBAJIPATHON MATPULIbI
K KBA3BUTPEVI'OJIBHOMY BUAY IHOCPEICTBOM I'PA®OB

TETP JIUBJI u MUPXN CEJJTAYEK (PeTR LiEBL, JIRi SEDLACEK)

B craTbe mpuBeneH anropum IS HAXOXK/ICHHS KBA3MKOMIIOHEHT (HA3bIBACMBIX
TOXe CHJIbHBIMU KOMIIOHCHTaMH) JE0GOr0 HAalpaBJIeHHOTo rpada. DTOT BONPOC BO3-
HUKAET B CBSI3U C PEIUICHUEM HEKOTOPBIX MPOOJIEM 3KOHOMUYECCKOTO XapaKTepa u Ka-
caeTcsl B HEKOTOPOM CMBICIIE 60JIee BBHITOJHOM epecTaHOBKY CTPOK U CTOJIOLOB MaT-
U1 BBICOKOTO MOPSIKA.

Ha ocuoBse 3Toro anropudma 6puta cocrasiena nporpamma mjist BOCM ELLIOTT
803 B, mpuyeM BHUMaHUE y/IEIIIOCh 9KOHOMUY BPEMEHU IPH MCIIOJIb30BAHUY BHEIII-
el namsru. Tlporpammy (samucannyro B asrokoge ELLIOTT 803 A 103) MoxHO
noyyauts B MatematuyeckoM uactutyre YCAH, Praha 1, Zitnd 25, UexocmoBakusi.

Anschrift der Autoren: Petr Liebl, Matematicky ustav CSAV, Zitna 25, Praha 1. — Jifi
Sedldcek, Matematicky tstav CSAV, Zitnd 25, Praha 1.
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