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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

ZPRAVY

O POSTAVENI MATEMATIKY*)

Predkladame Ctenafi preklad prvni kapitoly Heytingovy knihy o intuicionismu**), dulezitém
sméru v soucasné matematice, vzniklém zacatkem tohoto stoleti z praci Brouwerovych a Weylo-
vych. Vyznam intuicionismu nelze vidét jenom v jeho snaze po zdivodnéni zakladi matematiky,
nybrz i v tom, ze mnohymi intuicionistickymi nadzory (specialné kritickym pohledem na princip
vylouceného ttfetiho) byli ovlivnéni i matematikové konstruktivniho sméru, usilovné rozvijeného
v poslednich letech zvlasté v SSSR.

Prvni kapitola knihy se tyka filosofie matematiky. Intuicionistickd aritmetika, algebra i dalsi
specidlni partie jsou vyloZeny v dalSich kapitoldch. Celd Heytingova kniha je psana formou
zivého rozhovoru mezi zastanci raznych ndzor na zdklady matematiky. V minulém roce byla
pfelozena do rustiny***). Redaktor prekladu, vyznamny predstavitel konstruktivnhiho sméru
v matematice, A. A. Markov, pfidal k diskutujicim jesté jednu osobu, Kona, ktery v debaté
vysvétluje nazory konstruktivistii. Pozndmky A. A. Markova, pfelozené z ruského vydani, jsou
uvedeny pod carou pod &isly 1)—4).

Heytingova kniha obsahuje bohatou bibliografii o intuicionismu, z niz byly do pfekladu I. ka-
pitoly zahrnuty jen prace v ni citované.

INTUICIONISMUS
UvoD

A. HEYTING

Ucastnici rozmluvy: KLAs, FORM, INT, LETTER, PRAGM, SxGN‘).
Kvras. Budte zdrav, pane Int! Cozpak vy jste se nevydal na vylet v takovy krasny letni den?
INT. Napadlo mne nékolik myS$lenek a promyslel jsem je v knihovné.

*) Redakce uvefejiiuje nasledujici praci v ramei serie ¢lankl o postaveni matematiky, aby si
¢tenafi mohli udélat obraz o problematice, kterd souvisi s pojmem piesnosti matematickych
uvah.

**) A. HEYTING, Intuitionism, An Introduction, North-Holland Publishing Company, Amster-
dam 1956, pfeloZzeno a uvefejnéno s laskavym svolenim autora a vydavatelstvi.

**%) A. Teitrunr, Mumyuyuonusm, Beedenue, 1o pegakuneir A. A. Mapkosa, Mocksa 1965.

‘) ,,Form*‘, ,,INT*, | PRAGM‘‘ a ,,SIGN‘‘ oznaluji zastance formalismu, intuicionismu, pragma-
tismu a significismu. ,, Kras* je reprezentantem ,,klasické*‘ matematiky. Redakci (ruského pre-
kladu, pozn. redakce Apl. mat.) pisobi nesnaze objasnéni jména ,,LETTER*. V dal§ich naSich po-
znamkach vystupuje Casto jesté jeden ucastnik diskuse — ,,Kon‘‘ — piedstavitel konstruktivniho
sméru v matematice.
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KvLas. Inu, pilnd vcela! Jak se vam dafi?

INT. Ujde to. Napijeme se nééeho?

Kras. Dékuji. Sazim se, Ze jste se zabyval opét tim svym koni¢kem, odmitanim zakona vylou-
cen¢ho tietiho a podobnymi vécmi. Nikdy jsem nepochopil, pro¢ by to s logikou mélo byt v po-
fadku v8ude jinde, jen ne v matematice.

INT. Na toto téma jsme jiz mluvili. MySlenka, Ze pro popis nékterych druhti objektii mize byt
vhodnéjsi ne obycejnd, ale n¢jaka jina logika, se ¢as od ¢asu objevovala jesté pied vznikem intui-
cionismu. Avsak teprve Brouwer prvni objevil objekt, ktery skute¢né vyzaduje odlisnou formu
logiky. Timto objektem je myS$lenkova matematickd konstrukce [L. E. J. BROUWER 1908]. PFi-
¢inou toho je, Zze v matematice se od samého zaCatku zabyvame nekonecnem, zatimco obycejna
logika je vytvotfena pro uvazovani o kone¢nych souborechz).

Kras. Ja vim, avSak mné se zda, ze logika je univerzalni a ze se hodi stejné¢ dobre k nekone¢nu
jako ke koneénu.

INT. Mél byste uvazit, co predstavoval Brouwertv program [L. E. J. BROUWER 1907]. Spocival
ve zkoumani myslenkové matematické konstrukce jako takové, bez ohledu na otdzky, tykajici se
povahy konstruovanych objekti:, jako napfi. zda tyto objekty existuji nezavisle na naSich zna-
lostech o nich. To, Ze toto hledisko vede bezprostfedné k odmitnuti principu vylou¢eného tietiho,
mohu nejlépe ukdzat nasledujicim piikladem.

Srovnejme dv& nize uvedené definice pfirozenych Cisel, feknéme Cisla k a Cisla /.

1. k je nejvétsi prvocislo takové, ze k — 1 je také prvocislem; jestlize takové Cislo neexistuje,
pak k = 1.

1. / je nejvétsi prvocislo takové, 7e [ — 2 je také prvoclislem; jestlize takové Cislo neexistuje,
pak /= 1.

Klasicka matematika vibec nebere v tvahu ziejmy rozdil v charakteru téchto dvou definic.
k muze byt vypoclteno (k = 3), zatimco pro vypocet / nemame zadnou metodu, protoze neni zna-
mo, zda posloupnost tzv. provociselnych ,,dvojéat*, tj. prvocisel tvaru p a p + 2, je kone¢na
¢i nikoliv. Proto pro intuicionisty 11 neni definici pFirozeného ¢&isla; oni pokladaji ¢islo za korektné
definované jediné tehdy, jestlize je udan zpusob jeho vypocltu. Rozvijejice tuto mySlenku, p¥i-
chazime k odmitnuti principu vylouceného tietiho, nebot kdyby posloupnost prvodiselnych
,.dvojcat’* byla bud kone¢na nebo nekone¢na, definovalo by II pfirozené &islo.

Kras. Je mozné v8ak namitnout, 7e stav nasich znalosti o existenci nebo neexistenci poslednich
,dvojcat* je Cisté ndhodny a zcela nedulezity pro otazky matematické spravnosti. Bud existuje
nekone¢né mnoho ,.dvojéat** a pak / = 1, nebo je jejich pocet konecny a pak je / rovno nejvét-
$imu prvocislu takovému, ze [ — 2 je také prvocislem. V kazdém myslitelném piipadé je / definova-
no; co zalezi na tom, zda ho mazeme nebo nemuzeme skutecné vypocitat?

INT. Va$ argument je ve své podstaté metafyzicky. Jestlize slovo ,,existovat neznamena ,,byt
sestrojen‘’, pak musi mit néjaky metafyzicky vyznam. Ulohou matematiky neni zkoumat tento
vyznam, nebo rozhodovat, zda je vhodny. Nemame zadné namitky proti matematikovi, ktery
osobné uznava jakoukoliv vyhovujici mu metafyzickou teorii, ale Brouwertv program vyzaduje,

2) Kon. Budte zdravi, mili kolegové. Vidim, Ze pan Int zde vyklada své ,,credo‘‘. Ma stopro-
centné pravdu v tom, ze matematické konstrukce vyzaduji zvlastni logiku. Nemohu ale souhlasit
s tim, Ze matematika se od samého zaCatku zabyva ,,nekoneénem‘. ,,Nekone¢no‘* zavadime do
matematiky pomoci abstrakci. Pouziva se abstrakce potencidlni uskuteCnitelnosti a abstrakce
aktualniho nekone¢na. Té druhé ji nerozumim. Prvni zdlezi v abstrahovani od praktickych
hranic naSich konstruktivnich moznosti, podminénych omezenosti prostoru, ¢asu a materialu,
ktery je nam k dispozici. Myslenkové konstrukce, o kterych pravé mluvil pan Int, jsou potencidlné
uskutecniteiné. Jejich predobrazem jsou prakticky uskuteCnitelné redlné konstrukce. Zkoumani
potencialné uskutecnitelnych konstrukci vyzaduje zvlastni logiku -~ konstruktivni matematickou
logiku.
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abychom studovali matematiku jako néco jednodussiho a bezprostiednéjSiho nez je metafyzika.
P#i studiu myslenkovych matematickych konstrukei ,,existovat* musi byt synonymem pro ,,byt
sestrojen*’.

Kvras. Tedy pokud nevime, existuji-li posledni prvociselna ,,dvojcata‘‘, Il neni definici pfiroze-
ného Cisla, avsak jakmile bude tento problém roziesen, II se nahle definici stane. Pfedpokladejme,
7e 1. ledna 1970 bude dokéazana nekoneCnost mnoziny ,,dvojcat*‘; od tohoto okamziku bude
! = 1. Bylo / = 1 pfed timto dnem nebo ne? [MENGER 1930].

INT. Matematicky vyrok tvrdi, Ze byla provedena jista matematickd konstrukce. Je zizjmé,
ze do okamzZiku provedeni konstrukce tato konstrukce jes$té provedena nebyla. Jestlize apliku-
jeme tuto poznamku na vas piiklad, vidime, Zze pied 1. lednem 1970 rovnost / = 1 je$té nebyla
dokazana. Ale to neni to, co vy myslite. Zda se mi, Ze pro vyjasnéni smyslu vasi otazky se musite
opét vratit k metafyzickym pojmam, tedy k jakémusi svétu matematickych véci, existujicich ne-
zavisle na naSem poznani, kde / = 1 plati v jakémsi absolutnim smyslu. Opakuji ale, Ze matema-
tika by neméla zdviset na podobnych pojmech. Ve skutecnosti jsou vSichni matematikové a do-
konce i intuicionisté piesvédcéeni, ze matematika se v jakémsi smyslu vztahuje k vé&nym pravdam,
ale jakmile jen se pokusime vyjasnit, v jakém piesn€ smyslu, razem se ocitame v bludisti meta-
fyzickych tézkosti. Jediny zpuasob, jak se jim vyhnout, je vyloudit je z matematiky. Pfesné toto
mam na mysli, kdyZz fikam, Ze studujeme matematické konstrukce jako takové, a Ze klasicka
logika se pro toto studium nehodi?).

Kras. Pfichdzeji nasi pratelé Form a Letter. Kolegové, mame tady velmi zajimavou diskusi
o intuicionismu.

LeTrTER. Copak se da mluvit o néCem jiném se starym dobrym Intem? Ten je timto tématem
uplné posedly.

INT. Jakmile vas uchvatila krasa pfedmétu, vénujte mu cely Zivot!

ForM. Velmi spravné. Ja se jen divim, jakd krasa maze byt v tak neurcité véci, kterou je in-
tuicionismus. Zadny va$ termin neni korektné definovdn, nemate ani piesna pravidla dedukce.
Proto je vibec nemozné né€kdy rozhodnout, které z vaSich usudku jsou spravné a které ne
[R. CARNAP 1934, str. 41; 1937, str. 46] [W. DusisLAv 1932, str. 57, 75].

V béiné feli zddné slovo nema zcela pevny vyznam, vidy zstava jistd libovile, tim vEtsi, ¢im
abstraktnéjsi je vyjadfeny pojem. Proto si lidé ne zcela tipIné rozuméji, a totéZz nastava i v neforma-
lizovanych matematickych uvahdach. Jediny zplsob jak dosdhnout absolutni pfesnosti spociva
v tom, Ze se z matematickych vyroka odstrani ve$kery vyznam a Ze se budou zkoumat samy
o sobé, jako posloupnosti znaki, bez ohledu na smysl, ktery mohou mit. Potom je mozné zfor-
mulovat presna pravidla pro odvozovani novych vyrokt z vyroka jiZz znamych a vyloudit ne-
uréitost vyplyvajici z mnohoznacnosti jazyka.

INT. Mn¢ se zda, Ze rozdil mezi zastanci formalismu a intuicionismu je hlavné zalezitosti
vkusu. Vy také pouzivate smysluplnych dvah v teorii, kterou Hilbert nazyva metamatematikou,
ale vaSim cilem je oddélit je od Cisté formalni matematiky a omezit se na Uvahy co mozna nej-
jednodussi. My jsme, naproti tomu, zainteresovani nikoliv na formalni strance matematiky, ale

3) KoN. Maj nazor na formulaci definice IT se ponékud 1i8i od hlediska pana Inta. Zda se mi,
ze naprosto ne pro kazdou definici musime nutné mit objekt, spadajici pod ni. Nékdy mize
sestrojeni takového objektu byt problémem, a pokud tento problém nebude roziesen, nebudeme
opravnéni tvrdit, Ze takovy objekt existuje. Pravé takovyto problematicky charakter ma definice
¢isla I pomoci 1I. 'V soucasné dobé neni uddno, tj. neni sestrojeno Cislo /, charakterizované defi-
nici TI. Bude dano teprve rozfesenim problému ,,dvojcat* a pouze potom budeme opravnéni Fici,
Ze Cislo [ existuje.

Ohledné ,,vécnosti‘‘ matematickych pravd se domnivam, Ze je to otdzka nejenom ,,meta-
fyzicka“, ale vibec marna. A existence v matematice, to je potencidlni uskute¢nitelnost kon-
strukce.
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pravé na tom typu uvah, ktery se pouziva v metamatematice; pokousime se prozkoumat je az do
nejzazsich dusledk. To, Ze divame prednost ivaham popsaného typu, vyplyva z naseho pie-
svédleni, Ze zde mame co délat s jednou z nejzakladnéjsich schopnosti lidského rozumu.

ForM. KdyZ se vy nebudete pfit s formalismem, nebudu ani ja mit nic proti intuicionismu.
Zastanci formalismu patfi k nejmirumilovngjsi ¢asti lidstva. Libovolna teorie maze byt formali-
zovana a potom k ni mohou byt pouZity nase metody. Toto se mize stat a patrné se stane i s in-
tuicionistickou matematikou [R. CARNAP 1934, str. 44; 1937, str. 51].

Kvras. To znamen4, Ze intuicionistickd matematika by méla byt studovana jako ¢ast matema-
tiky. V matematice zkoumame duasledky danych piedpokladi; intuicionistické predpoklady
mohou byt zajimavé, ale nemaji zadné monopolni pravo.

INT. My si na né ani neCinime narok; jsme spokojeni, kdyz pfiznate opravnénost nasi koncepce.
Musime vSak vyvratit tvrzeni, Ze intuicionismus vychazi z urditych vice nebo méné libovolné
vybranych pfedpokladi. Jeho predmét, konstruktivni matematické mysleni, jednoznaéné uréuje
jeho premisy a stavi jej vedle, nikoliv dovnitf klasické matematiky; ta studuje zcela jiny piedmét.
Z toho dvodu je nemozné také dorozuméni mezi formalismem a intuicionismem pomoci forma-
lizace intuicionistické matematiky. Je pravdou, Ze i v intuicionistické matematice je mozné za-
kondenou ¢ést teorie formalizovat. Bude ale uzitené zamyslet se nad smyslem takové formali-
zace. MiZzeme pohlizet na formalni systém jako na lingvistické vyjad¥eni matematického mysleni
v jistém specidlnim vyhovujicim jazyku.

Pfijmeme-li toto hledisko, narazime na piekazku podstatné mnohoznacnosti jazyka. Protoze
vyznam slova nem(ze byt nikdy vymezen natolik pfesné, aby byly vyloufeny viechny moznosti
neporozuméni, nemiizeme si byt nikdy matematicky jisti, ze formalni systém spravné vyjadiuje
nas$e matematické mysleni.

Pfijmé€me vsak jiné stanovisko. MzZeme povazovat samotny formalni systém za neobycejné
jednoduchou matematickou strukturu; jeji objekty (tj. znaky systému) jsou v relaci s jinymi,
Casto velmi slozitymi matematickymi strukturami. Timto zpisobem miuze byt formalizace pro-
vedena uvnitf samotné matematiky a stava se silnym matematickym prostfedkem. Samoziejme,
nemulzeme si byt jisti, ze formalni systém plné reprezentuje néjakou oblast matematického mys-
leni; v libovolny okamZik nas miize objeveni novych myslenkovych postupt donutit k rozsireni
formalni soustavy.

ForM. My zname tuto situaci jiz nékolik let. Godelova véta o netplnosti nam ukdzala, Ze
libovolnad bezesporné soustava, ktera formalizuje teorii pfirozenych cCisel, mize byt bzzesporné
doplnéna raznymi zpusoby.

INT. Rozdil je v tom, Ze intuicionismus se vyviji nezavisle na formalizaci, ktera mize pouze
nasledovat za matematickou konstrukci.

Kvras. Nejvice mne udivuje, Ze vy oba jakoby zatinate z ni¢eho. Zda se mi, Ze stavite vzdusné
zamky. Odkud vite, ze vaSe uvahy jsou spravné, kdyZz nemate k disposici neomylna kritéria, dana
logikou? Viera jsem debatoval se Signem, ten je jesté vétSim relativistou nez kterykoliv z vas. Vytaci
se tak obratné, Ze na ného neplati zddny argument a nikdy nedojde k néjakému pevnému zavéru.
Bojim se, Ze to je osud kazdého, kdo se zfika logiky jako své opory, tj. obecného smyslu.

SIGN. Vy o vlku a vlk za humny. Doufam, Ze jste o mné nerekl nic $patného!

KrAs. Zminil jsem se o nasi vCerejsi diskusi. Dnes vedu bitvu s dalSimi dvéma prokletymi
relativisty.

SIGN. S potéSenim budu vasim spojencem, ale napied snad vyslechnéme, co Fikaji protivnici.
Dovolte, abych véas seznamil se svym pritelem Pragmem. Diskuse ho bude velmi zajimat.

ForwMm. Budte zdrav! Vy jste také filosofem védy?

PrAGM. Nenavidim metafyziku.

INT. Vitejte, bratie!
ForMm. Tedy nechtél bych hajit svou posici pravé nyni, kdy se naSe diskuse soustiedila hiavné
k intuicionismu a kdy je tak lehké svést ji na nepravou cestu. Bojim se vSak, ze se mylite, pokud
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jde o intuicionistickou logiku. Byla totiz vskutku formalizovdana a mnozi autofi publikovali
v této oblasti cenné prace. Jak se zd4, intuicionisté hodnoti logiku vyse, neZ si myslite, i kdyZ se
1isi od té, na kterou jste zvykli.

INT. Je mi lito, Zze véas zklamu. Logika neni zakladem, na kterém stojim. Jak by jim také mohla
byt? Vyzadovala by zase zdlivodnéni a to by obsahovalo spletitéj$i a mnohem méné p¥imé prin-
cipy nez jsou principy samotné matematiky. Matematicka konstrukce by méla byt rozumové
natolik bezprostfedni a jeji vysledek natolik jasny, aby nepotiebovala viibec zadné zdivodnovani.
Aniz bychom pouzivali logiky, je mozné velmi dobfe poznat, zda je Givaha spravnd; postaci jasné
védecké védomi. A presto je pravda, Ze intuicionisticka logika byla rozvijena. Abych ukazal jeji
vyznam, dovolte mi pifedvést pfiklad. Necht 4 oznacuje vlastnost pfirozeného Cisla byt délitelné 8,
B — byt délitelné 4, C — byt délitelné 2. 8¢ muzeme zapsat jako 4 X 2a; diky této matematické
konstrukci P vidime, Ze vlastnost 4 implikuje vlastnost B, neboli 4 — B. Podobna konstrukce Q
ukazuje, Ze B — C. Aplikujice nejprve P a potom Q (superpozice P a Q), dostdvame 8a = 2 X
X (2 X 2a), ¢imz je dokazdno 4 — C. Popsany proces zlstane platnym i tehdy, dosadime-li za
A, B, C libovolné vlastnosti; tedy, jestliZe konstrukce P ukazuje, ze 4 — B a konstrukce Q
ukazuje, ze B — C, pak superpozice P a Q ukazuje, Ze 4 — C. Dostali jsme tak vétu logiky.
Proces, pomoci kterého jsme ji odvodili, nAm ukazuje, Ze se logickd véta v podstaté nelisi od
matematickych vét; je jenom obecnéjsi, napf. v témze smyslu jako vyrok ,,sCitani celych Cisel
je komutativni“ je obecnéjsi nez ,,2 + 3 == 3 4 2. Tak je tomu s kazdou vétou logiky: neni
ni¢im jinym nez matematickym teorémem nejvy$§i mozné obecnosti; jinymi slovy, logika je
Casti matematiky a nemize nikterak slouZit jako prostfedek pro jeji zdivodnéni. P¥i nejmensim,
takova je koncepce logiky, ke které jsem veden pfirozenym zpusobem; je mozné a potiebné roz-
vijet jiné formy logiky pro jiné ucely.

Pravé ta matematicka logika, kterou jsem popsal, byla zformalizoviana. Bylo zjisténo, Ze
vznikla formalni soustava ma svérazné vlastnosti, velmi zajimavé vzhledem k vlastnostem jinych
soustav formalni logiky. Tato skute¢nost dala vzniknout zkoumanim, o kterych se zmirioval pan
Form; avSak jakkoli jsou tato zkoumani zajimava, jejich souvislost s intuicionistickou matema-
tikou je velmi slabd.

LETTER. Myslim, Ze to v8echno jsou vymyslené a fale$né tézkosti. Matematika je zcela jedno-
ducha véc. Definuji jakési znaky a uréuji pravidla, jak je kombinovat, tof vse.

ForM. Chcete-li vSak dokazovat bezespornost vasi formadlni soustavy, potiebujete k tomu
néjaky zpusob uvazovdni.

LeTTER. A proC bych mél dokazovat bzzespornost? Nezapomerite, ze nase formalni soustavy
jsou konstruovany pro aplikace a Ze se obecné ukazuji uziteCnymi, tuto skutecnost by bylo tézké
objasnit, kdyby v nich byla dokazatelnd kazda formule. Mame tudiz praktické ujisténi o jejich
bezespornosti a to stadi pro nasi préaci. Protestuji proti intuicionistickému nazoru, Ze matematika
néjak souvisi s nekoneénem. Mohu napsat znak, feknéme o, a prohlasit jej za kardindlni ¢islo
mnoziny prirozenych Cisel. Poté mohu udat pravidla, jak s nim zachdzet v souhlase s témi pra-
vidly, kterych pro tento pojem pouZiva pan Klas, ale kdyZ to délam, operuji vyhradné v konetné
oblasti. Jakmile se objevuje pojem nekoneCna, mysleni se stdva nejasnym a zmatenym. Proto
povazuji vSechna intuicionistickd tvrzeni o nekone¢nu za v nejvy$§im stupni nejasnd a je vibec
problém, zda takovy symbol jako 1019'° |ze chapat n&jak jinak neZ jako kombinaci &islic na
papife, s niz zachazime podle urlitych pravidel [[. DIEUDONNE 1949].

INT. V&S extrémni finitismus poskytuje samoziejmé maximalni ochranu proti nedorozumeénti,
ale nam se zda, ze ma za nasledek takové popfeni rozumu, Ze je lze tézko prijmout. Uz déti ve
skole chapou, co to jsou pfirozena Cisla a uzndvaji skuteénost, Ze posloupnost pfirozenych Cisel
muze byt prodluzovana do nekonecna.

LETTER. Détem je pouze vsugerovano, ze to chapou.

INT. To neni ndmitka; libovolnd komunikace jazykovymi prostiedky muaze byt interpretovana
jako sugesce. I Euklides v&€dél o ¢em mluvi, kdyz v 20. vété IX. knihy dokazoval, Ze mnoZina
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vsech prvocisel je nekone¢na. Tento elementarni pojem prirozenych Cisel, blizky kazdé myslici
bytosti je zdkladem intuicionistické matematiky. Netvrdime o ném, Ze je definovan a pFesny
v absolutnim smyslu, to by bylo neptedstavitelné. Rikame jenom, Ze je dostate¢né jasny, aby na
ném bylo mozné vybudovat matematiku.

LETTER. Moje ndmitka spociva v tom, Ze vy nepiedpokladate pfilis malo, jak si mysli pan Klas,
ale pfili§ mnoho. Vychazite ze znamych principa, které pokladate bez jakéhokoliv vysvétlovani
za intuitivné jasné, soucasné viak odmitate jiné myslenkové postupy, aniZ byste tuto diskriminaci
néjak zdhvodnili. Na priklad vétsiné lidi se zasada vylouceného tietiho zda alespon tak ziejmou
jako princip aplné indukce. Pro¢ odmitate prvni a souhlasite s druhym? Takovato ni¢im nemoti-
vovana volba zakladnich principu dava vasi soustaveé silné dogmaticky charakter.

INT. Intuicionisticka tvrzeni se jisté musi zdat dogmatickymi tém, kdo je chdpou jako tvrzeni
o faktech, maji v§ak jiny smysl. Jak jsem jiz vysvétloval panu Klasovi, intuicionistickd matematika
spoc¢iva v myslenkovych konstrukcich; matematicky teorém vyjadfuje Cisté experimentalni sku-
tecnost, totiz uspésnost jisté konstrukce. ,,2 4 2 = 3 + 1* musi byt chdpano jako zkratka vyroku
,,Uskute¢nil jsem konstrukce naznaCené vyrazy ,,2 + 2 a ,,3 + 1 a zjistil jsem, Ze obé vedou
k témuz vysledku‘. Nyni mi feknéte, kde je zde né€jaky dogmaticky prvek; neni ani v samotné
myslenkové konstrukci, to je vidét z toho, Ze jeji pravou podstatou je Cinnost, tim spiSe ani ve
vyrocich, vyslovenych o konstrukcich, protoze ty vyjadiuji Cisté empirické vysledky.

LETTER. Vy vSak tvrdite, Ze tyto mySlenkové konstrukce vedou k jist¢ému druhu pravdy, ze
nejsou jen hrackou, nybrz ze musi lidstvu pFindset urcity uZitek, jinak byste jednali Spatné,
obtézujice jimi ostatni. Pravé v tomto vasem naroku vidim dogmaticky element. Matematicka
intuice vas inspiruje objektivnimi a vé¢nymi pravdami; v tomto smyslu je vaSe stanovisko nejenom
dogmatické ale i teologické [H. B. CUurRrY 1951, str. 6].

INT. Pfedné, moje matematické mySleni nalezi mému individudlnimu intelektualnimu Zivotu
a je omezeno mym osobnim intelektem, stejn€ jako kazdy jiny druh mého mysleni. Obecné jsme
presvédCeni, Zze mysleni ostatnich lidi je podobné nasemu vlastnimu a Ze nam mohou rozumét,
vyjadfujeme-li svoje myslenky slovy. Vime vSak také, Ze si nikdy nejsme zcela jisti v tom, zda
nam bylo rozuméno bez chyb. V tomto ohledu se matematika nijak podstatné nelisi od ostatnich
predmétu; jestlize proto pokladate matematiku za dogmatickou, mél byste prohlésit za dogma-
tickou libovolnou myslenkovou ¢innost ¢lovéka. Matematické mysleni nevyjadfuje pravdy o vnéj-
§im svété, nybrz je vidy svazano s mySlenkovymi konstrukcemi, to je pro né charakteristické.
Musime rozliSovat mezi prostou matematickou praxi a jejim zhodnocenim. Pro vytvafeni mate-
matickych teorii nejsou nutné zadné filosofické predpoklady, avSak cennost, kterou pti¢itame
takovéto ¢innosti, zavisi na nasich filosofickych ideich.

SIGN. Mate zastaralé nazory na jazyk. Takovy kolisavy, nestaly charakter, ktery jste popsal,
maji primitivni jazyky, a jazyk v8edniho Zivota je jesté v zdsadé podobného typu, av8ak jakmile
zacina mysleni dostavat védecky charakter, dochazi k formalizaci jazyka. V poslednich deseti-
letich byl tento proces studovan zastanci significismu. Proces jesté neskoncil, protoze jsou stale
vytvaieny presnéjsi formalizované jazyky.

INT. Jestlize véda skute¢né sméfuje k formalizaci jazyka, pak intuicionistickd matematika
nepatii k védé€ v tomto smyslu slova. SpiSe je zivotnim projevem, piirozenou ¢innosti ¢lovéka,
ktera muaze byt sama studovana védeckymi metodami. Intuicionistickd matematika opravdu
takovymi metodami studovana byla a sice metodou formalizace intuicionistickych myslenkovych
postupt a metodami significismu. Je v8ak zfejmé, Ze ani toto studium, ani jeho vysledky nelze
zahrnovat do intuicionistické matematiky. Védecké zkoumadni intuicionistické matematiky nikdy
neposkytne jeji Uplny a zakondeny popis, stejné jako je nedosaZitelnd uplind teorie jinych jevi.
Metaintuicionistické uvahy nemohou byt zahrnuty do samotné intuicionistické matematiky, at
jsou jakkoli zajimavé a uzitené. Tyto poznamky se pochopitelné netykaji formalizace uvnitf
matematiky, jak jsem o ni mluvil dfive.

PrRAGM. Dovolte mi zdiraznit to, co pravé vyslovil pan Sign. Véda postupuje vpied pomoci
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formalizace jazyka. Pouziva této metody, protoZe je efektivni. Tak se ukdzalo, Z¢ moderni, beze
zbytku formalizované jazyky jsou velmi uZite¢né. Idedlem pro soulasného védce je vypracovani
zasoby formalnich soustav, pfipravenych pro pouziti, z nichz si maze pro libovolnou teorii vybrat
soustavu, spravné vystihujici vysledky experimentalnich pokusi. Formalni soustavy by mély byt
posuzovany pomoci tohoto kritéria uzite¢nosti a nikoliv pomoci nevyhranéné a libovolné zvolené
interpretace, které je davana piednost z dogmatickych a metafyzickych duvoda.

INT. Mné se také zda zcela odivodnénym posuzovat matematicky systém podle jeho uzite¢-
nosti. PFipoustim, Ze z tohoto hlediska mél intuicionismus aZz doposud malo nadéji na uspéch,
protoze by bylo predCasné zdiraziovat onéch nékolik slabych naznak toho, Ze by mohl piinést
jakysi uzitek ve fyzice [I. L. DEstoucHEs 1951]; mné se zda, ze ma vétsi nadé€ji byt uziteCny ve
filosofiii, historii a spole¢enskych védach. Opravdu, z intuicionistického hlediska je matematika
studiem jistych funkci lidského intelektu a jako takova je témto védam pfibuznd. Je vSak uzitec-
nost jedinym méritkem hodnoty? Lehko mohu vyjmenovat obory lidské Cinnosti, které a¢ nikterak
védé neslouzi, jisté nejsou bezcenné. Je to napf. uméni, sport, zabava. ProhlaSujeme, Ze vyznam
intuicionismu je takovy, Ze jej lze tézko popsat predem, Ze jej v3ak jasné pocitite, kdyz se jim
bezprostfedné zabyvate. Vy vite, jak je pro filosofy obtizny problém uréeni hodnoty v uméni,
avsak kterykoliv vzdélany ¢lovék tuto hodnotu pocifuje. Podobné je tomu i s vyznamem intui-
cionistické matematiky.

Form. Pro vét§inu matematiki je tento vyznam osudné ovlivnén tim, Ze vy nicite nejcenné;si
matematické vysledky; skute¢né hodnotna metoda zdivodnéni matematiky by jich méla naopak
co nejvice zachranit [D. HiLBERT 1922]. Toho muze byt dosazeno dokonce konstruktivnimi meto-
dami, nebof jsou myslitelné definice konstruktivnosti, lisici se od definice hlasané intuicionisty.
Vzdyt ani ti neCetni dnes existujici intuicionisté se nemohou zcela mezi sebou dohodnout o vyme-
zeni pojmu konstruktivniho. Nejmarkantngj§im takovym piipadem je Grissovo odmitani pojmu
negace, ktery ostatni intuicionisté pokladaji za zcela jasny [H. FREUDENTHAL 1936 A] [G. F. C.
Griss 1946, str. 24; 1946 A]. Na druhé strané se zda pravdépodobnym, ze ponékud liberalnéjsi
chapani pojmu konstruktivniho by mohlo zachranit zivotné duilezité partie klasické matematiky.

INT. Nevelké rozdily ndzord mezi intuicionisty je mozné ocekavat, mluvi totiz neformalizova-
nym jazykem. Ackoli se projevily dfive a v ostiejSich formach, nez jsme mohli pfedvidat, neni
v nich nic znepokojujiciho, protoze se tykaji jen druhotadych otdzek a nikoliv zdkladnich idei,
o nichZ panuje naprosta shoda nazoru. Z tohoto divodu je téméf nepravdépodobné, Ze by Sirsi
chapani pojmu konstruktivniho mohlo ziskat podporu intuicionisti. Pokud jde o oklestovani
matematiky, z néhoZz mne obvifiujete, je nutno je chapat jako nevyhnutelny duasledek nasich vy-
chozich pozic. Je mozné na né pohliZet jako na odstranovani §kodlivych ozdob, krasnych formou
ale prazdnych obsahem, které je pfi nejmensim alespoi ¢asteéné kompensovano pivabem jemnych
odstintt a vtipnych metod, jimiZ intuicionisté obohatili matematické mysleni®).
4y Kon. Zda se mi, 7e pan Int poné€kud podcenuje svij intuicionismus. Predevsim, cozpak je
mozné takto oddélovat ,,humanitni*‘ védy od ,,pfirodnich*‘? CoZ ¢lovék se svymi ,,myslenkovymi
konstrukcemi‘* neni &asti pfirody? Vzdyt takové myslenkové konstrukce, jako napf. sestrojovani
stale vétsich a vétsich prirozenych &isel, jsou obvykle kopiemi redlnych konstrukci, uskute¢iiova-
nych v obklopujici nas skute¢nosti. Realnymi vzory takovych konstrukci jsou konstrukce stale
vétsich a vétSich domu, slozitéjSich a slozitéjsich stroji atd. Na druhé strané, myslenkové kon-
strukce funguji Casto jako projekty realnych konstrukci. Nejslozitéjsi algoritmy se realizuji
nejprve ve tvaru myslenkovych konstrukci a poté jsou, v nasem kybernetickém stoleti, uskute¢-
nény praci elektronkovych stroji, podobnych v mnohém lidském mozku. Odtud vyplyva, Ze
zkoumani myslenkovych konstrukci neni zdaleka jenom zaleZitosti humanitnich véd.

Chci jesté fici, 7e se nepocitam k té ,,véts§iné matematiki‘‘, o niz mluvil pan Form, pro kterou
je vyznam intuicionistické matematiky ,,osudné‘‘ (jak hrozné!) ovlivnén tim, Ze intuicionismus
ni¢i ,,nejcennéjsi** matematické vysledky, které je tfeba ,,zachrafiovat‘. Co a pro¢ zachraiovat?
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ForM. Nase diskuse dostala charakter debaty o hodnotach. Z vasich slov dochazim k zavéru,
Ze jste ochoten ptiznat vyznam ostatnich koncepci matematiky, 7ze se viak nechcete vzdat vy-
znamu vasi koncepce. Je tomu tak?

INT. Opravdu, jedinym pozitivnim vyrokem ve zdivodnéni matematiky, proti kterému se sta-
vim, je tvrzeni, Zze klasickd matematika ma jasny smysl; musim se pfiznat, Ze mu nerozumim.
Avsak i ti, kdo tikaji, Ze toto tvrzeni chapou, by se mohli pokusit pochopit i nase stanovisko
a ocenit nasi praci.

LeTTER. Paradoxy nam ukazuji, Ze klasickd matematika neni zcela jasnda.

ForM. Ovsem, je tomu tak, ale intuicionisticka kritika zachdzi mnohem dale, nez je zapotiebi
k vylouceni paradoxd; pan Int je ani nepouzil jako argumentu pro svou koncepci; pro ného je
bezespornost bezpochyby pouze vitanym vedlejsim produktem intuicionismu.

SIGN. Pane Inte, vy popisujete va$i ¢innost jako myslenkové konstrukce, av§ak duSevni po-
chody jsou zjistitelné jen podle akci, ke kterym vedou, ve vaSem piipadé prostiednictvim slov,
ktera vyslovujete a formuli, které piSete. Neznamena to, Ze jedinym zplUsobem studia intuicio-
nismu je studium formalniho systému jim konstruovaného?

INT. KdyZ se divim na tamhleten strom, jsem piesvédCen, Ze vidim strom a potieboval bych
nemaly trening, abych zaménil toto pfesvédéeni védomim, Ze ve skuteCnosti vnikaji do mého
oka svételné viny, které zplisobi, Ze se vytvoii obraz stromu. Uplné stejné, kdyZ mluvim s vami,
jsem piesvédden, Ze vam vysvétluji své nazory; vy mne v8ak poulujete, Ze ve skutetnosti produkuji
vinéni vzduchu, které zpusobi, Ze vy cosi vykonate, napf. vyprodukujete jiné vIinéni vzduchu.
V obou pripadech je pfirozené prvni hledisko, zatimco druhé je teoretickou konstrukci. PFili§
Casto se zapomind na to, ze opravnénost podobnych konstrukci zavisi na soufasném stavu védy
a ze slova ,,ve skuteCnosti‘‘ je tfeba prelozit jako ,,v souhlase se soufasnymi nazory védcu‘.
Proto davam radéji prednost ndzoru, Ze popisuje intuicionistickou matematiku, sdéluji jisté
myslenky svym postuchacim; tato slova by méla byt chapana nikoli ve smyslu néjakého filoso-
fického systému, nybrz ve smyslu kazdodenniho Zivota.

SiGN. Pak ovSem intuicionismus, jako forma interakce mezi lidmi je socidlnim jevem a jeho
studium patfi k historii civilizace.

INT. Studium ano, praxe ne. Tady souhlasim s panem Pragmem: primum vivere, deinde philo-
sophati, a kdyZ chceme, méizeme pfenechat to druhé jinym. Af se ti, kdo prijdou po mné, divi,
pro¢ jsem budoval tyto myslenkové konstrukce a jak mohou byt interpretovany v né&jaké filosofii.
Vytvaieje je, spokojim se védomim, Ze pFispéji osviceni lidského rozumu.

PrRAGM. To je obvykly nedostatek filosoft — mluvit o vécech, které pofadné neznaji a my jsme
se malem dopustili stejné chyby. NemuZe ndm pan Int pfedvést néjaké piiklady intuicionistického
mySleni, abychom mohli 1épe ocenit jeho predmét?

INT. Samoziejmé, jsem dokonce presvédien, Ze né€kolik lekci vam umozni pochopit intuicio-

nismus lépe nez zdlouhavé diskuse. Prosim pany, ktefi se zajimaji o mij vyklad, aby mne nasle-
dovali do mé studovny.
Jak je vidét, urCitym ,,drahocennym® vysledkim hrozi nebezpeéi. Pohledme, nakonec se ukaze,
7e nemaji Zadny obsah a Ze vSechny pokusy rozumné je vysvétlit jsou odsouzeny k netspéchu!
Co je v nich ale potom drahocenného a ,,zivotné dilezitého*? A uZ viibec podivnou se mi zda
myslenka pana Forma o ,,pon&kud liberalngjsim chapani pojmu konstruktivniho®, specialn€ vy-
mysleném pro jejich zachranu. NuZe, nechf si pan Form vymysli takové chdpani, vidyt od toho
je to Form.
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