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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4
DISKUSE

V naSem <asopise byla uveiejnéna prace VLADIMIRA FIRTA ,,Kmitdni konstrukcei s pruty pro-
ménného prirezu 1 (Apl. mat. 10 (1965), 15—30). V souvislosti s touto praci vznikla rozsahla
diskuse, kterou uzavirame jejim uvefejnénim.

Dopis V. Kolouska

1. Literatura v oboru kmitani prutu proménného prifezu je bohatsi, nez jak to uvadi autor
shora uvedené prace, podle néhoz bylo prozatim nalezeno exaktni feSeni jen v ojedinélych pfi-
padech pro zvlastni prabéh tuhosti a hmoty po délce prutu, napf. pro vypocet vlastnich kmitocta
krakorce nebo ty¢e proménného prufezu s volnymi konci.

V nékterych jiz pfed lety uvefejnénych pojednanich byly pfimou integraci vyreSeny pfipady
asponi stejné obecné jako v ¢lanku V. FIRTA.

Napfi. v praci B. G. KorReNEVA ,,0b izgibnych kolebanijach sterZnej peremennogo secenija‘,
Isledovanija po dinamike sooruzenij, Sbornik statej, Moskva Gostrojizdat 1957, str. 83—92,
je feSena na zakladé starsich praci Kirchhoffovych a Mononobe tiloha kmitdni prutu, jehoz hmota
a moment setrvacnosti jsou po nosniku rozdéleny podle zakona

#(x) = 7p(ry + mx)?,
J(x) = %n(ro + m)*.

Nosnik muize byt libovolné ulozen a kromé své vlastni vahy obtizen soustfedénymi hmotami.

Z rovnice
a2 _d%u(x) ,
E—|Jx)——— | — ux) 0" v(x) = 0
2 dx?

se po substituci

B= \/[8(0/1712 \/(Q/E) (rg + mx)],

7 = v(x) B

ziskaji dvé rovnice Besselovy
a2 1 d 4
*lﬂt,f.Ji e 9=0
dg* B dp B

s integralem
V= Az Jz(ﬁ) + Bz lz(ﬂ) + C: Yz(ﬂ) + D;;_ Kz(ﬂ) 5

kde J,, Y,, I,, K, jsou Besselovy funkce druhého ¥adu, prvniho a druhého druhu s realnymi
a imagindrnimi argumenty. Uvedené feseni je v praci dale zobecnéno na pruty s tuhosti a hmotou

(X) J(x) = Jolay + byx)" "2,
w(x) = polay + byx)".

Toto FeSeni je obsazeno téz ve spise B. G. KORENEVA ,,Nekotoryje zadaci teorii uprugosti i teplo-
provodnosti reSajemyje v Besselovych funkcijach*‘, Moskva Fizmatgiz, 1960, str. 208 —215.
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Podobné je feSeno kmitani pruti proménného prafezu v praci V. I. Sysojeva ,,K voprosu
o poperenych kolebanijach stérznéj peremennogo secenija‘‘, Isledovanija po dinamike sooruze-
nij, Sbornik statej, Moskva, Gostrojizdat 1961, str. 87--95. Sysojev fesi pruty s tuhosti a hmotou

n+2 n
x X
(S) J(x) = J, (») ,ou(x) = pg () s
L L

pfi cemz pocatek soufadnic je posunut mimo zacdtek prutu o konstantni délku /”. Ve vzorcich
(K) a (S) volba 4 konstant umoziiuje vystihnout 4 dimenzionalni veli¢iny prutu, nap¥. momenty
setrvac¢nosti a pomérnou hmotu na jeho obou koncich
u’,',-,j,/l,',/lj~
Podobné feseni je uvedeno s piislusnou literaturou (GRINDBERG, SCEGLOV) v knize J. GonDY

,,Kmitanie pruznych telies‘, VSAV Bratislava 1961, str. 262—264.

2. V. FIRT Fe&i nejprve nosnik s tuhosti a hmotou

b n x n—4
F(1.3) J(x) = J; (a + - x> s w(x) = p; (a + b ~A> .
L L

Use¢ky x se méfi od pocatku, ktery autor posunuje mimo poéatek nosniku. Toto posunuti
pocdtku vSak nemd smysl, protoze jak se snadno muzeme piesvédcit, je prabéh funkci F (1.3) od
volby pocatku neodvisly. Pouzijeme-li oznaéeni podle obr. | priace V. Fifta a oznacime-li dale
useCku méfenou od levého konce nosniku symbolem x, pfi ¢emz x = x — X, dostaneme s pouZi-
tim rovnic (1.4) ze str. 16 prace Fiftovy

< X) L— xg 310+ x| T — x
a—+b—|)= ==
L

L — x,

[+ %0, 1T) — % 5
= \//" e = [1 + ;—“("\/(Jj AR 1)},

tedy vyraz zcela neodvisly od x,. Podobné jako u Korenéva obsahuji tedy vyrazy F (1.3) pouze
4 neodvislé konstanty, které jsou plné uréeny tuhostmi a pomérnymi hmotami na krajich nosniku.
Neodpovida tedy skutecnosti tvrzeni, ze bychom mohli,,vhodnou volbou poéatku os soufadnych
a konstant u funkci dosahnout dokonalého vystizeni zna¢né obecnych monotonnich zmén ohybo-
vych tuhosti pruti‘.

3. Porovname-li fedeni Korenévovo s Fiftovym vidime, ze rozdil mezi vyrazy (K) a F (1.3)
je v tom, e u Korenéva je rozdil exponentii u J a u roven 2, kdezto u Fifta je roven 4. Pfitom
pfedpoklad Korenéviv vyhovuje napf. pro plny prut nebo troubu tvaru komolého kuzele, déle
pro prut konstantni $ifky s linearné rostouci vy§kou nebo pro prut tvaru / s pfirubami konstantni
Sitky a tloustky a se stojinou zanedbatelné tloustky s linearné rostouci vyskou. To jsou typy nos-
nika, které se v praxi vyskytuji. Nosniky typu ptedpoklddaného V. Fiftem jsou v praxi jisté.
vzacnégjsi. Druhy piedpoklad autorv (1.11) na str. 18 vede k vysledku

) plx)

>

Ji Hi

coz by odpovidalo konstrukcim ve stavebni praxi neobvyklym.
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4. Autor oznacuje metodu pouzitou v pojednani V. KoLouSka ,,Dynamics of Continuous
Structures with Repeated Elements*, Sixth Congress of the IABSE, Final Report, Stockholm
1960 za metodu jen piibliznou. Jedinou p¥ibliznost této metody bychom mohlj$patfovat v pouziti
numerické integrace a v postupnych aproximacich. Pfesnost obojiho je vsak libovolné regulo-
vatelnd, konvergence postupnych aproximaci je dokdzdna. Naopak pouzijeme-li pro Feseni
daného piikladu metod Korenéva nebo Fifta, bude feSeni vzdy jen zhruba priblizné. Zakladni
prvek uvazovany v citované praci ma hodnoty na koncich J; = 0,010425, J; = 0,1050, p; ==
= 0,128, u; = 0,276 (v Mp, m, s) a uprostizd J(1/2) = 0,0223, u(l/2) = 0,165. Kdybychom po-
uzili pribéhu podle Fiftova vzorce (1.3) vyslo by n = 6, J(I/2) = 0,0367, u(l/2) = 0,195 a roz-
dily proti skute¢nym hodnotdm u J(//2) 65% a u u(l/2) 18%. Kdybychom chtéli prabéh tuhosti
a rozdéleni hmoty po délce nosniku vystihnout piesnéji, bylo by nutno prut rozdélit na znaény
pocet dilli a neni jisté, zda dosazené vysledky by byly lep$i nez pti déleni na prizmatické ¢asti.

Odpovéd V. Fifta

Ad 1. Ve svém cClanku, jak je zfejmé z textu jeho dvodu, neuvadim veskerou literaturu pojed-
navajici o kmitani pruta proménného prifezu pro jeji obsahlost. V literatufe, kterou jsem citoval
Ize vSak nalézt dalsi prameny tykajici se této problematiky.

Neékteré vysledky feseni rovnice (1.2) pomoci Besselovych funkci jsou obsazeny v citované
knize TIMOSHENKO S.: ,,Vibration Problems in Engineering*‘, New York 1955, v niZ je na str.
389—393 uvedena dalsi literatura, kde bylo pouzito Besselovych funkci. Prof. V. Kolousek tuto
literaturu ve svych ptripominkach dopliuje.

V dostupné literatufe byly rovnice (1.2) a (1.1) feSeny pfimou integraci jen v nékterych pri-
padech, které povazuji za ojedinélé, v nichz neni obsazeno feSeni uvedené v prvnim odstavci
mého ¢lanku. Rovnéz vysledky v ostatnich odstavcich ¢lanku nebyly nikde uvefejnény.

Ad 2. V ¢lanku se nezminuji o volbé po¢tu konstant u funkci (1.3) k vyjadieni daného prabéhu
J(x) a pu(x). Ve vété ,,vhodnou volbou ...*, ktera je v uvodu ¢lanku, jsou uvazovany vsechny
vyrazy pro J(x), které jsou v ¢lanku uvedeny, tj. prvni rovnice (1.3) a (1.11) a vyraz

X n
@) J(x) = a, <~> ,
] L

ktery je uveden na str. 17 a u néhoz na poloze pocatku os soufadnych O zélezi.

Je véci uzivatele, zda pfi pouziti rovnic (1.3) ztotozni pocatek O s pocatkem prutu ¢i nikoliv.
Odvozené vyrazy pro pruhyb prutu jsou platné pro obecnou polohu poc¢atku O a dovoluji fesit
nosnik rozdéleny na nékolik dilt s rdznym pribéhem ohybové tuhosti aniz je nutné volit pro
kazdy dil jinou polohu pocatku O. Reseni s uvazovanim obecné polohy pogatku O neni o nic

Ad 3. V pracich KorReNEvVA, citovanych prof. V. Kolouskem, jsou misto vyrazi (K) uvedeny
jen tfi zvlastni ptipady, kdy n = 2, n =1, n = 0. V praci SYsoJEVA je uvedeno feSeni za pied-
pokladu platnosti rovnic (S), v nichz n je celé realné ¢islo.

Funkce (1.3) stejné jako funkce (K) mohou jen v nékterych ptipadech vyjadfit zménu tuhosti
EJ(x) a hmoty u(x) po délce daného prutu, nebof &tyfmi zvolenymi konstantami nemizeme sou-
¢asné dobie vystihnout jak J(x) tak u(x), uvazime-li, Ze nosnik byva Casto zatizen nejen svou
wlastni vahou, ale i jinym stalym zatizenim.

Vysledky s obecnéjsi platnosti v§ak dostaneme, kdyZz budeme uvazovat prubéh J(x) podle (1.3)
:a obecny prabéh u(x), nebof v takovém pripadé mizeme v prvnim vyraze (1.3) volit 3 konstanty
tak, aby tento vyraz vyjadioval co nejlépe dany priabéh J(x) v daném intervalu. Tak napf. lze
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volit J;, b, n nebo J;, J;, n nebo Ize viechny konstanty urtit tak, aby ve zvolenych tfech prifezech
daval prvni vyraz (1.3) hodnoty momentu setrvacnosti, které jsou u daného prutu apod. Z téchto
divodi jsou vyrazy (1.4) pro a, b odvozeny tak, aby neobsahovaly u;, u; a z téchze divodu je
v uvodu ¢lanku uvedena véta, citovana prof. V. Kolouskem v 2, v niZ neni Zadna zminka o hmo-
té u(x).

Obecny priibéh u(x), jak jsem v uvodu ¢lanku I. uvedl, bude uvazovan v II. ¢asti, kde bude také
ukazano, jak lze pouZit pro tento pfipad vysledkli obsazenych v ¢lanku I. véetné vysledku ziska-
nych za predpokladu (1.11).

Ad 4. Do pfibliznych metod jsem zahrnul metodu prof. V. Kolouska proto, Ze je tato metoda
spojena s numerickou metodou postupnych aproximaci. V literatuie byvaji ¢asto viechny iteracni
metody povazovany za priblizné, i kdyz nékteré z nich davaji vysledky s pfedepsanou piesnosti.

Tak napf. v tivodu k ruskému piekladu knihy L. CorratzE: ,,Cislennyje metody redenija
uravnénij*‘, Izd. inostr. liter., Moskva 1953, jsou v§echny numerické metody véetné metod postup-
nych aproximaci, o nichZ kniha pojedndva, oznaleny jako metody pfiblizné. Metoda prof.
V. Kolouska spliiuje pozadavky na zna¢nou piesnost vysledkii.

K uvedenému ptikladu poznamenavam, ze danym hodnotdm J; = 0,010425, J; = 0,1050,
J(1/2) = 0,0223 vyhovuje tento vyraz tvaru (1.3)

—1,55444
X

(IT) J(x) = 0,010425 (1 — 0,7737 -—) s
l

kde I je délka prutu a x je useCka méfend od pocatku nosniku. O vyjadieni hmoty u(x) jsem se
jiz zminil.

Spolehlivéjsi posouzeni piesnosti jednotlivych metod mohou poskytnout (nebudou-li nalezena
jina kritéria) srovnavaci vypocty u celé fady konkrétnich ptikladu.

Odpovéd V. Kolouska

Ad 1. V. Fift znovu oznaluje feSeni rovnice kmitani pruti proménného prufezu pfimou
integraci, jez byla dosud v literatufe uvetejnéna za ojedin€la a to i pfes to, Ze jsem ve svych pfipo-
minkach uvedl velky pocet praci, které se touto otdzkou podrobné zabyvaji. Z mych pfipominek
je viak ziFejmé, Ze rozdil Fiftova feSeni proti feSenim pfedchozim je jenom v tom, Ze zména.
tuhosti a hmoty je pfedpokladana (pfi pouziti stejného oznaceni)

X n X n—4
Jxy=J;la+b—-), wux)=pu;la+b-
L L

n n—2
X X

Jx)y=J;la+b~), wx)=u;\a+ b— .
L L

Poéet volitelnych konstant je v obou pfipadech stejny. Reseni cylindrickymi funkcemi umoziiuje:
navic fesit nékteré bézné pripady pruti proménného priufezu napf. klinovy nebo konicky tvar.

Ad 2. Ve své odpovédi tvrdi V. Fift, Ze véta ,,Vhodnou volbou poéétku ...* se vztahuje na
vyraz uvedeny na str. 17 v poznamce a ne k vyrazim (1.3). Toto tvrzeni neodpovida pravdé, jak
je patrno jednak z poznamky 2) pod ¢arou, kde je pfimo uvedeno ,,... pomér xo/L zvolime tak,
aby vyrazy (1.3) vyjadfovaly co nejlépe skuteénou zménu praiezu prutu‘‘, jednak z obou cizo-
jazy¢nych résumé, v nichz je vyslovné uvedeno ,,By a suitable choice of origin of coordinates.
and of constants in (1.4) and (1.12) it is possible to treat rather general monotone variations in:
beam cross-section®‘.

misto
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Ad 3. a ad 4. Korenév uvadi n= 2, n= 1, n= 0 jen jako pfiklad. Z odvozeni je ziejmé,
Ze Feseni plati obecné pro jakékoli realné n. To je patrno téz ze str. 10 citovaného spisu. Ze 4 kon-
stant mohou byt pouzity 3 pro vystiZeni pribéhu tuhosti stejn€ pii feseni cylindrickymi funkcemi
jako pfi feseni Fiftovu. Jakym zpisobem chce vystihnout V. Fift obecny pribéh u(x) a hlavné
zda i potom zUstanou vysledky pfimym a piesnym feSenim diferencidlni rovnice (1.1) nemohu
posoudit, protoze dal§i prace V. Fifta zatim nebyla uvefejnéna.

Odpovéd V. Firta

Ad 1. V dostupné literatui‘e je rfeSen Besselovymi funkcemi pripad

X n ‘ X n—2
)] Jo)=Ji{la+b=), wx)=upla+b=-
L L

nebo pripad

@ J(x) N ) <‘)
X)=J. =), mx)=u{=-) ,
L v

kde m = n - 2 nebo m = —n (DINIK A. N.: Izbrannyje trudy, Izd. AN SSSR, Kijev 1955, str.
160—170).

Ve svém ¢lanku jsem uvedl feSeni pro dalsi p¥ipady bez pouziti cylindrickych funkci. Je véci
mnazoru, zda tyto pfipady jsou ojedinélé nebo Cetné.

Ad 2. Vyrazy

x\" X noe
) J(x) = a; <) , ux) = a, <_>
L L

jsem v ¢lanku na str. 17 oznacil jako zvlastni pfipad (co do tvaru) vyrazi

n n—4
@ J() = J; <a + bf) > M(x) = ,u,-(a B bi\—> ,
L L

nebot, polozime-li v (4) a=0 (a; = J; = Jb", a;, = uj= yib"""), dostaneme vyrazy (3).
Proto v poznamce 2) pod ¢arou a v textu cizojazyénych résumé jsou zahrnuty vyrazy (3), které
v ¢lanku nejsou zvIast oznaceny.

Ad 3, ad4 a ad 1. Naznalené odvozeni v citované praci Korenéva je uvedeno pro n = 2,
coz nedokazuje platnost piesného feseni pro obecné n. Netvrdim, Ze takové feSeni neexistuje.
Ve svém Clanku uvadim feSeni i pfi pusobeni osové sily, ktera v feSeni Besselovymi funkcemi
neni uvazovana.

V praci — V. FIRT: A Contribution to the Exact Solution of a Vibrating Beam of Variable
Cross Section (Stav. ¢as. XIV (1966), ¢. 4) — je dokdzana véta, podle niz lze feSeni odvozend
v &lanku 1. uZit k vyjadieni exaktniho reseni rovnice (1.1) pro hmotu u(x) definovanou vyrazem,
ktery vyhovuje danému obecnému priib&éhu hmoty u(x) ve zvoleném poé&tu bodii na ose nosniku.

Adresy autorii: Prof. Ing. Dr. Viadimir Kolousek Dr.Sc., &len korespondent CSAV, Katedra
stavebni mechaniky CVUT, Karlovo nam. 17, Praha 2. — Ing. Viadimir Firt C.Sc., Ustav teo-
retické a aplikované mechaniky CSAV, Vysehradskd 49, Praha 2.
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