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SVAZEK 19 (1974) APLIKACE MATEMATIKY &IsLo 3

BERUHRUNGSNOMOGRAMME MIT ZYKELN

JAROSLAV ZAHORA

(Eingegangen am 22. Oktober 1970)

1. EINLEITUNG

Ein Zykel (orientierter Kreis) mit dem Mittelpunkt (&, 7) und orientiertem Halb-
messer { hat die Gleichung

(1) ut+m+1-w=0,

wo u, v, w die Speerkoordinaten sind. Die Koordinaten u, v sind die Pliickersche
Linienkoordinaten, die Koordinate w ist eine weitere Koordinate, die mit den
Linienkoordinaten u, v die Bezichung

(2) u? +0* =w?

befriedigt. (Siehe z.B. [5], Seite 11 u.w.)

Der Zykel (1) liegt mit dem entgegengesetzt orientiertem Zykel ué + on + 1 +
+ w{ = 0 auf demselben Kreise mit dem Mittelpunkt (£, #) und Halbmesser |(|.
Jeden Punkt (é, n) fassen wir als Zykel mit dem Halbmesser { = 0 auf. Die Gleichung
eines solchen sogenannten Nullzykels ist ué + vy + 1 = 0.

2. BERUHRUNGSNOMOGRAMME MIT ZYKELN

Definition 2.1. Wir nennen Beriihrungsnomogramm mit Zykeln, das die Glei-
chung

(3) F(xy,x2,x3) =0 (woa; < x; < b, i =1,2,3, a;, b; Konstanten sind)
darstellt, drei Systeme von Zykeln

4 fu+gor+1—hw=0,i=1273, (figsh; sind Funktionen nur der
Verdnderlichen x;), die diese Bedingungen befriedigen:
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(5)  Jedem Werte *x; aus dem Intervall {a;, b;> ist ein Zykel des Systems fu +
+gv +1—hw =0 zugeordnet, der mit dem Werte *x; beziffert ist.
Zwei verschiedenen Werten *x; + ™x; derselben Verdinderlichen sind zwei
verschiedene Zykel desselben Systems zugeordnet.

(6)  Die drei Werte °xy, °x,, °x; geniigen der Gleichung (3) dann und nur dann,
wenn ein gemeinsamer Speer existiert, der die mit den Werten °x, °x,, °x,
bezifferte Zykel beriihrt.

Satz 2.1. Ein Beriihrungsnomogramm mit drei Systemen von Zykeln (4) stellt
die Beziehung

]’ gls h12 fl: 1: hl2 fh 91912
(7 1, g2, ho| + |f2s 1, byl =112 g2, 1

1, g3, hy f3 1, hy f3 g3, 1
dar.

Beweis. Die Beziehung (7) ergibt sich durch Elimination der Koordinaten u, v, w
aus den Gleichungen (4) und (2).

Bemerkung 2.1. Im Aufsatze [6] ist bewiesen, daB ein Beriihrungsnomogramm
mit drei Systemen von Kreisen

(®) ki=E—ff +0—g)=hf (i=123)
stellt vier Beziehungen

fla hb 1 2 gl’ hls 1 2 fh gl’ 1 2
(9) far Yehy, 1] + |gy, Yehy, 1| = |f5, g2, 1
f3’ 28h3’ 1 UED 28h33 1 f3’ g3 1

dar, die sich nur durch verschiedene Kombinationen der Werte ‘e = +1, 2¢ = +1
unterscheiden. Wollen wir auf diesem Nomogramm einer der vier Beziehungen
entsprechende Werte lesen, so nehmen wir als Ableseindex die dussere (innere)
gemeinsame Tangenten der Kreise k; und k,, wenn '¢h;h, > 0, (*eh;h, < 0) und
dussere (innere) gemeinsame Tangenten der Kreise k, und ki, wenn Zgh hy > 0
(*e¢hyhy < 0). Fiihren wir die Zykel (4) statt der Kreise (8) ein, so vermeiden wir
die Ablesevierfachheit des Nomogramms.

Satz 2.2. Seien
(10) 'au +'bo +1—"ew =0
und

(11) 2au + *bv + 1 — %cw = 0 (wo 'a, 'b, "¢, a, ?b, *c Konstanten sind)
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zwei verschiedene Zykel. Dann existiert ein Beriithrungsnomogramm mit Zykeln,
in dem die Zykel (10) und (11) mit zwei verschiedenen Werten derselben Verdin-
derlichen beziffert sind.

Beweis. Im Beriihrungsnomogramme, dessen erstes System von Zykeln

[Ca—"a)x, + 'a]u + [(*b — 'b)x; + 'b]o +1 = [(Pc = "¢)x; + 'c]Jw=0

0=x; =1

ist und das zweite und dritte System beliebig sind, wird der Zykel (10) mit dem Werte
x; = 0 und der Zykel (11) mit dem Werte x; = 1 beziffert.

Satz 2.3. Seien (10), (11) und
(12) *au +3bv + 1 —3cw =0

drei verschiedene Zykel. (‘a, 'b, 'c, wo i = 1,2, 3, sind Konstanten.) Dann existiert
ein Beriihrungsnomogramm mit Zykeln, in dem die Zykel (10), (11) und (12) mit
irgendwelchen Werten der untereinander verschiedenen Verdnderlichen x,, x,
und x; beziffert sind.

Beweis. Im Beriihrungsnomogramm mit drei Systemen von Zykeln ‘au + ‘bv +
+1—xw=0,(i=1,23), wo ‘c — k; < x; < c + k;, k; positive Konstanten
sind, werden die Zykel (10), (11) bzw. (12) mit den Werten x, = "¢, x, = ¢ bzw.
x; = 3c beziffert.

3. TRANSFORMATIONEN DER BERUHRUNGSNOMOGRAMME
MIT ZYKELN. LAGUERRE’'SCHE GRUPPE

Legen wir durch den Anfangspunkt des kartesischen Koordinatensystems (5; 1)
in der Grundebene des Nomogramms ein Lot { zu dieser Ebene, erhalten wir ein
rechtwinkliges kartesisches Koordinatendreiseit des dreidimensionalen Raumes.
Ordnen wir jedem Punkte M(&; n; () dieses Raumes den Zykel (1) zu, erhalten wir
eine eineindeutige Abbildung der Raumpunkte auf die Menge von Zykeln in der
Grundebene. (Siche [1], [3], [5].)

Fig. 1. Zyklische Projektion eines Raum-
punktes M.
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Definition. Den Zykel (1) nennen wir zyklische Projektion des Punktes M(&, n; ().
Die Kegelfliche mit dem Scheitel M(&; 1; (), deren Geraden den Zykel (1) schneiden,
nennen wir isotrope Kegelfliche, (siche Fig. 1), jede Gerade jeder isotropen Kegel-
fldche nennen wir isotrope Gerade und jede Beriithrungsebene jeder isotropen Kegel-
fldche nennen wir isotrope Ebene. Die zyklische Projektion einer Gerade nennen
wir lineare Zykelreihe, die zyklische Projektion einer Ebene nennen wir lineares
Zykelfeld.

Den Transformationen der Raumpunkte M entsprechen in der Grundebene die
Transformationen der Zykel.

Definition 3.1. Wir bezeichnen P’ die Gruppe solcher affinner Transformationen

(13) & =an +an+asl+an ayy, Agg, A3
N = ay& + axpn + a{ + az, wo laikl = |Gy, 33, Gy3] ¥ 0,
("= a3 & + azm + a3 + aza a3, A3z, d33

welche die folgende Eigenschaft haben: Befriedigen die Koordinaten zweier
Punkte M1(f1§’11§§1)a Mz(fz;’h;Cz) die Beziehung

(14) =&l +m—n)-C-0)¢=0,

so befriedigen dieselbe Beziehung (14) auch die gestrichte Koordinaten der Bilder
MY, M, der Punkte My, M,. (Siehe [1].)

Bemerkung. Die Bedingung (14) bedeutet, daB das Bild jeder isotropen Geraden
wieder eine (allgemein andere) isotrope Gerade ist.

Es gilt dieser

Satz 3.1. Die Affinitit (13) gehért der Gruppe P’ dann und nur dann an, wenn
die Elemente der Determinante Ia,-kl folgende Gleichungen befriedigen:

2 2 2 _ 2 2 2 2 2 2
(15) aiy +az — ay; = ai; + a3, —aj; = _(aIS + az; — asa)s
11813 + 431835 — A3103; = Aq10y3 + d31053 — (3,033 =
= 012013 + a5,0,3 — A35d33 = 0.

?elwei/s- Sind M, (&3 15 C1), My(Ex;m25 ,) zwei Punkte, Mi(E; ny; £Y),
M(&5; n3; {5) deren Bilder in der Affinitit (13), gilt nach Berechnung

(16) (& = &) + (np —mi)* = (G = L) =
= ('fz = 51)2 (0f1 + a%l - a%l) + (’72 - ’11)2 (afz + a%z - a§2) +
+ (¢ - (1) (a35 + a33 — a3s) +
+2(5 —¢) (n2 — m) (ay1a,2 + ay1a2, — azias;) +
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+2(&, = &) (¢ — 51) (ay1a55 + az1a23 — a3 as;) +
+2(ny — ny) (L2 — 1) (a12a13 + A22853 — a32a33) -

Wir nehmen erstens an, daB die Elemente der Determinante [a,-kl den Gleichungen
(15) geniigen. Gilt fiir die Punkte M,(&;; 743 {y) und My(&;;1,; {,) die Gleichung
(14), dann ergibt sich gemaB (15) und (16) die Bezichung
(17) =& +Mm-mP - -0)P=0

fiir die Bilder M(&7; ny; 1) und M5(&5; n5; L5) der Punkte M, und M,.

Wir nehmen zweitens an, daB8 die Transformation (13) der Gruppe P’ zugehért.
Wihlen wir speziell M,(0; 0; 0), M,(1;0; 1). Wir kdnnen uns leicht iiberzeugen,
daB die Koordinaten dieser Punkte M, M, die Gleichung (14) befriedigen. Setzen
wir die Koordinaten der Punkte M, und M, in (16) ein, erhalten wir gemiB (17)
die Gleichung

(18) a?, +a? —a +aly + a3y +ai; +
+ 2(ay a3 + a3,a25 — a3,a33) = 0.
Aus der speziellen Wahl M,(0; 0; 0), M,(1; 0; —1) ergibt sich &hnlich
(19) aiy + a3, — a3y +aly + 435 — a3; —
- 2(“11“13 + aj1a33 — a31a33) =0.
Durch Addierung der Gleichungen (18) und (19) ergibt sich
(20) A =aiy + a3y — a5 = —(a}; + a3; — a3y)
und durch Substraktion der Gleichung (19) von der Gleichung (18) ergibt sich
(21) Ay10y3 + Ay1033 — A3a33 = 0.

Wihlen wir weiter speziell M,(0; 0; 0), M,(0; 1; 1) und dann M (0; 0; 0),
M,(0; 1; —1), erhalten wir dhnlich die Bezichungen

(22) 4= a%z + a§2 - aéz = _(afa + (1;3 - “gs)
und
(23) A12ay3 + Az3053 — A3,a33 =0

GemiB (20), (21), (22) und (23) hat die Gleichung (16) die Form

(16 (&= &)+ —ni)f = (G- 0) =
=A[& =&)Y+ —m) — (G = 04)] +
+2(& — &) (n2 — my) (ay1a45 + i85, — azas;).
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Wiihlen wir endlich speziell M,(0; 0;0), M,(}/2; 1 /2; 1), gilt gemdB (16) die
Gleichung
ay1ay; + G314, — azaz; =0,

was zu beweisen war.

Definition 3.2. Eine Transformation der Zykel in der Grundebene, die einer
Affinitdt aus P7 entspricht, nennen wir die Transformation von Laguerre.

Definition 3.3. Die Gruppe aller Transformationen von Laguerre, die der Gruppe
P7 entspricht, nennen wir die Gruppe von Laguerre L.

In [1] wurden diese zwei Sitze bewiesen:

Satz 3.2. Die Transformationen der Gruppe von Laguerre erfiillen diese Bedin-
gungen:

(24) Jedem Zykel ué +vq + 1 — w{ = 0 ist ein Zykel u&’ +ovn’ +1 — w{’ =0
eineindeutig zugeordnet.

(25) Jeder Menge von Zykeln, die einen festen Speer p beriihren, ist eine Menge
von Zykeln zugeordnet, die einen (allgemein anderen) Speer p’ beriihren.
Diese Zuordnung ist eineindeutig.

Satz 3.3. Jede Zykeltransformation in der Ebene, die die Bedingungen (24)
und (25) erfiillt, ist die Transformation der Laguerre’schen Gruppe.

Es gilt weiter

Satz 3.4. Eine Zykeltransformation bildet jedes Beriihrungsnomogramm mit
Zykeln in ein solches Beriihrungsnomogramm ab, das dieselbe Beziehung (3)
darstellt, dann und nur dann wenn diese Transformation der Laguerre’schen
Gruppe zugehért.

Beweis. 1. Gehort die Zykeltransformation der Laguerre’schen Gruppe, so erfiillt
sic nach dem Satz 3.2 die Bedingungen (24) und (25). Drei Zykelsysteme des Berii-
hrungsnomograms bilden sich in drei (allgemein andere) Zykelsysteme ab, die gemiB
(24) die Bedingung (5) erfiillen. Setzen wir voraus, daB die drei Werte °x,, %x,, %x;
der Gleichung (3) geniigen. Dann gibt es einen gemeisamen Beriihrungsspeer der
Zykel A, B bzw. C, die mit den Werten °x;, °x, bzw. °x; beziffert sind. GemaB (25)
gibt es einen gemeinsamen Berithrungsspeer der Bilder A’, B’, C' von Zykeln A4, B, C.
Geniigen die drei Werte °xy, °x,, °x; der Gleichung (3) nicht, so gibt es keinen
gemeinsamen Beriithrungsspeer der Zykel 4, B, C. Aus der Eigenschaft (25) folgt,
daB es auch keinen gemeinsamen Beriihrungsspeer der Zykel A’, B’, C’ gibt.

2. Wenn eine Zykeltransformation der Gruppe von Laguerre nicht zugehort,
erfiillt sich dem Satz 2.3 geméB nicht die Bedingung (24) oder (25).
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Setzen wir voraus, daf} die Zykeltransformation die Bedingung (24) nicht befriedigt.
Es gibt dann zwei verschiedene Zykel A, B, deren Bild A" = B’ gemeinsam ist.
Das Bild des Beriihrungsnomogramms, in dem die Zykel A und B mit verschiedenen
Werten derselben Verdnderlichen beziffert sind, (siehe Satz 2.2) erfiillt nicht die
Bedingung (5).

Setzen wir voraus, dal} es drei verschiedene Zykel 4, B, C gibt, die einen gemein-
samen Speer beriihren und deren Bilder A’, B’, C’ keinen gemeinsamen Berlihrungs-
speer haben. Dem Satz 2.3 gemdB gibt es ein Beriihrungsnomogramm mit Zykeln,
in dem die Zykel A, B resp. C mit den Werten °x,, °x,, °x; beziffert sind. Dabei gilt
F(°x,, °x,, °x3) = 0. Das Bild dieses Beriihrungsnomogramms stellt nicht dieselbe
Beziehung (3) dar, weil die Bedingung (6) nicht erfiillt ist.

Setzen wir voraus, daB8 die Zuordnung der Zykelmengen aus der Bedingung (25)
nicht eineindeutig ist. Dann existiert eine Menge M von Zykeln, die einen Speer p
bertihren und eine Menge N von Zykeln, die einen Speer g + p beriihren so, daB3
die Bilder M" und N’ der Mengen M und N die Mengen von Zykeln sind, die denselben
Speer p” berihren. Es ist klar, dal die Mengen M — N und N — M nicht leer sind.
Wiahlen wir drei verschiedene Zykel A, B, C so daB AeM — N, BeM — N, Ce
eN — M ist. Die Zykel A, B, C haben keinen gemeinsamen Beriihrungsspeer,
doch deren Bilder beriihren den Speer p’. Dem Satz 2.3 gemal} existiert soein Be-
riihrungsnomogramm mit Zykeln, daB die Zykel 4, B und C mit den Werten °x,,
%x, und °x; beziffert sind. Dabei F(°x,, °x,, °x;) # 0. Das Bild dieses Beriihrungs-
nomogramms stellt nicht dieselbe Bezichung (3) dar, weil die Bedingung (6) nicht
erfullt ist. Hiemit ist der Beweis beendet.

Wollen wir ein Beriihrungsnomogramm mit drei Systemen von Zykeln (4) durch
eine Transformation aus der Laguerre’schen Gruppe abbilden, wahlen wir zuerst
die Affinitit (13), die den Bedingungen (15) geniigt. Jedem Zykel (4) ordnen wir
den Punkt M(f;; g;; h;) des dreidimensionalen Raumes zu, finden das Bild
M(fi: g5 h;) des Punktes M; in der Affinitit (13) und ordnen dem Punkte M} den
Zykel flu + gjv +1 — hjw = 0 zu.

Die einfache Transformationen der Gruppe von Laguerre sind die Homotéitie
und die Dilatation. Bei der Homotitie mit dem Ahnlichkeitspunkt im Koordinaten-
anfangspunkt resp. bei der Dilatation (siehe [5]) hat die Matrix der Transformation
(13) die Form

a, 0, 0, 0] 1,0,0 0
0, a, 0, 0|, a0 resp. 0,1,0,0;, d=+0.
0,0, a, 0 0,0,1,d1

Beispiel. Im Aufsatz [7] ist ein Beriihrungsnomogramm mit zwei Kreissystemen
(26) & +n* =97,
@7) (& = Bleos a)® + n? =y tg>a
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und einer Skala

(28) E=pf"; n=0
berechnet und konstruiert, das die Beziehung
(29) f' = f[(sina + f cos a)

abbildet. Daselbst ist bewiesen, daBl der Leseindex immer die dussere gemeinsame
Tangente der Kreise (26) und (27) ist. Es ist also mdglich statt des Kreissystems (26)
ein mit (26) inzidentes System der positiv orientierten Zykel nehmen (in der Fig. 2
ist diese positive Orientation mit dem Pfeile in dem Uhrzeiger entgegengesetztem
Sinne veranschaulicht) und statt des Kreissystems (27) ein mit (27) inzidentes System
der negativ orientierten Zykel nehmen.

Die eineindeutige Abbildung der Zykelmenge in der Ebene (&; ) auf die Raum-
punkte (é;n;C) bildet das mit (26) inzidente System positiv orientierter Zykel
auf das Punktsystem

(26)) M (05 0; /)

und das mit (27) inzidentes System der negativ orientierten Zykel auf das Punkt-
system

(27) M (B[cos a; 0; —7 tg o)

ab. Die Punkte der Skala (28) als Nullzykel sind bei dieser Abbildung selbstad-
jungiert.

Bilden wir nun das Beriithrungsnomogramm aus der Fig. 2 durch eine Laguerre’sche
Transformation ab. Dazu geniigt die Systeme der Punkte (26'), (27°), und (28) durch
die Transformation der Gruppe P’ abzubilden und die zyklische Projektionen
der abgebildeten Punkte konstruieren. Jede Transformation der Gruppe P’ hat die
Form (13), wobei die Koeffizienten die Gleichung(lS) erfiillen. Man kann 7 Parameter
wihlen. Fordern wir, daB jeder Punkt der Achse (£) selbstadjungiert sei. Das wird
erfiillt, wenn die Punkte 0(0; 0;0) und E(1;0; 0) selbstadjungiert werden. Setzen
wir die Koordinaten der Punkte O = O’ resp. E = E’ in die Gleichungen (13) ein,
so bekommen wir diese Werte fiir die Koeffizienten der Transformation:

g = Qyy = a34 =0 r1ESp. A,y =1, a,;, =az; =0.

Die Matrix der Transformation hat nun die Form

(30) 1, ay;, a43, 0
0, a,,, a3, 0

0, a;,, az;, 0
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Der Beziehung ay;d12 + G,,a;,, — a3 a;, = 0 bzw. (21) gemiB ergibt sich aus (30)
a,; = 0 bzw. a3 = 0.

N

01 =N

=~
N

0 o 02 03 .04 05 06 OF

f

\<\ 2

<60

ENe

a oo OC
\ o

Fig. 2. Berithrungsnomogramm mit zwei Zykelsysteme, das die Beziehung f* = f/(sin o+ fcos &)
darstellt.

Fordern wir noch, daB die Koordinate 5’ des Bildes des Punktes (0; 0; 1) gleich

1 sei. Aus der zweiten Gleichung des Systems (13) ergibt sich a,3; = 1, sodaB die
Matrix der Transformation die Form

1,0, O,

07 Aasza, la

Oll
0
0, asy, a33, 0

hat. Die bisher nicht bestimmte Elemente dieser Matrix befriedigen das System
der Gleichungen (20), (22), (23). Die eine der vier mdglichen Lésungen ist a,, = /2,
as; = 1, as3 = /2. Wihlen wir diese Losung, hat die Transformation aus der
Gruppe P’ die Form

(31) =& n=nY2+L; U=n+2
und ordnet dem System der Punkte (26") das System
(26") M(053/59f /2)
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und dem System der Punkte (27’) das System
(27") Mj(B[cos o; —y tga; —(y /2) tg )

zu. Die zyklische Projektionen der Systeme (26”) und (27”) sind die Zykelsysteme
des Beriihrungsnomogramms, das durch die Laguerre’sche Transformation des
Berithrungsnomogramms aus der Fig. 2 entstanden ist. Dieses transformierte Nomo-
gramm ist in der Fig. 3 konstruiert.

o
™~

o
o (&}

“ \
S
N
N
0 o1 f, 0.2 0.3 0,4 05 0,6 o7

_f

“sinoc+fcosoc

$

Fig. 3. Nomogramm aus der Fig. 2, das durch eine Laguerre’sche Transformation abgebildet war
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4, ANDERE TRANSFORMATIONEN DER BERUHRUNGSNOMOGRAMME
MIT ZYKELN

Wenn die Zykelsysteme des Beriihrungsnomogramms und ihnen entsprechende
Punktemengen im Raume spezielle Lage haben, kann man manchmal das Nomo-
gramm auch durch andere, der Laguerre’schen Gruppe nicht zugeh6rende, Transfor-
mationen abbilden. Es gilt

Satz 4.1. Gehéren alle Zykel eines Beriihrungsnomogramms demselben Zykelfeld,
ist das Berithrungsnomogramm die zyklische Projektion einer Fluchtlinientafel,
die im Raume in der dem Zykelfeld entsprechenden Ebene ¢ liegt. Diese Flucht-
linientafel kann man in die Grundebene aus einem beliebigen, eigentlichen oder
uneigentlichen Punkte S, der weder in der Grundebene, noch in der Ebene ¢ liegt,
projizieren.

frot E
sinoc +fcosoc y:}\/%

Fig. 4. Fluchtlinientafel der Beziehung f* = f/(sin « + fcos «).

Beweis. Existiert ein gemeinsamer Beriihrungsspeer der mit den Werten x,, x,
bzw. x; bezifferten Zykel k,, k, bzw. k;, dann liegen die im Raume den Zykeln
ky, k,, k3 entsprechende Punkte M, M,, M5 in derselben isotropen Ebene « und
die drei Werte x,, x,, x; erfiillen die Beziehung F(x, y, z) = 0. Der Voraussetzung
gemaf liegen die Punkte M, M,, M5 auch in der Ebene g, d.h. sie liegen auf der
Schnittgerade I der Ebenen o und ¢. Die Abbildung der Zykel in der Grundebene
auf die Raumpunkte ist eineindeutig. Daraus folgt, dal} den Zykelsystemen des Be-
rihrungsnomogramms die Systeme der bezifferten Punkte der Ebene ¢ entsprechen,
die die Definition einer Fluchtlinientafel befriedigen. (Sieche [4], Seite 95 u.w.)
Die oben bestimmte Gerade I ist der den Werten x, x,, x; entsprechende Leseindex.
Die Fluchtlinientafel in der Ebene ¢ kann durch eine Kollineation oder Affinitét
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mittels einer Projektion in die Grundebene aus einem eigentlichen oder uneigentlichen
Punkte S, der weder in der Grundebene noch in der Ebene g liegt, abgebildet werden.

Beispiel. Die Zykelsysteme des Beriihrungsnomogramms aus der Fig. 2 geh6ren
demselben Zykelfeld. Diesem Zykelfeld entspricht im Raume die mit den Achsen &
und { bestimmte Ebene ¢. Man kann also z.B. jeden Raumpunkt M(é; 0; C) in die
Grundebene paralell in den Punkt M'(¢; %) projizieren, wo n = 8{, 6 > 0 ein Ein-
heitsmaB ist. Dadurch wird das urspriingliche Beriithrungsnomogramm mit den
Zykeln in eine Fluchtlinientafel abgebildet. In der Fig. 4 ist die durch gerade be-
schriebene Transformation aus dem Nomogramm der Fig. 2 ergebene Fluchtlinien-
tafel im klinogonalem Koordinatensystem konstruiert.

Weiter gilt

Satz 4.2. Jede Beziehung F(x, y, z) = 0, die durch eine Fluchtlinientafel dar-
stellbar ist, ist auch durch ein Beriihrungsnomogramm mit Zykeln darstellbar.

Beweis. Die Fluchtlinientafel tragen wir in eine Ebene liber, die zu der Grundebene
um den Winkel ¢ < 45° geneigt ist und konstruieren die zyklische Projektion dieser
Fluchtlinientafel in die Grundebene. Liegen drei Punkte M,, M,, M5 der Flucht-
linientafel an derselben Gerade, so gehoren deren zyklische Projektionen ky, k,, k5
derselben linearen Zykelreihe und haben gemeinsame reelle Beriihrungsspeere.
Haben umgekehrt drei Zykel k;, k,, k; einen gemeinsamen Beriihrungsspeer,
so liegen die ihnen zugeordneten Punkte M, M,, M5 an der Schnittlinie der Ebene ¢
mit der isotropen Ebene, die durch den gemeinsamen Berilihrungsspeer bestimmt ist.
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Souhrn
DOTYKOVE NOMOGRAMY S CYKLY

JAROSLAV ZAHORA

Dotykovy nomogram se tfemi systémy cyklit

Ju+gv+1—hw=0, i=1,23

zobrazuje vztah
15 g1 h1!2 f19 17 hllz fl» gls 1 z
1, g5, hZ + f2a 1, h2 = fz, g2, 1
15 ED h3 f3’ 1’ h3 f3’ gs3s 1

Pti transformaci cykld je obrazem kazdého dotykového nomogramu s cykly opét

dotykovy nomogram s cykly zobrazujici tentyZz vztah pravé tenkrat, patfi-li tato
transformace do Laguerrovy grupy.

KaZdy spojnicovy nomogram lze transformovati na dotykovy nomogram s cykly

Anschrift des Verfassers: RNDr. Jaroslav Zdhora, Gorkého 42, 602 00 Brno.
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