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SVAZEK 19 (1974) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 3 

BERÜHRUNGSNOMOGRAMME MIT ZYKELN 

JAROSLAV ZÄHORA 

(Eingegangen am 22. Oktober 1970) 

1. EINLEITUNG 

Ein Zykel (orientierter Kreis) mit dem Mittelpunkt (£, n) und orientiertem Halb­
messer £ hat die Gleichung 

(1) ut; + vn + 1 - w£ = 0 , 

wo u, v, w die Speerkoordinaten sind. Die Koordinaten u, v sind die Plückersche 
Linienkoordinaten, die Koordinate w ist eine weitere Koordinate, die mit den 
Linienkoordinaten u, v die Beziehung 

(2) u2 + v2 = w2 

befriedigt. (Siehe z.B. [5], Seite 11 u.w.) 

Der Zykel (l) liegt mit dem entgegengesetzt orientiertem Zykel u£ + v^ + l + 
+ w£ = 0 auf demselben Kreise mit dem Mittelpunkt (£, n) und Halbmesser |( | . 
Jeden Punkt (£, n) fassen wir als Zykel mit dem Halbmesser £ = 0 auf. Die Gleichung 
eines solchen sogenannten Nullzykels ist u^ + v^ + 1 = 0. 

2. BERÜHRUNGSNOMOGRAMME MIT ZYKELN 

Definition 2.1. Wir nennen Berührungsnomogramm mit Zykeln, das die Glei­
chung 

(3) F(xi, x2, x3) = 0 (wo at rg xt ^ bt, i = 1, 2, 3, at, bt Konstanten sind) 
darstellt, drei Systeme von Zykeln 

(4) ftU + gtv + 1 — h(w = 0, i = 1, 2, 3, (/;, öi9 fe£ sind Funktionen nur der 
Veränderlichen x^), die diese Bedingungen befriedigen: 
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(5) Jedem Werte kxt aus dem Intervall (ah bt> ist ein Zykel des Systems ftu + 
+ g,v + 1 — htw = 0 zugeordnet, der mit dem Werte *x,- beziffert ist. 
Zwei verschiedenen Werten kx} 4= mxt derselben Veränderlichen sind zwei 
verschiedene Zykel desselben Systems zugeordnet. 

(6) Die drei Werte °x1, °x2, °x3 genügen der Gleichung (3) dann und nur dann, 
wenn ein gemeinsamer Speer existiert, der die mit den Werten °x1, °x2, °x3 

bezifferte Zykel berührt. 

Satz 2.1. Ein Berührungsnomogramm mit drei Systemen von Zykeln (4) stellt 
die Beziehung 

(?) 

dar. 

Beweis. Die Beziehung (7) ergibt sich durch Elimination der Koordinaten u, v, w 
aus den Gleichungen (4) und (2). 

B e m e r k u n g 2.1. Im Aufsatze [6] ist bewiesen, daß ein Berührungsnomogramm 
mit drei Systemen von Kreisen 

Һ 01, bl 
2 

fu h hл 

2 

h g2, Һ2 + fl, h Һ2 = 
1- gз> h3 fз, 1, h3 

fl, gl, 1 

f2, g2, 1 

fз, gз> 1 

(8) kt = (i- L)2 + (ч - g)2 = Һ2 (i = l, 2, з) 

jl, K, i 2 

j2, 4Й2, 1 + 
jз, 

2eh3, 1 

gi, K, ì 2 
fъ Qu 1 

g2, ^ ^ 2 , 1 = f2, g2, 1 

gз> 2 ^ з . 1 /з, gз, 1 

stellt vier Beziehungen 

(9) 

dar, die sich nur durch verschiedene Kombinationen der Werte xe — + 1 , 2e = + 1 
unterscheiden. Wollen wir auf diesem Nomogramm einer der vier Beziehungen 
entsprechende Werte lesen, so nehmen wir als Ableseindex die äussere (innere) 
gemeinsame Tangenten der Kreise kl und k2, wenn 1eh1h2 > 0, (1ehlh2 < 0) und 
äussere (innere) gemeinsame Tangenten der Kreise kx und k3, wenn 2eh1h3 > 0 
(2eh1h3 < 0). Führen wir die Zykel (4) statt der Kreise (8) ein, so vermeiden wir 
die Ablesevierfachheit des Nomogramms. 

Satz 2.2. Seien 

(10) xau + lbv + 1 - lcw = 0 

und 

(11) 2au + 2bv + 1 — 2cw = 0 (wo ia, Jb , lc, 2a, 2b, 2c Konstanten sind) 
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zwei verschiedene Zykel. Dann existiert ein Berührung snomogramm mit Zykeln, 
in dem die Zykel (10) und (11) mit zwei verschiedenen Werten derselben Verän­
derlichen beziffert sind. 

Beweis. Im Berührungsnomogramme, dessen erstes System von Zykeln 

[(2a - xa) x, + xa] u + [(2b - xb) xx + *b] v + 1 - [(2c - xc) x, + xc] w = 0 

0 = xx = 1 

ist und das zweite und dritte System beliebig sind, wird der Zykel (10) mit dem Werte 
x! = 0 und der Zykel (11) mit dem Werte xx = 1 beziffert. 

Satz 23 . Seien (10), (11) und 

(12) 3au + 3bv + 1 - 3cw = 0 

drei verschiedene Zykel. (la, lb, lc, wo i = 1,2, 3, sind Konstanten.) Dann existiert 
ein Berührung snomogramm mit Zykeln, in dem die Zykel (10), (11) und (12) m/t 
irgendwelchen Werten der untereinander verschiedenen Veränderlichen xl9 x2 

und x3 beziffert sind. 

Beweis. Im Berührungsnomogramm mit drei Systemen von Zykeln lau + *bv + 
+ 1 — xtw = 0, (i = 1, 2, 3), wo l'c — ki ^ xj =

 fc + kf, kf positive Konstanten 
sind, werden die Zykel (10), (11) bzw. (12) mit den Werten xx — xc, x2 = 2c bzw. 
x3 = 3c beziffert. 

3. TRANSFORMATIONEN DER BERÜHRUNGSNOMOGRAMME 
MIT ZYKELN. LAGUERRE 'SCHE GRUPPE 

Legen wir durch den Anfangspunkt des kartesischen Koordinatensystems (£; n) 
in der Grundebene des Nomogramms ein Lot £ zu dieser Ebene, erhalten wir ein 
rechtwinkliges kartesisches Koordinatendreiseit des dreidimensionalen Raumes. 
Ordnen wir jedem Punkte M(£; n; Q dieses Raumes den Zykel (1) zu, erhalten wir 
eine eineindeutige Abbildung der Raumpunkte auf die Menge von Zykeln in der 
Grundebene. (Siehe [1], [3], [5].) 

м(џs) 

Fig. 1. Zyklische Projektion eines Raum­
punktes M. 
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Definition. Den Zykel (l) nennen wir zyklische Projektion des Punktes M(£, n; (). 
Die Kegelfläche mit dem Scheitel M(£; n; £), deren Geraden den Zykel (l) schneiden, 
nennen wir isotrope Kegelfläche, (siehe Fig. 1), jede Gerade jeder isotropen Kegel­
fläche nennen wir isotrope Gerade und jede Berührungsebene jeder isotropen Kegel­
fläche nennen wir isotrope Ebene. Die zyklische Projektion einer Gerade nennen 
wir lineare Zykelreihe, die zyklische Projektion einer Ebene nennen wir lineares 
Zykelfeld. 

Den Transformationen der Raumpunkte M entsprechen in der Grundebene die 
Transformationen der Zykel. 

Definition 3.1. Wir bezeichnen P1 die Gruppe solcher affinner Transformationen 

(13) f = a n £ + a12n + a13C + a14 

n' = a2íŠ + a22n + a23C + a24 , wo \aik\ = 

C = a31£ + a32n + a33C + a3 4 

l2U "22> " 2 3 

231» ^32? aЪЪ 

+ 0, 

welche die folgende Eigenschaft haben: Befriedigen die Koordinaten zweier 

Punkte Mi^iirjüCi), M2(%2;n2;£2) die Beziehung 

(14) ( C 2 - C i ) 2 + ( / / 2 - > h ) 2 - ( C 2 - C i ) 2 = o , 

SO befriedigen dieselbe Beziehung (14) auch die gestrichte Koordinaten der Bilder 
Mi, M 2 der Punkte Ml9 M2. (Siehe [1].) 

B e m e r k u n g . Die Bedingung (14) bedeutet, daß das Bild jeder isotropen Geraden 

wieder eine (allgemein andere) isotrope Gerade ist. 

Es gilt dieser 

Satz 3.1. Die Affinität (13) gehört der Gruppe P1 dann und nur dann an, wenn 
die Elemente der Determinante \aik\ folgende Gleichungen befriedigen: 

(15) a2
tl + a

2
21 - a2

31 = a2
12 + a\2 - a\2 = ~(a2

13 + a\3 - a\3), 

a \ \ a \ 2 + 021^22 ~ ß31«32 = a\\a\3 + «21«23 ~ «31^33 = 

= a\2a\3 + «22^23 - fl32fl33 = 0 . 

Beweis. Sind Mfa; m\ Ci), M2(£2;n2;C2) zwei Punkte, M[(^; n[; Ci), 
^2(^2? ^ Ci) deren Bilder in der Affinität (13), gilt nach Berechnung 

(16) (C2 - «i)a + (Hi - >7i)2 - (Ci - Ci)2 = 

= (C2 - ^ ) 2 (a?. + a2! - a2 , ) + (f,2 - ^ ) 2 (a2
2 + a2

2 - a2
2) + 

+ ( C 2 - C , ) 2 ( a 2 3 + a 2
2 3 - « 2

3 ) + 

+ 2(C2 - ^)(tj2 - r\i){aual2 + a21a22 - a3la32) + 
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+ 2 (C 2 - Cl)(C2 ~ Cl) («11013 + 021^23 ~ fl3l«33) + 

+ % 2 - ni) (C2 ™ Cl) («12013 + «22^23 ~ fl32«33) • 

Wir nehmen erstens an, daß die Elemente der Determinante \aik\ den Gleichungen 
(15) genügen. Gilt für die Punkte M x ( d ; nü Ci) und M2(^2; /?2; C2) die Gleichung 
(14), dann ergibt sich gemäß (15) und (16) die Beziehung 

( n ) (C2 ™ Ci)2 + (n'2 - n\)2 - (Ci ~ Ci)2 - o 

für die Bilder Mi(Ci; n\\ Ci) und M2(C2; r\'2\ C2) der Punkte M1 und M2 . 

Wir nehmen zweitens an, daß die Transformation (13) der Gruppe P7 zugehört. 
Wählen wir speziell Mj(0; 0; 0), M 2 ( l ; 0 ; l ) . Wir können uns leicht überzeugen, 
daß die Koordinaten dieser Punkte Mu M2 die Gleichung (14) befriedigen. Setzen 
wir die Koordinaten der Punkte Mx und M 2 in (16) ein, erhalten wir gemäß (17) 
die Gleichung 

(18) a\x + a2
21 - a2

31 + a\3 + a2
23 + a2

33 + 

+ 2(a11a13 + a 2 1 a 2 3 - a31a33) = 0 . 

Aus der speziellen Wahl Mj(0; 0; 0), M2(1;0; — l) ergibt sich ähnlich 

(19) a\x + a2
21 - a2

31 + a\3 + a2
23 - a2

33 -

- 2(alxa13 + a21a23 - a31a33) = 0 . 

Durch Addierung der Gleichungen (18) und (19) ergibt sich 

(20) A = a\1+ a2
21 - a2

31 = ~(a\3 + a2
23 - a2

33) 

und durch Substraktion der Gleichung (19) von der Gleichung (18) ergibt sich 

(21) «11^13 + «21^23 ~ «31^33 = 0 . 

Wählen wir weiter speziell M^O; 0; 0), M2(0; 1; l) und dann M^O; 0; 0), 
M2(0; 1; — l), erhalten wir ähnlich die Beziehungen 

(22) A = a\2 + a\2 - a\2 = -(a\3 + a\3 - a2
33) 

und 

( 2 3 ) «12^13 + «22«23 " «32^33 = 0 

Gemäß (20), (21), (22) und (23) hat die Gleichung (16) die Form 

(1 60 (Ci - Ci)2 + (nf
2 - n\f - (Ci - Ci)2 -

= A[(Z2 - d ) 2 + Oh - m)2 - (c2 - CO2] + 
+ 2(C2 - Ci) (j\2 - *h) (axla12 + a21a22 - a31a32) . 
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Wählen wir endlich speziell Mt(0; 0; 0), M2(i J2; \ J2; l), gilt gemäß (16') die 
Gleichung 

011*12 + fl2l*22 ~ «31*32 = 0> 

was zu beweisen war. 

Definition 3.2. Eine Transformation der Zykel in der Grundebene, die einer 
Affinität aus P1 entspricht, nennen wir die Transformation von Laguerre. 

Definition 3.3. Die Gruppe aller Transformationen von Laguerre, die der Gruppe 

P entspricht, nennen wir die Gruppe von Laguerre L7. 

In [1] wurden diese zwei Sätze bewiesen : 

Satz 3.2. Die Transformationen der Gruppe von Laguerre erfüllen diese Bedin­
gungen: 

(24) Jedem Zykel u£ + vn + 1 — w( = 0 ist ein Zykel u£' + vr\' + 1 — w(' = 0 
eineindeutig zugeordnet. 

(25) Jeder Menge von Zykeln, die einen festen Speer p berühren, ist eine Menge 
von Zykeln zugeordnet, die einen (allgemein anderen) Speer p' berühren. 
Diese Zuordnung ist eineindeutig. 

Satz 3.3. Jede Zykeltransformation in der Ebene, die die Bedingungen (24) 

und (25) erfüllt, ist die Transformation der Laguerre'sehen Gruppe. 

Es gilt weiter 

Satz 3.4. Eine Zykeltransformation bildet jedes Berührungsnomogramm mit 
Zykeln in ein solches Berührungsnomogramm ab, das dieselbe Beziehung (3) 
darstellt, dann und nur dann wenn diese Transformation der Laguerre*sehen 
Gruppe zugehört. 

Beweis. 1. Gehört die Zykeltransformation der Laguerre'schen Gruppe, so erfüllt 
sie nach dem Satz 3.2 die Bedingungen (24) und (25). Drei Zykelsysteme des Berü-
hrungsnomograms bilden sich in drei (allgemein andere) Zykelsysteme ab, die gemäß 
(24) die Bedingung (5) erfüllen. Setzen wir voraus, daß die drei Werte °x1, °x2, °x3 

der Gleichung (3) genügen. Dann gibt es einen gemeisamen Berührungsspeer der 
Zykel A, B bzw. C, die mit den Werten °xl9 °x2 bzw. °x3 beziffert sind. Gemäß (25) 
gibt es einen gemeinsamen Berührungsspeer der Bilder A', B', C von Zykeln A,B,C. 
Genügen die drei Werte °xi9 °x2, °x3 der Gleichung (3) nicht, so gibt es keinen 
gemeinsamen Berührungsspeer der Zykel A, B, C. Aus der Eigenschaft (25) folgt, 
daß es auch keinen gemeinsamen Berührungsspeer der Zykel A', B', C gibt. 

2. Wenn eine Zykeltransformation der Gruppe von Laguerre nicht zugehört, 
erfüllt sich dem Satz 2.3 gemäß nicht die Bedingung (24) oder (25). 
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Setzen wir voraus, daß die Zykeltransformation die Bedingung (24) nicht befriedigt. 
Es gibt dann zwei verschiedene Zykel A, B, deren Bild A! = B' gemeinsam ist. 
Das Bild des Berührungsnomogramms, in dem die Zykel A und B mit verschiedenen 
Werten derselben Veränderlichen beziffert sind, (siehe Satz 2.2) erfüllt nicht die 
Bedingung (5). 

Setzen wir voraus, daß es drei verschiedene Zykel A, B, C gibt, die einen gemein­
samen Speer berühren und deren Bilder A', B', C keinen gemeinsamen Berührungs­
speer haben. Dem Satz 2.3 gemäß gibt es ein Berührungsnomogramm mit Zykeln, 
in dem die Zykel A, B resp. C mit den Werten °xx, °x2, °x3 beziffert sind. Dabei gilt 
F(°xj, °x2, °x3) = 0. Das Bild dieses Berührungsnomogramms stellt nicht dieselbe 
Beziehung (3) dar, weil die Bedingung (6) nicht erfüllt ist. 

Setzen wir voraus, daß die Zuordnung der Zykelmengen aus der Bedingung (25) 
nicht eineindeutig ist. Dann existiert eine Menge M von Zykeln, die einen Speer p 
berühren und eine Menge N von Zykeln, die einen Speer q + p berühren so, daß 
die Bilder M' und N' der Mengen M und N die Mengen von Zykeln sind, die denselben 
Speer p' berühren. Es ist klar, daß die Mengen M — N und N — M nicht leer sind. 
Wählen wir drei verschiedene Zykel A, B, C so daß A e M — N, B e M — N, C e 
e N — M ist. Die Zykel A, B, C haben keinen gemeinsamen Berührungsspeer, 
doch deren Bilder berühren den Speer p'. Dem Satz 2.3 gemäß existiert soein Be­
rührungsnomogramm mit Zykeln, daß die Zykel A, B und C mit den Werten °xl, 
°x2 und °x3 beziffert sind. Dabei F(°x{, °x2, °x3) 4= 0. Das Bild dieses Berührungs­
nomogramms stellt nicht dieselbe Beziehung (3) dar, weil die Bedingung (6) nicht 
erfüllt ist. Hiemit ist der Beweis beendet. 

Wollen wir ein Berührungsnomogramm mit drei Systemen von Zykeln (4) durch 
eine Transformation aus der Laguerre'schen Gruppe abbilden, wählen wir zuerst 
die Affinität (13), die den Bedingungen (15) genügt. Jedem Zykel (4) ordnen wir 
den Punkt Mf(f; gt; ht) des dreidimensionalen Raumes zu, finden das Bild 
M'f(/j; g'{, h't) des Punktes Mt in der Affinität (13) und ordnen dem Punkte M- den 
Zykel f\u + g[v + 1 — h'tw = 0 zu. 

Die einfache Transformationen der Gruppe von Laguerre sind die Homotätie 
und die Dilatation. Bei der Homotätie mit dem Ähnlichkeitspunkt im Koordinaten-
anfangspunkt resp. bei der Dilatation (siehe [5]) hat die Matrix der Transformation 
(13) die Form 

a, 0, 0, 0 

0, a, 0, 0 

0, 0, a. 0 

a 4= 0 resp. 

/, 0, 0, 0 

0, 1, 0, 0 

0, 0, 1, d 

f i ф O . 

Beispiel. Im Aufsatz [7] ist ein Berührungsnomogramm mit zwei Kreissystemen 

(26) e +n2 = y2f2, 

(27) (£ - ßjcos a)2 + n
2 = y2 tg2 a 
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und einer Skala 

(28) Z-ßf'l >7 = 0 

berechnet und konstruiert, das die Beziehung 

(29) f' = f/(sin a + f cos a) 

abbildet. Daselbst ist bewiesen, daß der Leseindex immer die äussere gemeinsame 
Tangente der Kreise (26) und (27) ist. Es ist also möglich statt des Kreissystems (26) 
ein mit (26) inzidentes System der positiv orientierten Zykel nehmen (in der Fig. 2 
ist diese positive Orientation mit dem Pfeile in dem Uhrzeiger entgegengesetztem 
Sinne veranschaulicht) und statt des Kreissystems (27) ein mit (27) inzidentes System 
der negativ orientierten Zykel nehmen. 

Die eineindeutige Abbildung der Zykelmenge in der Ebene (£; rj) auf die Raum­
punkte (t;;rj;C) bildet das mit (26) inzidente System positiv orientierter Zykel 
auf das Punktsystem 

(26') M,(0; 0; yf) 

und das mit (27) inzidentes System der negativ orientierten Zykel auf das Punkt­
system 

(270 M2(pjcosot;0; - y tga) 

ab. Die Punkte der Skala (28) als Nullzykel sind bei dieser Abbildung selbstad-
jungiert. 

Bilden wir nun das Berührungsnomogramm aus der Fig. 2 durch eine Laguerre'sche 
Transformation ab. Dazu genügt die Systeme der Punkte (26'), (27'), und (28) durch 
die Transformation der Gruppe P7 abzubilden und die zyklische Projektionen 
der abgebildeten Punkte konstruieren. Jede Transformation der Gruppe P7 hat die 
Form (13), wobei die Koeffizienten die Gleichung (15) erfüllen. Man kann 7 Parameter 
wählen. Fordern wir, daß jeder Punkt der Achse (£) selbstadjungiert sei. Das wird 
erfüllt, wenn die Punkte 0(0; 0; 0) und E(l;0;0) selbstadjungiert werden. Setzen 
wir die Koordinaten der Punkte 0=0' resp. E = E' in die Gleichungen (13) ein, 
so bekommen wir diese Werte für die Koeffizienten der Transformation: 

^14 = ^24 = ö34 = 0 resp, an = 1 , a21 = a31 = 0 , 

Die Matrix der Transformation hat nun die Form 

(30) 1, a129 a13, 0 

0, a22ђ a23, 0 

°» flз2> a33, 0 
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Der Beziehung alxa12 4- a21a22 — a31a32 = 0 bzw. (21) gemäß ergibt sich aus (30) 
a12 = 0 bzw. a13 = 0. 

fî> І m ł44-Ң-ł-n 111111 ц щ 11111111111111) n 11; i м 111111111 щ 1111111111— 
0 0,1 0,2 0,3 , 0,4 0,5 0,6 0,7 

\ a 

Fig. 2, Berührnngsnomogramm mit zwei Zykelsysteme, das die Beziehung f' = f/(sin a + fcos a) 
darstellt. 

Fordern wir noch, daß die Koordinate r\' des Bildes des Punktes (0; 0; 1) gleich 
1 sei. Aus der zweiten Gleichung des Systems (13) ergibt sich Ö 2 3 = 1, sodaß die 
Matrix der Transformation die Form 

1, 0, 0, 0 

0, «22, 1, 0 

0, Ö32. «зз> 0 

hat. Die bisher nicht bestimmte Elemente dieser Matrix befriedigen das System 
der Gleichungen (20), (22), (23). Die eine der vier möglichen Lösungen ist a22

 = \/2> 
a32 = 1, a33 = x /2 . Wählen wir diese Lösung, hat die Transformation aus der 
Gruppe P7 die Form 

(31) {' = { ; n' = n V 2 + C; Cr = n + C V 2 

und ordnet dem System der Punkte (26') das System 

(26") Mi (0 ;7 / ;7 /V 2 ) 
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und dem System der Punkte (27') das System 

(27") M ^ / c o s a; ~y tg a; ~(y J2) tg a) 

zu. Die zyklische Projektionen der Systeme (26") und (27") sind die Zykelsysteme 
des Berührungsnomogramms, das durch die Laguerre'sche Transformation des 
Berührungsnomogramms aus der Fig. 2 entstanden ist. Dieses transformierte Nomo-
gramm ist in der Fig. 3 konstruiert. 

iHi|iiii|nii|iiu|iiii|iiii|iin|ini|iiii|iiii|iiii|iinliin|iH+| *--/ 

Fig. 3. Nomogramm aus der Fig. 2, das durch eine Laguerre'sche Transformation abgebildet war 
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4. ANDERE TRANSFORMATIONEN DER BERUHRUNGSNOMOGRAMME 
MIT ZYKELN 

Wenn die Zykelsysteme des Berührungsnomogramms und ihnen entsprechende 
Punktemengen im Räume spezielle Lage haben, kann man manchmal das Nomo-
gramm auch durch andere, der Laguerre'schen Gruppe nicht zugehörende, Transfor­
mationen abbilden. Es gilt 

Satz 4.1. Gehören alle Zykel eines Berührungsnomogramms demselben Zykelfeld, 
ist das Berührungsnomogramm die zyklische Projektion einer Fluchtlinientafel, 
die im Räume in der dem Zykelfeld entsprechenden Ebene Q liegt. Diese Flucht­
linientafel kann man in die Grundebene aus einem beliebigen, eigentlichen oder 
uneigentlichen Punkte S, der weder in der Grundebene, noch in der Ebene Q liegt, 
projizieren. 

f -° 

r^, 7 , ' ) , M 111111 j | i 11 i 11 i t {1111 í 111! 11 i * I j 111 i 11 i i I j i 111Í i 11 i j I i i ( i í i t i i 

Fig. 4. Fluchtlinientafel der Beziehung f = f/(sin a + fcos a). 

Beweis. Existiert ein gemeinsamer Berührungsspeer der mit den Werten xl9 x2 

bzw. x3 bezifferten Zykel kl9 k2 bzw. k3, dann liegen die im Räume den Zykeln 
kl9 k2, k3 entsprechende Punkte Ml9 M2, M 3 in derselben isotropen Ebene a und 
die drei Werte x l 9 x2, x3 erfüllen die Beziehung F(x, y, z) = 0. Der Voraussetzung 
gemäß liegen die Punkte Ml9 M2, M 3 auch in der Ebene O, d.h. sie liegen auf der 
Schnittgerade I der Ebenen a und Q. Die Abbildung der Zykel in der Grundebene 
auf die Raumpunkte ist eineindeutig. Daraus folgt, daß den Zykelsystemen des Be­
rührungsnomogramms die Systeme der bezifferten Punkte der Ebene O entsprechen, 
die die Definition einer Fluchtlinientafel befriedigen. (Siehe [4], Seite 95 u.w.) 
Die oben bestimmte Gerade I ist der den Werten xl9 x2, x3 entsprechende Leseindex. 
Die Fluchtlinientafel in der Ebene O kann durch eine Kollineation oder Affinität 

149 



mittels einer Projektion in die Grundebene aus einem eigentlichen oder uneigentlichen 
Punkte S, der weder in der Grundebene noch in der Ebene O liegt, abgebildet werden. 

Beispie l . Die Zykelsysteme des Berührungsnomogramms aus der Fig. 2 gehören 
demselben Zykelfeld. Diesem Zykelfeld entspricht im Räume die mit den Achsen £ 
und C bestimmte Ebene O. Man kann also z.B. jeden Raumpunkt M(£; 0; £) in die 
Grundebene paralell in den Punkt M'(£; n) projizieren, wo n = <5(, S > 0 ein Ein­
heitsmaß ist. Dadurch wird das ursprüngliche Berührungsnomogramm mit den 
Zykeln in eine Fluchtlinientafel abgebildet. In der Fig. 4 ist die durch gerade be­
schriebene Transformation aus dem Nomogramm der Fig. 2 ergebene Fluchtlinien­
tafel im klinogonalem Koordinatensystem konstruiert. 

Weiter gilt 

Satz 4.2. Jede Beziehung F(x, y, z) = 0, die durch eine Fluchtlinientafel dar­
stellbar ist, ist auch durch ein Berührungsnomogramm mit Zykeln darstellbar. 

Beweis. Die Fluchtlinientafel tragen wir in eine Ebene über, die zu der Grundebene 
um den Winkel cp < 45° geneigt ist und konstruieren die zyklische Projektion dieser 
Fluchtlinientafel in die Grundebene. Liegen drei Punkte Ml9 M2, M3 der Flucht­
linientafel an derselben Gerade, so gehören deren zyklische Projektionen kl9 k2, k3 

derselben linearen Zykelreihe und haben gemeinsame reelle Berührungsspeere. 
Haben umgekehrt drei Zykel kl9 k2, k3 einen gemeinsamen Berührungsspeer, 
so liegen die ihnen zugeordneten Punkte Ml9 M2, M3 an der Schnittlinie der Ebene O 
mit der isotropen Ebene, die durch den gemeinsamen Berührungsspeer bestimmt ist. 
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S o u h r n 

DOTYKOVÉ NOMOGRAMY S CYKLY 

JAROSLAV ZAHORA 

Dotykový nomogram se třemi systémy cyklů 

fiU + g;v + 1 - hi\v = 0 , i = 1, 2, 3 

zobrazuje vztah 

1, gl, hx 

2 
fu U *1 

2 
Л> 01, 1 

h Яъ h2 
+ /2, 1, fc2 

= fly g2> 1 

U gз> h3 /з , 1, ÄЗ /з, gз, 1 

Při transformaci cyklů je obrazem každého dotykového nomogramu s cykly opět 
dotykový nomogram s cykly zobrazující tentýž vztah právě tenkrát, patří-li tato 
transformace do Laguerrovy grupy. 

Každý spojnicový nomogram lze transformovati na dotykový nomogram s cykly 

Anschrift des Verfassers: RNDr. Jaroslav Zahora, Gorkého 42, 602 00 Brno. 
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