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EIN BEITRAG ZUR KINEMATIK DES GERADENRAUMES

OT1TO ROSCHEL

(Eingegangen am 17. November 1987)

Kurzfassung. In dieser Arbeit werden alle jene Bewegungsvorgidnge des dreidimensionalen
euklidischen Raumes E; bestimmt, bei denen die Geraden einer drei- bzw. zweiparametrigen
gangsfesten Schar im Rastsystem Bahnregelflichen beschreiben, deren Erzeugenden von rast-
festen Mittengeraden konstanten dualen Abstand besitzen. Im dreiparametrigen Fall wird
gezeigt, daB diese Bewegungsvorgingen entweder duale Bricard-Bewegungen oder spezielle
Zylinderschrotungen sind, widhrend im zweiparametrigen Fall zusdtzlich neben Schiebungs-
vorgingen mit auf Drehzylindern verlaufenden Bahnen auch besondere Bewegungsvorginge
auftreten, deren sphérischer Bewegungsanteil eine symmetrische Drehkegelrollung ist. Danach
werden unter den genannten Bewegungsvorgidngen die symmetrischen charakterisiert. Dabei
zeigt sich, daB die Krames’sche Grundregelfliche dieser Schrotungen entweder ein gerades Konoid
oder eine Regelfldche ist, deren Erzeugenden ihrerseits von einer festen Mittengeraden konstanten
dualen Abstand besitzen.

Keywords: Kinematics, special motions of the dual sphere, dual Bricard-motions.

AMS Classification: 53A17.

In [15] ist es dem Autor gelungen, sogenannte duale Bricard-Bewegungen zu
charakterisieren. Es sind dies jene Zwangldufe X/2" des dreidimensionalen euklidi-
_schen Raumes E;, bei denen alle Geraden g einer vierparametrigen Schar gangfester
Geraden Bahnregelflichen beschreiben, deren Erzeugenden von gewissen rastfesten
Geraden m'(g) (Mittengeraden) konstanten dualen Abstand besitzen.) Die Bahn-
regelflichen haben dann — entsprechende Differenzierbarkeit vorausgesetzt —
Zentraltorsen, die der Tangentialebenenmenge eines Drehzylinders mit Achse m'(g)
oder einem Ebenenbiischel mit Triger m’(g) angehdren. In der vorliegenden Note
werden jene Bewegungsvorginge Z/Z’ bestimmt, bei denen die Bahnregelfldchen
der Geraden einer drei — bzw. zweiparametrigen gangfesten Geradenmenge obige
Eigenschaft besitzen. In gewissem Sinne handelt es sich dabei um Untersuchungen,
die fiir Punktbahnen bereits von E. Borel [3] und R. Bricard [5] begonnen wurden.

1y Manche Autoren verwenden an Stelle des dualen Abstandes die Bezeichnung ,,dualer
Winkel*. :
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Die oben erwihnten Mittengeraden m'(g) sind die Kriimmungsachsen der Bahn-
regelflachen.?) ‘

1. Im projektiv abgeschlossenen reellen dreidimensionalen euklidischen Raum Ej
1Bt sich ein C* — Zwanglauf X/Z’' mit Hilfe der Ortsvektoren x' = (x', y’, z')"
und x = (x, y, z) sowie des Schiebvektors d'(t) = (di(t), d3(t), d5(#))* durch

(1) X =A@t)x +d(t), tel =[0,T] =R

beschreiben, wobei A(f) = (a;(t)) aus SO(3, R) und di(t), a;(t)e C*(I) (i,j =
=1, 2, 3) sind. Eine in X feste Gerade g

(2) x=u+va (a°>=1,veR)
wird zweckmaBig mit Hilfe eines dualen Einheitsvektors
(3) G=a+ei, A=uxa, a.4=0

erfallt, wobei e die duale Einheit bezeichnet.3) Zwei verschiedene Geraden g, und g,
mit zugehorigen dualen Einheitsvektoren G, und G, kann iiber

4 cos®=G;.G,=a,.a, + ¢4, .a, +4,.a)

ein dualer Abstand ® = ¢ + e zugeordnet werden. Dabei miBt ¢ den Winkel
zwischen g, und g,, ¢ den Normalabstand.

Die Wirkung des Zwanglaufs X2’ (1) auf die Geraden von X wird in 2’ zweck-
missig mit Hilfe dualer orthogonaler Matrizen A(t) € SO(3, D)

©) G = A1) G
beschrieben, wobei mit

(6) 0 —dyt) dy(1)
D) ={ &) 0 -dy)
—dy(r) di(r) O
und
™ A(t) = A(t) — eD'(1) A(t)

der Bezug zu (2) hergestellt wird.

2. Wir wollen nun alle jene Zwangldufe X/ bestimmen, bei denen alle Geraden g
eines in X festen Komplexes K wihrend des Zwanglaufes von gewissen Mitten-
geraden m'(g) = X’ konstanten dualen Abstand besitzen. Die entsprechende Bahn-
regelflichen ®'(g) sind dann Boéschungsregelflichen. Wenn der Komplex K keine
singuldre in der Fernebene von X gelegene Leitkurve besitzt, erfiillen die Fernpunkte

2) Damit ist der Bezug zu einer Arbeit von E. Disteli [6] hergestellt. Weitere Literaturhinweise
zu diesem Themenkreis finden sich in [4] und [7].

3) Man vergleiche diesbeziiglich W. Blaschke [2] bzw. A. Karger - J. Novak [7] und die dort
angegebene Literatur.
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der Komplexgeraden eine zweiparametrige Schar von Punkten. Sie miissen bei
Z/Z’ auf Kreisen im Sinne der in der Fernebene herrschenden elliptischen MaB-
bestimmung gefiihrt werden oder fest bleiben. Dies ist mit [14] nur moglich, wenn
X2 entweder ein reiner Schiebvorgang oder eine Zylinderschrotung ist. Im ersten
Fall miiBten alle Geraden g = K Drehzylinder als Bahnregelfiichen erzeugen. Das
ist aber nicht fiir alle Geraden eines in X festen Komplexes K méglich. Der zweite
Fall liefert Zylinderschrotungen: ihre feste Richtung legen wir in die z’- bzw. z-Achse
der Koordinatensysteme in 2’ bzw. X. Da alle Geraden, die in X der zur z-Achse
parallelen Ebene durch eine Komplexgerade g angehoren, dann bei Z/Z’ ebenfalls
stationdren dualen Abstand von der Geraden m’(g) behalten, muff £/2’ ein in [15]
als duale Bricard-Bewegung bezeichneter Bewegungsvorgang sein.

Wenn der Komplex K aus den Treffgeraden einer in X festen Fernkurve f, besteht,
miissen die Punkte von f, bei X~ /2’ Kreise im Sinne der in der Fernebene herrschenden
elliptischen MaBbestimmung beschreiben oder fest bleiben. In [14] wurde gezeigt, daBl
dies nur fiir Zylinderschrotungen mdglich ist. Wieder legen wir die rastfeste Richtung
in die z’- bzw. z-Achse der Koordinatensysteme in X’ bzw. X. Wenn nun f, keine
den Fernpunkt der z-Achse enthaltende Gerade ist, mul nach obigem Schlufl E/E’
eine der dualen Bricard-Bewegungen aus [15] sein. Anders liegen die Dinge, wenn f,
eine Ferngerade durch den Fernpunkt der z- Achse darstellt. Dann bringen wir sie durch
eine Bewegung in die Ferngerade der Ebenen x = konst. In Punktkoordinaten muf3
sich der Zwanglauf (1) dann in der Form

cost —sint 0 d;
(8) x' =|sint costO|x+|d
0 0 1 ds;

darstellen lassen. Dieser Zylinderschrotung ist mit

x"\ _[cost —sin t\ [x d}
©) (y’) N (sin t cos t) <y) t (d’2>

ein Grundrifzwanglauf E[E’ in der Ebene z’' = 0 zugeordnet. E/E’ ist in unserem

" Fall so zu bestimmen, dafl gewisse zur y-Achse von E parallele Geraden Kreise
umhiillen. Die sind dann bekanntlich konzentrisch (vgl. [18]); ihren gemeinsamen
Mittelpunkt legen wir in den Koordinatenursprung von E’. Dann erhilt E[E' die
Normalform

x' cost —sint 0\ [x d;
(10) (y’) - (sin t cost 0) (y) + (—d’l cot t) ’

Der entsprechende rdaumliche Bewegungsvorgang ist dreiparametrig und besitzt
die Normalform

cost —sint 0 d}
(11) x ={sint costO|x+|—djcott];
0 0 1 d,
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mit freien Funktionen d}, dj € C*(I). In dualer Notation haben wir

cost + edysint —sint + edjcost di(l + ecott)
sint — edycost cost+ edysint di(cott + e)
d/
e —- 0 1
sin t

(12) G = G.

Die zur Ebene x = 0 parallelen Geraden g < X gehoren einem speziellen linearen
Komplex K an. Alle Geraden dieses Komplexes beschreiben bei X/2' Bahnregel-
flichen ®'(g), deren Erzeugenden von der festen Mittengeraden m'(g) = m'’

(13) M’ = (0,0, 1)

konstanten dualen Abstand besitzen. Wir fassen zusammen in

Satz 1. Die rdumlichen Zwangldufe Z/Z’ des euklidischen Raumes, bei denen
alle Geraden g eines im Gangsystem X festen Komplexes K < X Bahnregelfldchen
cli’(g) iiberstreichen, deren Erzeugenden von gewissen rastfesten Mittengeraden
m'(g) konstanten dualen Abstand besitzen, sind entweder duale Bricard-Bewegun-
gen oder lassen sich in der Normalform (11) bzw. (12) erfassen. In diesem Fall ist K
ein spezieller linearer Komplex, der alle zu einer gangfesten Ebene parallelen
Geraden umfaft.

3. Nun bestimmen wir alle jene Zwangldufe Z/Z’, bei denen alle Geraden g einer
in X festen Geradenkongruenz G von gewissen Miliengeraden m'(g) = X' konstan-
ten dualen Abstand behalten. Wenn die Fernpunkte der Kongruenzgeraden ein ganzes
Gebiet oder ein Kurvenstiick in der Fernebene des Gangsystems X erfiillen, muf}
2/2’ wie in Abschnitt 2 eine Zylinderschrotung sein. In diesem Fall wihlen wir eine
beliebige Gerade g = G und g, parallel g derart, daB die Ebene [g, g,] die bei
dieser Zylinderschrotung feste Richtung enthélt. Dann sind die Bahnregelflichen
<15'(g) und q')’(gl) kongruent und lassen sich durch Schiebung ldngs der rastfesten
Richtung ineinander {iiberfithren. Wenn daher diese Zylinderschrotung unsere
Geradenkongruenz G in der gewiinschten Weise bewegt, lassen sich im Gangsystem X
sogar die Geraden eines ganzen Geradenkomplexes K auf diese Art bewegen. Diese
Zwanglaufe haben wir bereits in Abschnitt 2 studiert.

Der verbleibende Fall ist der, daB3 unsere Geradenkongruenz G in verschiedenen
Biindeln paralleler Geraden enthalten ist. O.B.d.A. konnen wir uns auf die Unter-
suchung eines Parallelgeradenbiindels G beschrinken, dessen Richtung wir nach
geeigneter Koordinatenwahl in X in die z-Achse legen. Die z-Achse selbst soll G
angehoren. Nun kénnen wir nach geeigneter Koordinatisierung im Rastsystem 2’
die Mittengerade m'(z) der von der z-Achse iiberstrichenen Bahnregelfldche in die
z'-Achse legen:

(14) z...Z=(0,0,1), z..M(z)=(0,0,1).
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Weiters setzen wir voraus, daf
(15) Z' .M'(z) = cos @ = cos ¢ — e sin @

mit ¢ = konst. € [—7/2, +7/2] und ¢ = konst. € R gilt. Mit (7) haben wir dann
die Identitét

0
(16) cos ¢ — e sin ¢ = [A(t) — e D'(t) A(1)] (0 .M(z) =
1
0 0
= [A(t) — eD'(t) A(1)] [0]. {0
1 1

fiir alle t € I. Trennung von Real- und Dualteil ergibt unter Verwendung der Euler-
Winkel a, f, y die Bedingungen

17)  A(f) =
cosocos B — sinasin fcos @ —sinacosff — cososin fcos¢@ sin fsin @
= |cosasin f§ + sinacos fcos ¢ —sinasin f + cosacos ffcos @ —cos fsin @
sin « sin ¢ COS o sin @ cos @

sin (¢ + dy sin ff 4+ dj cos f) =0
W) i=o

mit gewissen off), B(¢) € C*(I). Nun sind offensichtlich zwei Fille zu unterscheiden:

Fall A: sin ¢ = 0. Die Matrix A(¢f) (17) stimmt dann entweder fiir alle t € I mit der
Einheitsmatrix iiberein oder erhdlt nach einem geeigneten Parameterwechsel die
Gestalt

cost —sint 0
(18) A(t) =|sint cost 0
0 01

2/’ ist damit entweder eine reine Schiebung oder eine Zylinderschrotung mit z
bzw. z' als fester Richtung. Beidemale miissen die Geraden g des z-parallelen
Biindels G in £ von den Mittengeraden m’(g) des z’-parallelen Biindels in 2’ konstan-
ten Abstand besitzen. Dies ist nur méglich, wenn Z/2’ sich in der Form

R cos t\| cost —sint 0 0
(19) X' =x+|Rsint] bzw. X' =|sint cost O} x+| 0
1) 0 o0 1 /(1)

mit f(t) bel. e C3(I), R = konst. € R darstellen 1aBt.

Im ersten Fall liegen Schiebungen langs auf Drehzylindern verlaufenden Bahn-
kurven vor. Im zweiten Fall handelt es sich um Umschwungbewegungen, bei denen
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mit [15] alle Geraden g = X auf Bahnregelflichen mit der gewiinschten Eigenschaft
fiihren. Die Mittengeraden m’(g) fallen in die Umschwungachse. Fiir die Schiebun-
gen haben wir in dualer Notation

1 e f(t) eR sin t
(20) G =| ef(r) 1 —eRcost)G.
eRsint —eR cost 1

Die Geraden G = (ed,, ed,, 1) des z-parallelen Biindels G beschreiben Drehzylinder
mit Achsen (Mittengeraden) m'(g)

ed,
(21) M'(g) = | ed,
1

Die durch g und m'(g) in den beiden Biindeln vermittelte Abbildung ist eine Kon-
gruenzabbildung.

Fall B: sin ¢ # 0. Aus Gleichung (17) folgt die Beziehung

(22) ¢ +dysinB +dicosf=0.
Das in X feste Biindel z-paralleler Geraden G wird durch
0 a,
(23) ' G=(0]|+ela,
1 0

beschrieben. Die einzelnen Geraden dieses Biindels iiberstreichen beim Zwanglauf
X[z’ mit (17) und (22) Bahnregelflichen, fiir deren Kriimmungsachsen wir zum
Zeitpunkt ¢ die Darstellung

0 —fcost + fsin t
(24) K(g,t)=|0)+e|—fsint — fcost

1 0
finden*), wobei abkiirzend
(25) f=f(t)=d;sina + dycosa und p(t) =1

gesetzt wurde. Dies ist moglich, weil (f) = konst. V¢ € R mit (17) Zylinderschrotun-
gen oder Schiebungen kennzeichnet. Das haben wir bereits in Abschnitt 2 bzw.
unter A abgehandlet.

Nun muB in (24) noch K'(g, t) von ¢ unabhingig sein. Differenzieren von (24)
liefert, daB dies genau dann der Fall ist, wenn

4) K’(g, t) wird am besten iiber die Beziehungen K'(g, ¢) . (dG’/dt) = K'(g, t) . (dZG'/dtz) =
= 0 und Re (K’(g, 1)) = (0, 0, 1) berechnet.
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3
(26) F+ o0 view
ar
und 4, 4, gilt.
Differenzieren von (25) liefert mit (26) die Bedingung
Pa 5 N . .
(27) i &> + d)(d, cosa — d,sin o) = 3dd(d, sin & + d, cos «)

Vte R und d,, d,, woraus wir

e
(28) d—3-—oc +a=30i=0 VteR
t

gewinnen.®) Damit sind hier wieder zwei Fille zu diskutieren:

Fall Bl: & = 0 Vte R. Hier gilt dann o = konst. Vt e R; die Bewegung wire
wieder eine Schiebung oder eine Zylinderschrotung. Das haben wir bereits in
Abschnitt 2 bzw. Fall A diskutiert.

Fall B2: d # 0, aber & = 0 Vt € R. Das bedeutet mit (28), daB}

{29) o= +t—L mit LeR
sein muB.
Die Mittengerade m'(g,) der Bahnregelfliche @'(g,) der Biindelgeraden g,
0 0
(30) Go=|0|+e|-1
1 0

berechnet sich mit (29) zu

0 sin (1 ¥t F L)
31) M/(go) = K'(go, ) = (0| + e | —cos (t T t T L)].
1 0

Sie ist genau dann von t unabhingig, wenn in (29) das obere Vorzeichen gewahlt
wird. Wenn wir nun iiberdies das Koordinatensystem im Rastraum Z’ so um die
z’-Achse drehen, daBl M'(go) (31) die x'-Achse trifft, erhalten wir zusétzlich L= 0.
Damit 148t sich unser Bewegungsvorgang Z/2’ in Punktkoordinaten durch

cos?t — sin* tcos ¢ —sintcos (1 + cos @) sintsin ¢
(32) x' =|[sintcos#(l + cosp) —sin*t + cos’tcos @ —costsing|x +
sin t sin ¢ cos t sin ¢ cos @

5) Der einzige Sonderfall tritt auf, wenn tan? ¢ = —1 gilt. Dies fiihrt aber nicht auf reelle
Bewegungsvorginge und interessiert uns daher nicht weiter.
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di

¢ — djcost
sin ¢
dy

4

mit d}, dj beliebig € C¥(I) erfassen.®)

Die Kriimmungsachsen K'(g, t) (24) der Bahnregelfiichen unserer Biindelgeraden
g € G (23) berechnen sich zu

0 — 6
(33) K(g,t)=|0)+e| 4,|=Ml(g)
1 0

und sind tatsichlich von ¢ unabhidngig. Das Biindel G der z-parallelen Geraden
g < X wird kongruent auf das z’parallele Biindel der Mittengeraden m’(g) abgebildet.
Der Abstand der Erzeugenden der Bahnregelflichen von den entsprechenden Mitten-
geraden berechnet sich zu ¢ und ist damit von der Wahl der Geraden g < G un-
abhdngig.

Da d und dj in (32) noch freie Funktionen sind, liegt sogar ein dreiparametriger
Bewegungsvorgang E/Z’ vor, bei dem die Geraden g des Biindels G < X stets von
den Mittengeraden m’(g) = X’ konstanten dualen Abstand behalten. Da der eine
Parameter d) aber die Biindelgeraden g = G nur in sich selbst verschiebt, wird jede
Gerade g = G bei Z[2’ jene Geradenkongruenz im Rastsystem 2’ durchlaufen, die
durch konstanten dualen Abstand von m'(g) gekenzeichnet ist. Die Geraden g = G
beschreiben damit bei 22’ die Geraden einer dualen Geradenkugel mit Mittengerade
m'(g).

Der zugehdrige sphérische Bewegungsvorgang Z*/Z *' ist aber bloB ein Zwanglauf'!
Fiir die Achsenkegel dieses Zwanglaufes finden wir die Richtungsvektoren’)

sin ¢ sin @ sin t sin @
(34) m = | —costsing| bzw. m = |costsing
.1+ cos g 1+ coseo

Die Achsenkegel sind somit kongruente Drehkegel mit den Gleichungen
(35) (x + y?) (1 + cos @)* = z?sin* ¢
(x* + ¥*) (1 + cos ¢)* = z*sin? ¢ ;

T*[Z* ist also eine symmetrische Drehkegelrollung. Wir fassen zusammen in

6) Die duale Darstellung dieser Bewegungsgleichungen benotigen wir hier nicht; sie wire
leicht aus der Formel (7) mit (32) zu gewinnen.

7) Siehe [4, S. 155].
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Satz 2. Die rdumlichen Zwangliufe 2|2’ des euklidischen Raumes, bei denen
alle Geraden g einer im Gangsystem festen Kongruenz G < X Bahnregelfidchen
@'(g) iiberstreichen, deren Erzeugenden von gewissen rastfesten Mittengeraden
m'(g) konstanten dualen Abstand besitzen, sind entweder duale Bricard-Bewegun-
gen oder Schiebungsvorgdnge mit auf Drehzylindern verlaufenden Bahnen oder
jene Bewegungsvorgdnge, die in der Normalform (32) erfafit werden. In den beiden
letzten Fillen besteht die Geradenkongruenz G aus allen zu einer festen Geraden g,
in X parallelen Geraden. Die Abbildung der Biindelgeraden g H go < 2 auf die
entsprechenden Mittengeraden m’(g) ist eine euklidische Kongruenzabbildung.

4. Im Fall B ist der sphirische Bewegungsanteil stets eine symmetrische Dreh-
kegelrollung. Es ist daher interessant, alle Zwanglaufe (32) zu bestimmen, die symme-
trische Schrotungen sind®).

Ein Zwanglauf X/2' mit Lagen X'(t) des Gangsystems im Rastsystem X’ wird
genau dann als symmetrische Schrotung angesprochen, wenn es in X’ ein festes
System £’ gibt, fiir das die Bewegung 5’ — X'(f) eine Drehung um eine Achse a'(f)
mit Drehwinkel  ist. Die Drehachsen a'(t) erfiillen fiir einen symmetrischen Zwang-
lauf X2’ eine Regelfliche ' < 5", die wir als Grundfliche der symmetrischen
Schrotung bezeichnen. Wenn wir das Rastsystem 2’ um die y’-Achse um 7 drehen,
ensteht ein System £’, in dem der Bewegungsvorgang (32) die Gestalt

—cos? t + sin? t cos @ sin t cos #(1 + cos ¢) —sin tsin ¢
(36) X' =| sintcos#(l 4+ cosp) —sin®t+ cos?tcos@ —costsing |x +
—sin t sin @ —cos t sin ¢ —cos @
—d
+ ¢ — djcost
sin t
—d,

annimmt. Nun ist wegen Spur(A(f)) = —1 und [4,4 f.] der Drehwinkel der Be-
wegung 5" — X'(t) gleich m; die Achse a’(f) besitzt den Richtungsvektor

—sint

"N —cost
(37) a() = 1 —coso

sin @
Der Bewegungsvorgang (36) ist mit [4,317 f.] genau dann symmetrisch, wenn

—d

(38) a’(f) . ¢ - fi1 costy 0o dj = (d1 — cos @) sin @
sin ¢ sin (1 — cos @)
—d,

8) Beziiglich der symmetrischen Schrotungen vergleiche man J. Krames [8]—[13] und [4,
317 f.].
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gilt. Die Drehathsen a'(f) enthalten die Punkte 3(—dj, (¢ — dj cos t)fsint, —dy)
mit d} aus (38). Die Pliickerkoordinaten dieser Geraden berechnen sich zu

(39) Dot * Po2 ' Po3 : P23t P31 P12 = —2sintsin®¢: :
: —2sin @ sintcost:2sin#(1 — cos @) : [¢(2 — sin? {(1 + cos ¢)) — 2d} cos t] =
:[2d; — ¢ cost(l + cos ¢)]sint: psingsint.

FaBt man ¢ und d als voneinander unabhingige Parameter eines zweiparametrigen
symmetrischen Bewegungsvorganges auf, so erfiillen die Geraden a’(t, dy) eine
Geradenkongruenz K', fiir die wir nach kurzer Rechnung die Gleichungen

(40) B'...2p;5(1 — cos ¢) = ¢po3sing und
C'...(p31 + P3o) (1 — cos @)? = p2,sin? ¢

finden, K’ liegt demnach im Schnitt eines linearen Geradenkomplexes B’ mit dem
quadratischen Komplex C’ und besteht aus allen jenen Geraden von B’, die gegen
die #’-Achse konstant geneigt sind. Als Brennflichen von K’ stellen sich einerseits.
die Fernkurve des Drehkegels

(41) (1 = cos @)* (X% + 7%) = 7%sin? ¢

als singuldre Brennlinie und der Drehzylinder
2

(42) ilz + 5512 = %

ein. Als Grundregelfliche I unserer symmetrischen Schrotung diirfen wir daher
jede Bischungsregelfiiiche wihlen, die den Richtdrehkegel (41) und die Zentraltorse
(42) besitzt. Die Zentraltangentenfliche IT' von I ist damit ebenfalls eine Bdschungs-
regelfliche (allerdings mit dem Richtdrehkegel (35)), deren Zentraltorse ebenfalls
mit dem Drehzylinder (42) iibereinstimmt. Da I’ bei einer symmetrischen Schrotung
bekanntlich (vgl. J. Krames [8]) mit dem Rastaxoid des Zwanglaufs iibereinstimmt,
sind auch Gang- und Rastaxoid°) so wie die Grundregelfliche I’ Regelflichen,
deren Erzeugenden von der z- bzw. Z' Achse konstanten dualen Abstand besitzen.

Die dualen Bricard-Beweungen'®) sind genau dann symmetrisch, wenn es sich um
Umschwungbewegungen handelt. Nun ist aber jede Umschwungbewegung eine sym-
metrische Schrotung; die Grundregelflache ist ein gerades Konoid, dessen eigentliche
Leitgerade in die Umschwungachse féllt. Wir haben damit den

Satz 3. Die symmetrischen Schrotungen des dreidimensionalen euklidischen
Raumes, bei denen alle Geraden g einer gangfesten Geradenkongruenz G Bahn-
regelflidchen iiberstreichen, deren Erzeugenden von gewissen rastfesten Mitten~

9) Die beiden sind ja kongruent.
10y Sie entstehen nach [15] durch Uberlagerung einer OLDHAM-Bewegung in einer Ebene n”
(zwei Kreise vom Radius 2R und R mit R e R rollen aufeinander) mit einer zu 7’ orthogonalen:
Schiebung. Symmetrische Bewegungsvorgénge stellen sich hier also nur fiir R = 0 ein.
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geraden m’(g) konstanten dualen Abstand behalten, besitzen entweder eine Regel-
fliche I'" mit derselben Eigenschaft oder ein gerades Konoid als Grundregelfliche.
Im ersten Fall sind Gang- und Rastaxoid kongruente Regelfiiichen, deren Erzeugen-
den ihrerseits von festen Mittengeraden m und ' festen dualen Abstand besitzen.
Alle zu m parallelen Geraden des Gangsystems fiihren auf die gewiinschten Bahn-
regelfldchen; alle ihre Mittengeraden sind zu w' parallel. Genau im zweiten Fall
werden sdmtliche Geraden des Gangsystems auf Bahnregelfldchen mit obiger
Eigenschaft gefiihrt.

Bemerkung 1. Die Grundregelfliche I ist bei ¢ & 0 genau dann eine Torse,
wenn es sich um eine Schraubtorse handelt. Die zugehorige symmetrische Schrotung
entsteht dann durch Abrollen einer Regelschraubfliche IT auf einem dazu kon-
gruenten Exemplar IT'.

Bemerkung 2. Wenn wir als Grundregelfliche I ein Drehhyperboloid wihlen,
erhalten wir als Achsenflichen zwei kongruente Drehhyperboloide. Die zugehdrige
symmetrische Schrotung ist ein Spezialfall der bereits von J. Krames [12] unter-
suchten symmetrischen Schrotungen mit einem einschaliges Hyperboloid als Grund-
regelfliche. Bemerkenswert ist, daf in unserem Fall jede zur Drehachse des Gang-
drehhyperboloides parallele Gerade des Gangsystems X eine Boschungsregelfliche
in 5 iiberstreicht, deren Zentraltorse Drehzylinder mit zur Drehachse des Rast-
drehhyperboloids paralleler Achse ist.
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Souhrn
PRISPEVEK KE KINEMATICE PRIMKOVEHO PROSTORU
OT110 ROSCHEL |

V é&lanku jsou nalezeny vSechny jednoparametrické pohyby 3-dimensionalniho euklidovského
prostoru, pfi kterych kazda pfimka z dvou- nebo tfiparametrického systému ptrimek hybné
soustavy opisuje pfimkovou plochu, jejiZ tvotici pfimka ma konstantni dualni vzdéalenost od dané
primky pevné soustavy.

V 3-parametrickém pripadé je ukazano, Ze se jedna o duélni Bricardav pohyb nebo o speciilni
cylindricky pohyb, zatimco v 2-parametrickém pfipadg jsou to navic je§t& pohyby, jejichZ sféricka
Cast je symetricky cyklicky pohyb. Ve zkoumané t¥id€ pohybu jsou pak charakterizovany syme-
trické pohyby. Pritom se ukazuje, Ze Kramesova zakladni plocha uvaZovanych cylindrickych
pohybu je budto pfimy konoid nebo pfimkova plocha, jejiZ tvofici pfimka ma konstantni dualni
vzdalenost od dané primky.

Pesiome
3AMEYAHUE O KUHEMATHUKE JIMHEMYATOI'O ITIPOCTPAHCTRA
O1T0 ROSCHEL

B craTbe HaiiIeHBI BCS OMHONAPAMETPUYECKYUE IBIDKEHHA 3-MEPHOIO €BKIMIOBA IIPOCTPAHCTBA,
y KOTOPBIX KaXJas NpsAMasi U3 [BY- WIM TPSXNAPAMETPHYECKON CHCTEMBI IIPSAMBIX HOABIKHOTO
NPOCTPAHCTBA MOPOXIAET IOBEPXHOCTD, 00pasyroLIast NpsAMas KOTOPOi UMEET MOCTOSHHOE Iya b=
HOE€ PACCTOSIHHE OT NAHHOK IPSIMO¥ HENOABHXHOIO IPOCTPAHCTBRA.

B 3-mapaMeTpUyYEKOM CiIyyae MOKA3bIBAETCS, YTO TH IBUKEHHs SABISAIOTCS IYaJIbHBIMU IBHKE=
HussMHE BpHKapia WM CHELHAJbHBIME LUJIMHADUYECKUMH IBWXEHHAMH. B IBynapaMeTpuyekoM
ClTyyae UMEIOTCA elle AB¥KEHUs, ChepuYecKast YacTh KOTOPBIX €CTh CHMMETPHYECKOE LMKIHIECKOE
IBUWXeHHe. B paccMaTpuBaeMOM KJIacCe IBYDKEHMI IIOTOM XapaKTEPH30BaHBI CHMMETPHYECKHE
nBwxenns. IIpH 3TOM INOKa3bIBa€TCs, YTO OCHOBHAs JMHEHYaTas moBepxHOcTh Kpameca 3THX
LIUIMHADAYECKUX IBYKEHMI €CTh MJIHM NPSAMOM KOHOMA MJIM MOBEPXHOCTB, Y KOTOPOH obpasyromast
npsiMas UMeeT HOCTOAHHOE AyaJIbHOE PAacCTOSIHUE OT JaHHOMK UPAMOMH. .

Anschrift des Autors: Doz. Dr. Otto Roschel, Institut fiir Geometrie TU Graz, Kopernikus-,
gasse 24, A-8010 Graz, Austria.
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