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SUR UNE APPLICATION DE LA THEORIE DES
CORRESPONDANCES DEVELOPPABLES DE E. CECH

o -
Karer SvoBopa, Bryo

Présenté le 14 Septembre 1965

Le but de ce mémoire consiste dans des études plus détaillées des
correspondances développables entre deux congruences de droites
plongées dans des espaces symplectiques & une dimension impaire
quelconque. Ces études ont pour base la théorie développée par M. E.
Cech dans son travail [1] dans le cas des congruences non-paraboliques
d’un espace projectif & trois dimensions. Dans ce qui suit, nous nous
proposons de montrer qu’il est possible de définir, méme pour les con-
gruences de droites dans des espaces symplectiques a une dimension
quelconque, les déformations spéciales, qui ont été considérées par
E. Cech dans le cas mentionné, et de déduire leurs propriétés essentielles.

Ce travail prend pour point de départ les résultats du mémoire
antérieur [2] qui a été consacré & I’étude de la déformation symplectique
du second ordre des congruences en question.

1. Soit L une congruence non-parabolique de droites plongée dans
un espace symplectique Sp,, ; & 2n — 1 dimensions (n = 3). On peut
associer, & une droite quelconque de L, un repere mobile formé de 2n
points linéairement indépendants 4,, ..., A,, de maniére que les
équations fondamentales de la congruence L ont la forme

. . .
(1.1) d4; = wl4; (., 9 =1, ..., 2n),
les coefficients w! étant exprimés, d’apres les résultats du mémoire [2],
par les relations
(1.2) wi =10, wl=0, 0w =0, 0}=0,

W} = awy, w8 = baw,,

2 1_

wf = a0, — %y, 0 = iy — Py,

W5 = QW — 00y, W = bfywy — frey,

0 = ayw; — bayw,, ©F = Pywy — afyw,,
(l)gu__l = O, wga =0 (0! = 1,2; ﬁ = 2a + 3, - .,27&),

wl = ylwy, o} = Y, (=17, ...,2n),
ot ‘

(1.3) 0, = 0}, w, = wh.



34

-On a, en outre, les relations symplectiques
(1.4) o} + 03 =0, 0} 4 wf =0, of + v} =0,
0l = —w,, 0} =—w,, 0} = —bw,, = —aw,,
wi=0, 0}=0, 0}=0, w}=0,
w%"“ =0, wﬂ——-O (x =1,2; ﬂ—2<x+3 ., 2n),
wi = yegk70)2’ (U- = —‘ykﬁgx’wl (_7, k == 7 2 ).
11 faut supprimer, dans les systémes précédents (1.2) et (1.4), les équations
qui expriment les formes w} pour ¢,j > 6, si n = 3.
Toutes les considérations qui suivent s’appuient sur la supposition
que les fonctions a, b, a;, f; (1 =0, ..., 3) soient différentes de zéro.

Les équations de Pfaff (1.2) ont pour conditions d’intégrabilité les
relations extérieures quadratiques

(1.5) [wy(da + a . o} — 208 — wf)] = 0,
[wy(dd + b . 0% — 2w} — wg)] = 0,

[w,(day + &y - @F — w3)] — [wy(dag 4 o - 20§ — ’U% - “’4)] =0,

a[oy(day + @ - 0f — 0§)] — [wa(day + o . 0 — @] =0,
[wy(dag + o5 . w1 — 03 — wf + wf)] — blwy(de, + % - wf— w5)] =0,
[wy(dBo + Bo - 200} — wf — ws)] — [wy(dfy + 131 o] — a)4)] =0,
[wy(dBy + B - _aZ—— 03] — blwy(df, + B - w3 - wﬁ)] =0,
afwy(dfy + B2 . @03 — w§)] — [wy(df;y + fs - wz — i + 0 —wf)] =0

et, en outre, dans le cas de n > 3, les relations ultérieures

(1.6) [wy(dyi + 7] . 0} — 0§ — of + Yio])] = 0,
[wo(AY] + ¥} - 0} — 0f — wf + YEof)] =0
(. k=1,...,2n).

Comme d’habitude, nous introduirons le symbole ¢ pour indiquer
une différentiation relative au changement des parameétres secondaires
et nous poserons wi(d) = ef. Cela étant, on a, d’aprés (1.3) et (1.5),
en particulier :

1.7)  dwy, = (¢} —ed) w,, by = (€2 — €f) wy.
Oa = —(e} — 2 — e}) a, Ob = —(e3 — 2¢f —€f) b,
dag = —(2ef — €] — €3) &y, Ofy = —(2e} — e —€3) By,
doy = —(e§ — €f) oy, 0p, = el —e3) B,

6“2 B3 ——(eﬁ— eg) ag,- aﬁz 63 - 86 ﬂz
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et il en résulte, d’aprés (1.2),
(1.8) dwi = (ef — €3) w'f, dwj = (e — ef) w},
dwh = (e3 — ef) wh, OSwd = (et — ed) wl.

Les équations (1.7) et (1.8) montrent que les formes différentielles
quadratiques

— 2.1 e 4 .3
(L.9) P = W03, Y = gy,
2,3 . 1.4
= WyWiw§ f, = w0303
1 ’ Je — ’
@, Wy
2 1
__ Wy _ Wy
gl - 4° 92 - 3
W, w3 Wy

sont invariantes. En suivant les idées principales de E. Cech [1] nous
appelerons @ la forme ponctuelle, y la forme planaire, f; la premiére
et f, la seconde forme focale, g, la premiére et g, la seconde forme asymptoti-
cale de la congruence L. En outre, nous appelerons élément linéaire
symplectique de la congruence L I’ensemble des formes ¢, v, fi, fs,

91> G2-
Comme les formes en question sont liées par les identités

(1.10) oy = fife, fi= wglzis fzz'qi: Y92,
92 9
I’élément linéaire symplectique est déterminé parfaitement par trois
des formes considérées.
2. Une congruence L d’un espace symplectique Sp,, ; se trouve
définie, d’aprés (1.2), (1.3) et (1.4), par le systéme suivant d’équations
différentielles

(2.1) d4, = wid, + w34, + w,4,,

d4, = wid, + wid, + wyd,,

dd4; = —w,4, + w3d; + w4, + awd;,

d4, = o — w4, + wid; + oid, + bwydg,

ddy = — bwy A, + 03d; + wfdg+ Viw,4;
dA4g = —aw A, + wfds + 0§dq+ vewedy
dAi = Vegnsz —ysgnwlA + thi

(i:J = 7a 2")

dans lesquelles il faut supprimer, dans le cas de n = 3, les membres
qui contiennent les points 4,, ..., 4,, et de substituer 3 w}, w}, wf,
i, wf, o d’apres (1.2). : :
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Outre la congruence L, nous allons considérer une autre congruence
non-parabolique L’ qui se trouve plongée dans un espace symplectique
Sps,_1- La congruence L’ soit déterminée par un systéme d’équations
" différentielles qui s’obtient de (2.1) en y désignant par un accent toutes
les expressions relatives a L' ‘

Supposons que les droites des congruences L et L’ se correspondent
dans une correspondance développable C' portant chaque surface
développable de L dans une développable contenue dans L’. En posant

(2.2) Ti=of—o] (Gj=1 ..., 2n)

on peut définir, sans restreindre la génémlité, la correspondance envi-
sagée (' par les équations différentielles

(2.3) =0, T =0
qui entrainent, d’apreés [2], les relations
(2~4) ‘[]1 = ——~—‘[,'§ = ’[% == ——:ri'

En vue des recherches suivantes, considérons tout d’abord une
transformation symplectique H entre les espaces Sp,, ; et Spy, ;,
qui réalise un contact analytique du premier ordre des congruences
L et L'. 1l est démontré dans le mémoire [2] que, pour chaque couple
de droites correspondantes des congruences L et L', ils existent des
transformations symplectiques H jouissant des propriétés énoncées et
que ces transformations tangentes & la correspondance C sont exprimées
par les équations

(2.5) HA, = o4,, HA, = 024;, HA,; = pA;, HA, = o714,

HA; = dlA] (i,j=5,...,2n),
ol g est une fonction différente de zéro ‘et les al satisfont aux relations
(2.6) o oajdg,, =gy (6,J,r.s=5,...,2n)

Maintenant, nous allons borner les transformations tangentes & C
en démandant qu’elles réalisent un contact analytique du premier
ordre des systémes réglés engendrés par les droites [A,4,] et [4;44].

On a, d’apres (2.1),

d[4;4,] = —wy[4,4,] + oy[dA45] 4 bwy[4;4(] — aw,[4,45]
et il en résulte, en vertu de (2.5),
@7)  H[4;4,] = [4;4]),
Hd[A 344l = d[A34,] + ebwaj[A3A]] — b'wy[A5Aq) —
—p 1aa)1a[AA]—|—aw1[AA5] (j=5,...,2n).
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Les suppositions faites au sujet des transformations tangentes H
entrainent donc les relations

(2.8) aal = pa’, al =0, al=0, af =0, bad = oW, af =0
G="1,...,2n)

les équations qui expriment aj, a} étant & supprimer si n = 3. En
tenant compte de (2.6), on peut spécialiser les repéres associés aux
congruences L et L’ de maniére que

(2.9) @ =a, b =b.

Cela étant, les transformations symplectiques H gui réalisent un
contact analytique du premier ordre des congruences L et L’ et simul-
tanément des systémes réglés ([As4,]) et ([4;47]) se trouvent déter-
minées, d’aprés (2.5), (2.8), (2.9), par les équations

(210) HA, = oA}, HA, = 9-'4;, HAy = A}, HA, = ¢-'4],
HA, = A,, HA, = o'4;, HA; = did] (i,j=1,...,2n),

le groupe d’équations écrites en dernier lieu étant a supprimer si n = 3.
Pour abréger, nous appelerons la transformation tangente H qui jouit
des propriétés mentionnées transformation canonique tangente i la
correspondance C.

3. Au sens des recherches de E. Cech, nous introduirons les définitions
suivantes:

Une correspondance développable C entre deux congruences L et L’
s’appelle 1° déformation ponctuelle, 2° deformation planaire, 3° déformation
focale de premiére resp. seconde espéce, 4° déformation asymptoticale de
premiére resp. Seconde espéce, si les congruences L et L’ jouissent de la
propriété d’avoir la méme 1° forme ponctuelle, 2° forme planaire,
3° premiére resp. seconde forme focale, 4° premiére resp. seconde forme
asymptoticale. ;

Dans ce qui suit, nous allons nous occuper des conditions nécessaires
et suffisantes pour que les congruences L et L' en question soient en
déformation d’'un des types mentionnés. Pour cela, considérons les
correspondances ponctuelles 4, > A7, 4, > A;, Ay > Ay, 4, > A,
déterminées par la correspondance C entre les surfaces engendrées
par les points en question.

On a, en vertu de (2.1) et (2.10), pour une transformation canonique
tangente quelconque

(3.1) HA, =d;, Hdd,=d(ed)) + (.) 4] + (¢7'wi— ew'}) 4,
HA, = ¢'4;, Hd4, =d(e7'4) + (.) 45 + (ew} — 070} 4;,
HAy = gA;, HdA,=d(ed;) + (.) 45 + (07'wf — ew'}) 44,
HA, = g7'4;, HdA, = d(e14,) + (.) 44 + (ewi—p~w'3) A4;.

-
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Cela étant, on voit immédiatement que ¢ = ¢’ si et seulement si les
deux premiéres équations du systéme '

oo o 4 __ —
(3.2) o'} = 0%}, 0} = %0}, 0§ =0 %w], v’} = 0w}

sont vraies et que les conditions nécessaires et suffisantes pour I’egalité
des autres formes invariantes (1.9) peuvent étre exprimées par les
couples convenables de relations (3.2). Or, on a, d’aprés (3.1), ¢ = ¢’
si et seulement si une transformation canonique tangente réalise un
contact analytique du premier ordre entre les surfaces (4,) et (4;),
(4,) et (4;). Comme les résultats analogues sont valables méme pour
I’égalité des autres formes (1.9), on peut caractériser les déformations
signalées plus haut par les affirmations suivantes:

Une correspondance développable C entre les congruences L et L' est
une 1° déformation ponctuelle (p = ¢'), 2° déformation planaire (p = y’),
8° déformation focale de premiére espéce (f, = f,) resp. de seconde espéce
(fa = fa), 4° déformation asymptoticale de premiére espéce (g, = g;) resp.
de seconde espéce (g, = ¢3), St et seulement st, pour un couple quelconque
de droites correspondantes de L et L', il existe au moins une transformation
symplectique canonique, tangente & Tla correspondance C (c’est-d-dire une
transformatwn tangente aux correspondances [4,4,) — [4143], [434,] —
>[4 A4]) qui est simultanément tangente aux correspondances 1°4, > A4,,
4, —>A2, 2° 4, > A3, A, —>A4,3°A — A7, A, > Aj resp. A2~>A2,
Ay > Ag, 4° A, —->A1,A - Ag resp. A, —>A2,A —>A

Remarquons qu’il est. possible de remplacer la surface (Aa) resp. (4,)
par la surface (A4,) resp. (4;) considérée comme enveloppe des plans
focaux [A4,4,4,] resp. [4,4,4,]. Cela permet de formuler les résultats
précédents sous une forme qui ne différe pas essentiellement des résultats
relatifs aux congruences de droites dans des espaces projectifs & trois
dimensions (v. [1]).

Nous décrirons encore une autre signification géométrique des dé-
formations focales et asymptoticales.

On obtient de (1.5) par un calcul facile

(33) d[4,4,] = (0} + 0f) [4,4,] + 0§4,4,] + aw,[4,4,] + w}[4,4s),
' d[4,4,] = —w,[4,4,] + wi[4;,4;5] + (0} + o}) [4,4,] +
+ bwo[A,44] + w%[AZAA] + o,[454,]

de sorte que I’'on a, d’aprés (2.9), pour une transformation canonique
tangente H quelconque
@ 3) H[Aan] = 0%[4;4;], HA[4,44] = d(ez[AlAsl) + () [4:45] +

: + (0§ — o’w'}) [414¢] + (0 — o*w'}) [4545),

H[AlAd] = [4;4;], Hd[4;4,] = d[AlAd + () [4:44 +
+ (0} — 0} [4 1435] + (%0 — o’ P[44,
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Les relations précédentes (3.4), ainsi que les relations analogues pour
les systémes réglés engendrés par les droites [4,4,] et [4,4,] permettent
done d’énoncer les théorémes suivants:

Une correspondance développable C entre les congruences L et L' est
une 1° déformation focale de premiére resp. seconde espéce, 2° déformation
asymptoticale de premiére resp. seconde espéce, si et seulement si, pour
un couple quelconque de droites correspondantes de L et L', il existe au
moins une transformation symplectique canonique, tangente & la correspon-
dance C, qut est simullanément tangente aux correspondances 1° [A,A4,]—
- [A{A]] resp. [A,4,] — [A,A44), 2° [A,4,] — [A14;]] resp. [4,4,] —
- [4;4,].

4. I1 a été démontré dans notre mémoire antérieur [2] que les .*
congruences L et L' se trouvent en déformation symplectique du second
ordre si et seulement si I'on a (2.9) et 8’il existe une fonction o # 0
qui satisfait aux équations (3.2). On en obtient immédiatement le
résultat suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour la déformation symplectique
du second ordre d’une congruence non-parabolique d’un espace symplectique
a 2n — 1 dimensions est Uinvariance de son élément linédaire symplectique.

En comparant les conditions nécessaires et suffisantes pour les dé-
formations introduites dans ce travail et celles pour la déformation
symplectique on obtient 1’affirmation qui suit:

Les congruences L et L' étant en déformation symplectique du second
ordre, elles sont en méme temps en déformation ponctuelle, en déformation
planaire, en déformation focale de premiére et de seconde espéce et en
déformation asymptoticale de premiére et de seconde espéce. Inversement, st
les congruences L et L' sont en trois de ces sixz déformations, elles sont
ausst en déformation symplectique du second ordre.

5. Les conditions analytiques pour les déformations étudiées consistent
dans I’existence d’une fonction ¢ 5 0 qui satisfait & un couple convenable
de relations (3.2). Cherchons les conditions d’intégrabilité de ces deux
relations et, pour cela, écrivons les différentielles extérieures des équations
(3.2).

On obtient, en vertu de (2.4), les relations extérieures quadratiques
que I'on peut ramener par un calcul facile & la forme

o [aft e fafse e

et - [

Pour chacune des déformations en question, nous ne considérons dans ce



40

qui suit que le cas général exprimé par la supposition

(5.2) %@- + 7 0.

Rappelons que les courbes, qui se trouvent situées sur la surface
focale (4,) resp. (4,) et appartiennent au complexe absolu K, sont
déterminées par P’équation différentielle w? == 0 resp. w} = 0. Les
courbes en question s’appellent, d’aprés [2], courbes complectiques
des surfaces focales de la congruence L. On voit facilement de (2.1) en
vertu de (1.2) que les tangentes des courbes w§ = 0 resp. w} = 0 sur
la surface (A;) resp. (A,) appartiennent aussi au complexe K. Les
courbes mentionnées apparaissent ainsi comme courbes complectiques
des surfaces en question. Cela étant, nous nous proposons de démontrer
les résultats suivants:

Les congruences L, qui admettent la déformation 1° ponctuelle, 2° planazre,
3° focale de premadre resp. seconde espéce, 4° asymptoticale de premiere
resp. seconde espéce, jourssent dans le cas considéré de la propriété que
les courbes complectiques situées sur les surfaces 1° (A4,) et (4,), 2° (44) et
(4y), 3° (Ay) et (4,) resp. (4,) et (4;), 4° (4,) et (Ay) resp. (4,) et (4,)
se correspondent, les unes aux autres, dans une correspondarce ponctuelle
qui se trouve déterminée entre les surfaces en question par la congruence L.

La démonstration de la proposition précédente découle facilement
de (5.1) et (5.2). En effet, les congruences L et L’ étant, par example,
en déformation ponctuelle, les relations écrites dans la premiére ligne
de (5.1) ont lieu. On en déduit, en se basant sur (5.2), que [wiwi] = 0.
Or, cette dépendance des formes w?, w% entraine que les courbes
complectiques des surfaces focales (4,) et (4,) de la congruence L se
correspondent mutuellement. La démonstration des affirmations relatives
3 une des autres déformations considérées’ est tout-a-fait analogue.

En terminant, nous allons prouver le théoréme suivant qui concerne
la question de la généralité et de I'existence des congruences admettant
une des déformations envxsagées

Les congruences L qui admettent la déformation 1° ponctuelle, 2° planaire,
3° focale de premié're resp. seconde espéce, 4° asymploticale de premiére

_ resp. ‘seconde espéce existent et elles dépendent d’une fonction arbitraire

de deux variables.

Pour abréger, nous démontrerons le résultat précédent dans le cas
de la déformation ponctuelle en laissant de coté la démonstration des
affirmations résiduelles. D’aprés ce qui précéde, on a, pour une congruence
L qui admet la déformation ponctuelle, [wiw}] = 0 de sorte que les
formes w?, w} sont liées par une relation linéaire. Or, on vérifie facilement
en vertu de (1.2) que cette relation a la forme

(5.3) ’ oy} + o} = 0.
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La congruence L en question se trouve ainsi définie par le systéme
d’équations différentielles (1.2), (1.4), 'équation qui exprime la forme w}
étant remplacée. par la relation (5.3). Les conditions d’intégrabilité
du systéme mentionné sont exprimées par les relations extérieures
(1.5), (1.6), la relation qui se produit par la différentiation de I’équation
exprimant la forme w} dans (1.2) étant remplacée par la relation

[w}, xo(dfy + By @%*:55 — Ai(day + 2y . 2003 — ‘U% —o})] =0

déduite par la différentiation extérieure de (5.3). Il en résulte que le
systéme considéré est en involution et que sa solution la plus générale
dépend d’une fonction arbitraire d’une variable.
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