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SUR LA SUITE DE LAPLACE DE L’ESPACE A CINQ
DIMENSIONS ASSOCIEE A UNE SURFACE

LUCIEN GODEAUX (LIEGE)

(Présenté le 13 Mars 1970)

Dans des travaux antérieurs [!] nous avons associé & une surface
de l'espace ordinaire une suite de Laplace L d’un espace Ss & cing
dimensions. La suite L est déterminée par les points de ’hyperquadrique
@ de Klein de Ss qui représentent les tangentes asymptotiques en un
point & la surface (x) considérée. Cette suite de Laplace L est autopolaire
par rapport & I’hyperquadrique @ et nous en avons déduit P'existence
d’une suite de quadriques @, @1, @2, ... attachée & chaque point x
de la surface (), la premiére étant la quadrique de Lie. Deux quadriques
consécutives de cette suite se touchent en quatre points qui sont caracté-
ristiques pour chacune des quadriques.

Nous avons cherché dans quelles conditions les asymptotiques de
Penveloppe d’une quadrique @* correspondaient & celles , v de la surface
(x).(2 Nous reprenons cette question dans cette note pour simplifier
nos démonstrations, pour préciser les résultats et les compléter sur
quelques points.

1. Soit (x) une surface non réglée de ’espace ordinaire S3 rapportée
3 ses asymptotiques u, v. Les coordonnées normales de Wilezynski d’un
point = de la surface (z) satisfont & un systéme d’équations aux dérivées
partielles complétement intégrable

Ty + 2bxy P,x =0, Zyy + 202y + p'x = 0:.

ot a, b, p’, p” sont des fonctions de u, v différentialles autant de fois que
cela est nécessaire. Les fonctions @, b ne sont pas identiquement nulles
puisque (z) n’est pas réglée.

Désignons par @ ’hyperquadrique d’un espacee Ss & cinq dimensions
dont les points représentent les droites de S3. Soient '

U=|zz,]|, V=|zxy|

les points de @ qui correspondent aux tangentes asysptotiques xzy, x,
en un point z de la surface (). Nous avons

Uy + 26V = 0, Vo + 2aU =0

et les points U, V sont transformés de Laplace 1'un de l’autre.
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Les points U, V sont consécutifs dans une suite de Laplace
LL,on, UL, V, VY, L, Ve, . (L)

ou chaque point est le transformé du précédent dans le sens des wu.
Nous supposerons que cette suite L est illimitée dans les deux sens et
qu’en dehors des points U, V, aucun de ses points n’appartient a 'hyper-
quadrique Q.

L’hyperplan tangent & @ au point U est UlUVV1V2 et I’hyper-
plan tangent & @ au point V est U2ULUV V1L La suite L est auto-
polaire par rapport & @ en ce sens que ’hyperplan polaire du point Ui
est Vi-1pi-2Vipi+1yi+2 et que I'hyperplan polaire du point V¢ est
Ut-1gs—2 [ Ji+1Ji+2,

2. Rappelons quelques propriétés déja établies dans nos travaux
précédents.

Les plans UnUn+1Un+2 et VnPn+1Pn+2 gont conjugués par rapport
3 @ et coupent cette hyperquadrique suivant deux coniques dont les
points représentent les génératrices rectilignes des deux modes d’une
quadrique non conique @”. Nous avons ainsi une suite de quadriques
D, P, ..., D, ... attachée au point x de la surface (), la premibre,
qui correspond aux plans UU1U? et VV1V2 étant la quadrique de Lie.

Deux quadriques consécutives de la suite se touchent en quatre points
qui sont caractéritiques pour chacune des quadriques. L’enveloppe des
quadriques @» se compose donc de deux nappes, l'une commune & ’en-
veloppe des quadriques @%-1, 'autre commune & I'enveloppe des quadri-
ques @n+1,

Dans le cas de la quadrique de Lie, on sait que la surface (z) fait
partie de I’enveloppe comptée quatre fois.

3. Soient C1, (2 les points de rencontre de la droite V»Vn+t avec @
et D1, D2 ceux de la droite UnUn+1,

Les tangentes C1C}, C2C% aux lignes v des surfaces (C1), (C2) appartien-
nent au plan Va+1ynyn-1 et se coupent en an point 4. L’hyperplan
polaire de A passe par les point C1, 2 donc par les points V», Vn+1 et
contient le plan Un+1Un/n-1, ¢’est donc ’hyperplan UrUn+1pn+1ynyn-1,

Les tangentes D1D., D2D} aux lignes u des surfaces (D1), (D?) ap-
partiennent au plan UnUn+1Un+2 et se coupent en un point B. L’hyper-
plan polaire de B contient les points V#+2, Pa+l Yn Un+1 [n,

Il en résulte que I’espace polaire de la droite AB est UnUn+1ynyn+1,

Les tangentes 01C%, C2C% aux lignes u des surfaces (C1), (C?) appartien-
nent au plan V#Vn+1yn+2 et se coupent en un point 4’ dont I’hyperplan
polaire contient les points U, Un+1, Unt2, Vn, Yn+1,

Les tangentes aux lignes v des surfaces (D1), (D?) sont dans le plan
Un/n+1Un+2 et se rencontrent en un point B’ dont I’hyperplan polaire
est VnVn+1Vn+2UnU"+1.
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L’espace polaire de la droite A'B’ est donc UrUn+1ynyn+1 et par
conséquent les droites 4B et A'B’ coincident.

Les plans tangents aux points de renconire avec Uhyperquadrique Q des
droites UnUn+1 et VnVn+1 passent par une méme droite,

Les points 4 et B et les points A’ et B’ sont conjugués par rapport & Q.

Aux points C1, 02, D1, D2 correspondent dans 83 quatre droites ¢, c2,
dt, d? formant un quadrilatére gauche T' dont les sommets (ct, dt),
(c1, d2), (c?, d1), (2, d?) sont des points caractéristiques de la quadrique @».

Aux points de rencontre G, G2 de la droite AB avec @ correspondent
deux droites g, g2 qui rencontrent chacune des quatre droites ct, c2,
d1, d2 car les droites joignant les points 1, G2 aux points C1, C?, D1, D?
appartiennent & Q. Il en résulte que les droites g1, g2 sont les diagonales
du quadrilatere 7'.

4. Les points 4, B, A’, B’ sont-ils distincts. S’il en est autrement,
le point A’ ne peut coincider qu’avec le point B et alors le point B’
coincide nécessairement avec le point A4.

Placons nous dans cette hypothése. Le point 4 appartenant aux
plans Va+t1yayn-1 et UnUn+1Un+2, son dérivé A4, appartient aux plans
Untinn-1 et VrYnt+iPn+2, Par conséquent la droite 44, passe par
le point B. Donec, le transformé de Laplace du point A est le point B.

On démontre de méme que le transformé de Laplace de B dans le sens
des v est le point 4. Il en résulte que les points 4, B sont consécutifs
dans une suite de Laplace

vy Am, ..., AV A, B, B, ..., Bn, ... (o

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u.

Le point 4 appartenant aux plans Va+1pnyn-1 et Un{n+1/n+2, son
transformé de Laplace A! dans le sens des v appartient aux plans
Vnyn-1Yn-2 et Un+1n+27n+3, Et ainsi de suite.

Le point Af appartient aux plans

UnHUn+t+1n+i+2 ot  Pa—t+1Pn—Pn—i-1

et le point B¢ aux plans
Vo+iPnti+1 Potitz o Un—i+1Ja—in—i-1,
Pour i = n, on voit que le point A" appartient aux plans U2a{J2n+1{j2n+2
et V1VU. Plus généralement, le point 4»+i appartient aux plans
UmHAymHHm+i+2  of [Ji-2[i-1U4,
Le point B” appartient aux plans V2rpan+1y2n+z et UIUV. Le point
Bn+t appartient aux plans
Vantpntitifantit2  of  yi-2yi-1yi,
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On voit que le plan déterminé par trois points consécutifs de la suite L
contient deux points de la suite .27 et que celle-ci est illimitée dans les
deux sens. )

Appelons avec Demoulin ligne brisée de Laplace I’ensemble des droites
joignant deux points consécutifs d’une suite de Laplace et, d’une maniére
analogue, polyédre de Laplace & faces triangulaires Pensemble des plans
déterminés par trois points consécutifs d’une suite de Laplace.

Lorsque le couple A’'B’ coincide avec le couple AB, les pomts A, B sont
transformés de Laplace Uun de Uauire et appartiennent ¢ une suite de
Laplace oA doublement inscrite dans le polyedre de Laplace & faces tnan-
gulaires associé & la suste L..

On remarquera que les points A¢ et Bf sont con]ugues par rapport
& ’hyperquadrique @, mais qu’il n’en est pas de méme des points A¢
et Bit1,

- 5. Recherchons dans quelles conditions les asymptotiques de la surface
(ct, d1) sont les courbes u, v. Cela revient & chercher dans quelles con-
ditions il existe un point AC! -+ uD! de la droite C1D! dont la tangente
3 la ligne u (ou v) coincide avec cette droite.

La tangente & la ligne u de la surface (AC! + uD) au point ACt + uD1
passe par le point

(ACY + uDY)y = AGL + uDL~+ AuCt + pu D!

et pour notre objet, il faut que pour une valeur de u, v, ce point appar-
tienne & la droite C1D1. Cela n’est possible que si la droite CLD} rencontre
la droite C1D1. Mais alors, les droites C1CL et D1D. sont dans un méme
plan et se rencontrent en un point qui ne peut étre que le point B,
coincidant avec 4’. '

On établit de méme si la tangente & la ligne v en un point, de la droite
C1D1 coincide avec cette droite, les droites C1C} et D1D! sont coplanaires;
elles se rencontrent au point 4 qui coincide avee B’. L’existence du point
considéré résu]te d’ all]eurs du fait que si 4’ comclde avec B, B’ coincide
avec 4.

On conclut de tout ceci que s'il existe sur la droite 01D1 un point. X
tel que la droite XX, coincide avec C1D1, il existe un point Y tel que
la droite Y'Y, coincide avec la méme droite. Les points X, Y sont
transformés de Laplace I'un de I'autre et les asymptotiques de la surface
(c1, d1) sont les courbes u, v.

On remarquera que dans ces conditions, les courbes u, v sont également
les asymptotiques des surfaces engendrées par les autres sommets du
quadrilatére 7'

- La condition nécessaire et suffisante pour que les asymptotiques de la
surface engendrée par un sommet du quadrilatére gauche T soient les
courbes u, v est que les points A’, B’ coincident avec les points A, B. Les
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courbes u, v sont également les asymptotiques des surfaces engendrées par
les autres sommets du quadrilatére T.

Les points X, Y déterminent une suite de Laplace. Les tangentes aux
lignes % aux points de la droite C1D! se trouvent dans le plan C1DB,
donc le point Y, se trouve dans ce plan, de méme que le transformé de
Laplace Y1de Y dans le sens des u. De méme le transformé de Laplace X,
de X dans le sens des v appartient au plan C1D14. On voit donc que
le point A appartient au plan X1XY et le point B au plan XY Y1, done:

La suite de Laplace o est inscrite dans le polyédre de Laplace a faces
triangulaires associé & la suite de Laplace déterminée par les points X, Y.

6. Comme nous ’avons rappelé I'enveloppe des quadriques @* se
compose de deux nappes: I'une formée par les quatre surfaces lieux des
sommets du quadrilatére gauche 7', 'autre faisant partie de I'enveloppe
des quadriques @n+1, lieu des quatre points de contact communs & @,
@n+1,

Supposons que les asymptotiques des huit surfaces qui composent
Penveloppe des quadriques @ soient les courbes u, v. Les points 4’ et B’
coincident avec les points B et 4 et de plus les tangentes aux courbes v
aux points de rencontre de @ avec les droites Va+1yn+2 et UntiJn+z
passent par un méme point 4,. Dans ces conditions, les tangentes aux
courbes % aux mémes points concourent en un point B;, transformé de
Laplace de A, dans le sens des u.

Les points 4,, B, appartiennent & une suite de Laplace

AP, ..., A}, 44, By, B}, ..., Bp, ... (1)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens des .

Les suites o7 et &, peuvent-elles étre confondues.

S’il en est ainsi, le plan V#}#+1yn+3 contenant les points 4,, B et
B2n+2 et le plan UnUn+1Un+2 les points By, 4 et 427+2, le point 4, doit
coincider avec B ou B2#+2 et le point B, avec 4 ou A2n+2,

Supposons que 4; coincide avee B. Ces deux points appartiennent
aux plans Un-1nUn+1 et Unt1n+2n+3 qui ont en commun la droite
Un+1B, Ces plans appartiennent done & un espace & trois dimensions qui
contient cinq points consécutifs Un-1, Un, Un+l UUn+2 [n+3 de la suite L,
ce qui est impossible puisque cette suite appartient & un espace & cing
dimensions. Le point 4; ne peut donc coincider avec le point B. Par
un raisonnement analogue, on démontre que le point B; ne peut coin-
cider avec 4. Il en résulte que les points 4, et B2n+2 coincident, de méme
que les points B, et 42n+2,

Les transformés de Laplace des points Al et B2n+2 dans le sens des »
doivent coincider, done les points B; et B2n+3 coincident, de méme que
les points 4; et A2n+3 Il en résulte que les hyperplans polaires des



1154

-points A2n+z42n+3;, gen+2, Ben+d doivent passer par Tespace polaire de
la droite 4,B,, c’est-a-dire par I'espacce ynt1 V"“U'“*U'Vfz espace que
_nous désignerons par E.

Sur les surfeces (C1), (02), (DY), (Dz) les courbes u v forment un réseau
conjugué, D’ailleurs les c6tés du quadrimatere gauche 7' engendrent des
congruences W. Les points C1, C?, D!, D? appartiennent donc & quatre

-sujtes de Laplace inscrites dans la suite L et circonscrites & la suite 7.

Si O11, C2! sont les transformés de Laplace des points C1, C2 dans
le sens des v, ils appartiennent & la droite V2¥n-1 et les tangentes en
ces points aux courbes v passent par le point A1 L’hyperp]an polaire
de A! contient donc la droite V%V2-1, Pour une raison analogue, il
contient également la droite Ur+1Un+2, Et ainsi de suite.

L’hyperplan polaire de 42%+2 contient les droites UnUn+1 et Usn+2[/3n+3

_et celui de 427+3, les droites Un+iUn+2 et Usn+33n+4, Ces deux hyper-
plans doivent passer par E. Ils ont en commun la droite Ur+1U3n+3 qui
appartient donc & E. On démontre de méme que la droite Vn+1y3n+3
appartient & E.

Ni les points Va-1nVn+i nj les points Un- 1Jnn+1 ne peuvent etlb
en ligne droite, car la suite I, qui appartient & un espace & cinq dimen-
sions ne peut avoir trois points consécutifs en ligne droite.

Les plans Vr-1VnVn+1 et Un-1Unn+1 qui sont conjugués et appartlen-
nent & un espace & trois dimensions £ ont en commun une droite a qui
est sa proprre conjuguée et appartient donc & @. Le plan Vr-1yayn+1
coupe @ suivant la droite a et suivant une autre droite qui contient au
plus deux des points ¥#-1, V%, P2+l et par suite a contient au moins
un de ces points, contra,lrement al hypothese que, sauf les points U, V
aucun point de la suite L appartient & Q.

Les suites de Laplace o/ et o, ne peuvent coincider.
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