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UNE CORRESPONDANCE PAR PARALLELISME
PARTIEL ENTRE DEUX VARIETES REGLEES
DE L’ESPACE §;

Stefania Ruscior

(Présenté le 31 Mars 1970)

Dans cette Note nous avons considéré une correspondance par variétés
linéaires tangentes partiellement paralleles entre deux variétés réglées
de dimensions 3 et 2 d’un espace affine 8. D. M. Y. Sommerville [1]
a introduit dans un espace affine S, & n dimensions les notions de paral-
lélisme partiel et de parallélisme complet. En partant de ces notions et
en employant la théorie des treillis géométriques, nous avons considéré
quelques aspects algébriques du parallélisme [2], [3].

La relation de parallélisme donnée dans [4] n’est pas symétrique et ne
se rapporte qu’au parallélisme complet. Ainsi, A est paralléle & B (4 || B),
siAn B= @ et 4U B couvre B. Si nous considérons dans un espace S;
un plan 4 et une droite B, nous aurons, d’aprés la définition précédente,
le plan paralléle & la droite, tandis que la droite n’est pas paralléle au
plan, parce que A n B=(@et A U B = 8S;. Donec, l'espace S; couvre
le plan, mais il ne couvre pas la droite.

En vue d’étendre la définition du parallélisme formulée dans [4],
afin qu’elle comprenne aussi le parallélisme partiel, nous avons fait les
considérations suivantes [5]:

Soit M l'ensemble des variétés linéaires mixtes, appartenant & un
espace affine §,, ces variétés étant formées de points propres et de
points impropres. Pour définir ces variétés, nous avons introduit un
treillis géométrique M de dimension n, formé de variétés ne contenant
que des points propres, et un treillis géométrique M* de dimension
n — 1, formé de variétés ne contenant que des points impropres.

Une variété mixte 4 € M est définie par le couple (4, 4*), si
1°4de M, A* e M*;

2° la dimension d’une des variétés 4 ol A* est > 1, c’est-a-dire d[4]
ol bien d[4*] > 1;

3°d[4] —d[4*] = 4-1.

Ceci implique 4 = (4, A*) = (4*, 4).

Pour le couple qui contient ’élément nul (J, nous avons par définition:

pour YV Ae M, (4, 0) = (0, 4) = 4,
pour V A*e M*, (0, A*) = (4*,0) = A*.
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La dimension de la variété linéaire mixte A est un nombre naturel
d[4] donné par la plus grande dimension des variétés composantes:

d[4A] = max {d[4], d[4*]}.

Nous trouvons de méme une loi fondamentale qui lie les dimensions
de deux variétés mixtes 4 et B:

(1 d[4]+d[B] = n +d[4 n B].

Deux variétés linéaires mixtes distinctes 4 et B de dimension > 1
sont appelées paralléles (4 || B), si leur intersection est une variété
impropre C*. Done, A || B, si A n B = C*.

I1 résulte de cette définition que la relation de parallélisme est symétri-
que et que la dimension de l'intersection détermine aussi la dimension
du parallélisme entre 4 et B.

On appelle la dimension § du parallélisme sur 'ensemble des variétés
linéaires mixtes M une fonction numérique P(4, B) > 0, définie pour
chaque couple (4, B)e M, A || B, 4 # B de dimension > 1, donnée
par l'expression
' d[dn B]+1
@) 0=PA B = @, OBy

et ayant les propriétés suivantes:

1) P(4, B) est un nombre rationnel contenu dans l'interval [0, 1],
c’est-a-dire 0 £ 8 £ 1;

2) lorsque & = 0, les variétés 4 et B ne sont pas paralléles;

8) lorsque 8 = 1, les variétés 4 et B sont complétement paralléles.

Dans l'espace Ss, I'ensemble des variétés linéaires mixtes M contient
les 8léments Vi(s =1, ...,5): M = {V1, V2, V3, V4, Vs}. Si nous étu-
dions la nature du parallélisme entre V, et V3, ¢’est-a-dire entre les plans
et les hyperplans de dimension 3, nous avons :

JV.n ¥V =V':5¥2/2=11
Vz” V3> s‘{V:n Vz= V§=>6=1/2.

Dans le premier cas, les variétés considérées sont complétement
paralléles et ont comme intersection une droite impropre. Dans le
deuxiéme cas, les variétés considérées sont semi-paralldles et ont en
commun un point impropre. Dans les deux cas la loi fondamentale (1)
est vérifide.

Donge, si nous considérons dans Ss deux variétés réglées de dimensions
3 et 2, elles peuvent étre semi-paralleles, parceque la relation (1) est
vérifide, et § = 1/2.
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Nous nous sommes proposés dans ce qui suit de mettre en correspon-
dance par semi-parallélisme des variétés réglées Vs & trois dimensions
et variétés réglées V, & deux dimensions d'un espace affine Ss. Ayant
en vue que ces variétés sont de types différents ([6], [3]), nous ne consi-
dérons que celles qui ne contiennent pas de points singuliers sur une
génératrice génerique, c’est-d-dire que V; est de catégorie V2 et V,
de catégorie V1.

Nous disons que deux variétés réglées V; et V, sont mises en cor-
respondance par variétés tangentes semi-paralleles, si dans les points
correspondants les hyperplans tangents H & la variété V5 et les plans
tangents P & la variété 7, sont semi-paralléles.

Soit V3 une variété donnée par 1'équation

(3) F = é(uy v) + wa(u, v),

ol ¢ = g(u, v) représente une surface directrice de la variété et @ =
= da(u, v) est le vecteur unitaire d'une génératrice générique g de Vj.
ariété réglée V, est donnée par une équation de la méme forme

a Vv
4) P = g*(u) + w*a*(u),

—

ol g* = g*(u) est une courbe directrice de la variété et a* = a*(u)
est le vecteur unitaire de la génératrice g* de V.

L'hyperplan tangent H est déterminé en chaque point de la généra-
trice g par les vecteurs

0u + way, 0y + way et a.
Le plan tangent mené dans un point de la génératrice g* est déterminé
par les vecteurs
0 + w*ay et a*(u).
L'hyperplan tangent H et le plan tangent P sont déterminés dans

tous les points des variétés, parce que les variétés V; et V, étant des
types mentionnés, le rang de la matrice fonctionnelle

(éu + way, gy + way, @)

est égal & 3 et celui de

(@ + w*ay, a¥)
est égal & 2. Les fonctions qui interviennent dans ces matrices sont
réguliéres et d'ordre 1.

L'hyperplan H admet comme section impropre un plan =* situé
dans 'hyperplan impropre S; de l'espace affine Ss. Le plan P admet
comme section impropre une droite 8* située dans le méme S;. En
général, un plan et une droite n'admettent pas des points communs
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dans S,;. Pour que H et P soient semi-paralléles il faut que le plan n*
et la droite 4* aient un point commun, c’est-a-dire se trouvent dans le
méme espace S;. Par conséquent, n* U 6* = Sj.

La condition nécessaire et suffisante pour que n* U §* = S; est
que la matrice des vecteurs

() (éu + Way, 0y + way, é; + w;du, a, d*)

soit de rang 4. Alors les vecteurs qui forment la matrice (5) sont liné-
airement dépendents. Par conséquent, ’hyperplan H et le plan P ont
un point commun impropre si et seulement si le déterminant correspon-
dant & la matrice (5) est nul, ce qui implique

{6) [0u + way, gv + way, §,+ w*a,, a, a*] = 0.

En développant ce déterminant, nous obtenons la correspondance
cherchée. Nous ordonnons les termes d’apres w et w*, qui représentent les
coordonnées projectives des points situés sur les génératrices g et g*,
et obtenons

ww* {[auy év: a:u &5 a*] + [@.uv a1), a;’ a? &*}} +
(7) +’w{[&u, Q-‘Dsé;7 a’ &*]+[§u, a’bh é;’d: d*]}"l—
'+' u)* [Q-u’ §;> &;’ 6’ a*] + [Q-'u’ @-1)3 é:’ d, (7.*] = 0-

La relation (7) nous montre qu’entre les points de deux génératrices
correspondantes 8’établit, par le semi-parallélisme des variétés linéaires
tangentes, une correspondance homographique. Cette correspondance
est inteprétée géométriquement comme il suit:

En considérant une génératrice g* sur V,, fixée par v = const., il en
résulte une infinité de génératrices correspondantes sur V3, données
par u = const. et v arbitraire. Cette infinité de génératrices forme une
surface réglée U située sur V3. A toute génératrice de la surface U
correspond par semi-parallélisme la génératrice g* sur V,. Nous avons
ainsi une correspondance entre les génératrices g* sur V, et Jes surfaces
réglées U sur V3. La maniére dont la génératrice g* est mise en cor-
respondance avec une des géneratrices de la surface U est arbitraire et
peut étre déterminée & l'aide d’une fonction univoque dépendant de
I'argument . Une fois cette fonction v = g(u) fixée, & une génératrice
g* sur V, il correspond une certaine génératrice g sur la surface réglée U.
Mais & toutes les génératrices de la surface U, il correspond la méme
génératrice g* sur V,. Par conséquent, si nous fixons un point M*
sur g* donné par w* = const., le point correspondant M sur une des
génératrices g correspondantes est obtenu par 1’homographie (7).

La correspondance est telle que ’hyperplan tangent & la variété V;
en M est semi-parallele avec le plan tangent & la variété V, en M*.
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On constate que si les génératrices correspondantes sont paralléles,
Ihomographie (7) est indéterminée, parce que la relation (7) est vérifibe
identiquement.

En effet, dans ce cas tout plan tangent P en un point de g* est semi-
paralléle & tout hyperplan H en un point de g. Done, ’homographie (7)
est indéterminée (parce que @ = a*). Par conséquent, la correspondance
par semi-parallélisme est déterminée seulement si a*(u) % a(u).

Nous avons, donc, obtenu les résultats suivants:

— Deux variétés V3 et V,, de dimensions 3 et 2, ayant respectivement
les types V3 et Vi, peuvent étre mises en correspondance par variétés
tangentes semi-paralléles si et seulement si les génératrices correspon-
dantes ne sont pas paralléles.

— A une génératrice g* sur V, correspond par semi-parallélisme une
infinité de génératrices g sur V5 qui forment une surface réglée U.

— Si I'on considére une fonction univoque qui mette en correspon-
dance g* avec une des genératrices de la surface U, alors les points sur
les génératrices correspondantes sont des points qui se correspondent
homographiquement par la relation (7).
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