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ARCH. MATH. 2, SCRIPTA F A C SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 
XI: 115—122 1975 

DIE ALGEBRAISCHE STRUKTUR 
DER ALLGEMEINEN KUMMERSCHEN 

TRANSFORMATIONEN 

KVĚTOMIL STACH, Ostrava 
(Eingegangen am 3. Juni 1974) 

In dieser Arbeit will ich einige algebraische Eigenschaften der Kummerschen 
Transformationen zeigen. Diese Studien knüpfen fest an meine vorhergehenden 
Arbeiten an (siehe Literaturverzeichnis 3 — 7). Ich benutze Begriffe und Bezeich­
nungen aus diesen Arbeiten. An die wichtigsten will ich an dieser Stelle errinern. 

Eine Phasenfunktion a = cx(t) ist eine Funktion, die auf dem Intervall D(a) 
definiert und stetig ist, und für die für jedes x e Ex die Menge der Lösungen der 
Gleichung oc(t) = x keine Häufungspunkte in D(OL) besitzt. Die Menge aller Phasen­
funktionen bezeichnen wir mit P, die Menge aller Phasenfunktionen, die auf dem 
Intervall i definiert sind, mit Pf. 

Wenn i ein beliebiges Intervall ist, bezeichnen wir mit e( die Funktion et(t) = t 
für jedes t e i. Wenn wir zu jeder Phasenfunktion a die rechte Einheitsfunktion 
r(a) = eD(a) und die linke Einheitsfunktion /(a) = eaWa)) und zu je zwei Phasen­
funktionen a, ß, für die die Beziehung ß(D(ß)) = D(a) gilt, die Funktion y = <p(oc,ß), 
wobei y(t) = a(ß(t)) für jedes teD(ß), zuordnen, dann können wir zeigen, daß die 
Algebra P = (P; r, /, q>) eine Kategorie ist. Anstatt <p(a, ß) schreiben wir auch kurz a/?. 
Die Menge aller Einheitsfunktionen bezeichnet man E. 

In der Kategorie P habe ich eine Relation ~ eingeführt. Wir sagen, daß a ~ ß, 
wenn D(a) = D(ß) ist und eine von Null verschiedene Determinante 2. Ordnung 
| cik | existiert so, daß 

*aR(A Ciitga(Q + c 1 2 m 
t g / W=c 2 1 tga(0 + c 2 2 ' « 

für jedes t e D(a), für welches (1) einen Sinn hat, gilt. Man kann zeigen, daß ~ eine 
Äquivalenzrelation in P ist. Zwei Phasenfunktionen a, ß sind gerade dann äquivalent, 
wenn ein solcher zweidimensionaler Raum von stetigen Funktionen existiert, der a 
und ß als seine Phasen hat. 

Dabei verstehen wir hier und im wieteren unter einem zweidimensionalen Raum 
von stetigen Funktionen oder kurz unter einem Raum S die Menge aller Funktionen 
der Form y = ctu + c2v, wobei ct, c2 beliebige Konstanten und u, v zwei gegebene 
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stetige unabhängige Funktionen auf einem Intervall i sind. Weiter setzen wir voraus, 
daß jede Funktion y e ® auf jedem abgeschlossenen Intervall j c / nur endlich viele 
Nullstellen hat und daß für jedes x e i u(x) + v(x) # 0 ist. 

Wenn man mit F die Menge aller Phasenfunktionen, die mit irgendeiner Einhaits-
funktion e äquivalent sind, bezeichnet, dann kann man zeigen, daß die Algebra F, 
die in F durch P induziert ist, ein Gruppoid (im Sinn: eine Kategorie mit inversen 
Elementen) ist. Dieses Gruppoid nennt man das Fundamentalgruppoid der Kate­
gorie P. Weiter haben wir gezeigt: Wenn wir mit S die Menge aller Phasen eines 
Raums © bezeichnen und wenn a e S ist, so gilt: S = F. a. 

Es seien Sx und S 2 zwei Räume, die auf den Intervallen it und i2 definiert sind. 
Es sollen die Funktionen z(t) und x(t) existieren, die die folgenden Eigenschaften 
haben: 

1. z und x sind im i2 definiert und stetig und x ist monoton. 
2. der Wertevorrat der Funktion x ist it. 
3. zu jeder Funktion yx e ©t existiert eine Funktion y2 e ©2 so, daß y2(t) = 

= z(t)yx(x(t)) für jedes tei2. Dann sagen wir, der Raum <SX ist auf ©2 vollständig 
transformierbar und die Funktion x ist die Amplitude dieser Transformation. 

Mit M bezeichnen wir in dieser Arbeit die Menge aller monotonen Phasen­
funktionen und mit M das Gruppoid, das in M durch P induziert ist. 

1. DIE TRANSFORMATIONEN DES RAUMS S 
AUF SICH SELBST 

Satz 1.1: Es sei OLX ~ OL2 und J e M , so daß (OL19 0 e D(<p) und aA£ = a2. Es sei 
a3 ~ 0Lt. Dann ist (a3, 0

 G D(<p) und es gilt: OLL ~ a3£. 
Beweis: (a, 0 € D(<p) => r(ax) = /(£); ax£ = a2 => r(0 = r(a2); OLX ~ OL2 => nach 

[4] S. 4.2 r(oLx) = r(a2). Folglich r(0 = /(£). Nach [4] S.4.3 existieren die Funktionen 
ßl9 ß2sF9 so daß a2 = ^ a ^ a3 = ß20Lt. Aus a3 ~ a t folgt: r(a3) = r(oLt) = /({), 
wovon (a3, 0 e D(q>). Ferner a3C = ( /^ i ) C = ßifaiO = j82a2 e F . a2. Deshalb 
a3f ~ <x2 ~ OLX nach [4] S. 4.3. 

Definition 1.1: a l 9a2 seien zwei Phasen des Raums ©. Jede Funktion £eM9 

für die <xtC = a2 gilt, heißt die Dispersion des Raums S. 

Satz 1.2: Jede Dispersion £ des Raums S ist ein Gruppenelement [2-Seite S36] des 
Gruppoids M und es gilt 1(0 = KO = r(S). 

Beweis: Wenn C eine Dispersion des Raums S ist, existieren die Funktionen 
a, ß e S so, daß ß = a£. Deshalb r(ß) = r(Q9 r(a) = 1(0- Nach [4] S. 4.2 ist r(a) = 
- riß) = r(S). Folglich r(Q = /(0 = r(S). 
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Satz 1.3: Es sei C eine Dispersion im Raum ®. Dann existiert eine vollständige 
Transformation T des Raums ® auf sich selbst, so daß C die Amplitude dieser Trans­
formation ist (siehe [6] D. 3.1). 

Beweis: C ist eine monotone Funktion und nach S. 1.2 ist D(Q = D(S), £[D(Q] = 
= D(S) (in Hinsicht dazu, daß 1(0 = r(S) ist) und es existieren die Phasen a%, a2 e S, 
so daß 

a2 = axC, 
d. h. für t e D(S) ist 

«2(0 = *&(*)]. 

Wenn D(S) ein offenes Intervall ist, ist unser Satz eine Folgerung des Satzes 
S. 3.2 aus [6]. Aber den Beweis dieses Satzes können wir ohne Änderung auch für 
abgeschlossene oder halbabgeschlossene Intervalle benützen. 

Satz 1.4: Alle Dispersionen eines Raums ® bilden eine als Gruppoid aufgefasste 
Gruppe G(S) in der Kategorie P. Das Einheitselement dieser Gruppe ist die Rechts­
einheit r(S) des Rawns S. 

Beweis: 1. Wählen wir aeS. Nach [4] S.4.2 ist r(a) = r(S) und deshalb ist 
a . r(S) = a. Folglich r(S) e G(S) n E. 

2. Es sei C 6 G(S). Da C e M ist, existiert C"1 e M% wobei C""1 die inverse Funktion 
zu Cist. Nach S.L2ist 
(1) r(Q = l(Q = r(S) 
und deshalb auch 
(2) KC~1) = /(C"1) = K^). 

Da C e G(5) ist, existieren cc, ße S, so daß 

(3) ß = aC. 
Aus (1), (2) und (3) erhalten wir: 

ßr1 = « 
und deshalb ist C 1 e G(S). 

3. Es sei C, p G ( 8 ) . Nach S. 1.3 ist r(S) = r(Q = l(ri), wovon (C, fj) eD(<p). 
Die Funktion C*? ist monoton. Es existieren ocl, a2, ßt, ß2 € S, so daß 

(4) ßt = a^, ß2 = «2^. 

Nach S.LI ist auch j?3 = ßtfeS. Aus (4) erhalten wir: /?3 = (axC)^ = a^Cf/) 
und davon: C*7 e G(S). 

In Hinsicht auf L, 2. und 3. ist G(5) eine Gruppe und nach 1. ist r(S) ihr Einheits­
element. 

Definition 1.2: Die Gruppe G(S) aus S.1.4 ist die Gruppe der Dispersionen des 
Raums ®. 
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Satz 1.6: Der Raum S habe mindestens eine monotone Phase und es sei ßeS* 
Dann ist G(S)-= ß-x¥ß. 

Beweis: Nach [5] S.3.1 und S.2.6 ist ß monoton und deshalb existiert die inverse 
Funktion ß'1. 

a) Es sei £ e G(S). Dann existieren die Funktionen <xi9 a2e S, so daß 

(5) a2 = Ä1C, 1(0 = r(a i), l(aO = l(a2). 

Nach [4] S.4A existieren die Funktionen yl9 y2 eF, so daß 

(6) «i = Vift *2 = y2/S, r(7l) = l(ß) = r(y2), ^ 

1(7)= Kai)= l(a2)=l(y2). 

Aus (6) und (5) erhalten wir: 

(7) ?2^ = a2 = a1C = (7ii»)C = 7i(^). 

Da yt G Pist, existiert eine inverse Funktion y""1 e Fund wegen (7) ist: 

(rr1y2)/3 = /3C 
und 

r1(?r172))? = c. 

Nach [4] S.3.4 ist y~ ly2 e F und C 6 /3~ 'Ff. 
b) Es sei £ e/?_1F/S. Dann existiert eine Funktion 7 e F, so daß 

C = ß~lyß-

Wegen ß, y e M ist auch ( e M Folglich 

Ä = ?/*• 

Nach [4] S.4.3 ist yß e S und nach D.LI ist ' e G(S). 
Aus a) und b) folgt: ß~lYß = G(s). 

2. DIE TRANSFORMATIONEN EINES RAUMS 
A U F EINEN ANDEREN 

Satz 2.1: Es seien <xt eine Phase des Raums <51 und a2 eine Phase des Raums <32 

und es existiere eine Funktion £ e M, so daß (ax, 0 e D(<p) und a2 = «••&. Es sei ßt 

eine beliebige Phase des Raums <SX. Dann ist (ß, 0 e D(q>) undß2 = ß£ e 5 2 . 
Beweis: Nach [4]. S.4.2 und [4] D.4.2 ist 

(1) r(a.) = r(ßt) = r(St). 
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Aus (a t, C) e D(cp) folgt: r(at) = /(Q = (ßt). Deshalb (ft, Q e D(<p). Da ft e 5 , , 
existiert nach [4] S.4.3 eine 

Funktion y e F, so daß 
(2) a, = yßt 

und es gilt: r(y) = /(j^), /(y) = /(ax). Aus (1), (2) und aus a2 = <*iC folgt 

«2 = (^i)C = yOSiC). 

Da yeF ist, existiert die inverse Funktion y"1 eF und es gilt: r(yt) = l(y) -= 
= /(Ä1) = /(a2). Deshalb (y~\ x2)eD((p) und 

(3) 7 - i a 2 = i 8 1 C . 

Da y"1 e F ist, ist nach [4] S.4.3 die Funktion ß2 = y"1a2 e 5 2 . Aus (3) folgt also 
unsere Behauptung. 

Definition 2.1: Jede Funktion £ e M aus S.2.1 ist eine Dispersion vom Raum <St 

nach dem Raum ®2. Die Menge aller Dispersionen von ®t nach ®2 werden wir mit 
G(Sj, S2) bezeichnen. 

Satz 2.2: Es sei C eine Dispersion von ®t nach <52.Dann existiert eine vollständige 
Transformation des Raums ®x auf ®2 (s/ehe [6] D.3.1), die die Funktion C tf/s ihre 
Amplitude hat. 

Beweis: Es existieren die Funktionen al e Sx und a2 e S2, so daß 

(4) a2 = axC 

ist. Deshalb ist r(ax) = /(C), r(C) = r(a2). Nach [3] S.L3 ist D(Q = D[r(Q] = D[r(a2)] = 
= D(a2) = D(S2), C[D(Q] = D[1(C)] = D[r(ax)] = D(a-) = D(St) und da ( e M 
ist, ist C monoton und stetig in D(S2) und bildet D(S2) auf D(St) ab. Ferner aus (4) 
folgt für t e D(Q = D(S2)*-

*2(0 = «iK(01. 
Wenn D(St) und D(52) offene Intervalle sind, folgt unser Satz aus [6] S.3.2. In 

anderen Fällen können wir ähnlicherweise fortfahren. 

Satz 2.3: G(Sl9 S2) c H(r(St)9 r(S2)) [2-D.2.3]. 
Beweis: Es sei £eG(Sl9 S2). Dann existieren die Funktionen at eSi9 <x2eS2, 

so daß a2 = axC und deshalb r(St) = r(<xt) = l(Q, r(S2) = r(a2) = r(C). Also 
(eH^S^rtf,)). 

Satz 2.4: Fs sei C e G ^ , S2). Dann ist G(St, S2) = G(5X). C = C • G(^a). 
Beweis: Da CeG(St, *S2) ist, existieren die Phasen ax eSt und a2eS2i so daß 

(5) a2 = atC 

ist. Nach S.2.3 ist 1(0 = r(St)9 r(Q = r(S2). 
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I. Es sei r\ e G(SX, S2). Dann existieren ßxeSuß2eS2, für die 

(6) ß2 = ßin 

und l(r\) = r(St), r(q) = r(S2) ist. Nach [4] S.4.3 existieren die Phasenfunktionen 
xt, x2 6 F, do daß 

(7) 01 =*!«!, ßl^*!*! 

ist. Aus (7) und (6) folgt: 

*2a2 = Kia i f 

und da x2 e F, ist, existiert x2
l e F und es ist: 

a2 = (x2
1x1)a1^. 

Aus (5) folgt weiter: 

<*lC = (>«21>«i)alrl-

Da C monoton ist, existiert C"1 e P und es ist KIT1") = r(£> = r(r\) und &s%\va\V. 

(4) «i-W lJ<i)«i( i |C"1) . 

Da F ein Gruppoid ist, ist HJ1*^ e F und deshalb nach [4] S.4.3 (x2
lxt) ax e Sx. 

Nach D.l.l ist wegen (4) rfC1 e G(St). 
Ferner ist 

^ = ^(C~1C) = (^C-1)CeG(S1)C. 

II. Es sei rj e G(St) C. Dann existiert eine solche Funktion x e G(5t), daß rj = xC. 
Da x, CeM sind, ist auch ri e M. Nach D.1.2, D.LI und S.LI ist ßt = (xtxe St. 
Ferner ist nach [4] S.4.2 r(ßt) = r(x) = r(5t). Nach S.2.3 ist r(t) = /(C). Deshalb 
0?^ C) e Z>(<p) und es gilt 

ßiC = aiW) = a^. 

Nach S.2.1 ist jS^ e S2 und deshalb a ^ e S2 und i? e G(St, S2). 
Aus I. und II. folgt G(St, S2) = 0 (50 . C-
Die Gleichheit G(St, S2) = CG(52) kann ähnlicherweise bewiesen sein. 

Satz 2.5: Die Menge G(St, S2) ist ein gemeinsames Element der linksseitigen resp. 
der rechtsseitigen Zerlegung der Menge H(r(St), r(S2)) in bezug auf G(S2) resp. 
G(SX). 

Beweis: Nach S.2.3 ist G(Sl9 S2) c H(r(St), r(S2)). Ferner ist zufolge S.1.4 
R[G(S2)] = R[r(S2)] und L[G(St)] = L^S,)]. Aus [7] S.2.4 folgt, daß {C. G(52)}CeL(r(Sl)) 

eine Zerlegung der Menge G[r(S2)] ist. Ähnlicherweise { G ^ ) . Clre î-cso) ist eine 
Zerlegung der Menge £[r(Si)]. Ferner ist L[r(Si)] n R[r(S2)] = H(r(St)9 r(S2)). Beim 
festgewählten Element C e H(r(Sx), r(S2)( sind G(S2) . C und C. G(St) zwei Elemente 
dieser Zerlegung. Nach S.2.4 fallen diese Elemente zusammen mit G(St, S2). Unser 
Satz ist bewiesen. 
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Satz 2.6: (5l und ®2 seien Räume mit monotonen Phasen. ax resp. a2 seien beliebige 
Phasen dieser Räume. Dann ist: 

Beweis: 1. Zuerst zeigen wir, daß G(Si9 S2) = aj"152 ist. 
a) Es sei C e G(SX, 52). Dann ist nach S.2.1 a2 = axC e S2. Da ax e M ist, existiert 

aj1 e M und es gilt: aj"1a2 = C und deshalb C e a j " 1 ^ . 
b) Es sei C e a1"

1a2. Da aj"1, a2 e Af sind, ist C e M und es gilt: a2 = a^, wovon 
CeG(SuS2). 

Aus a) und b) folgt G(SU S2) = a ^ S ^ Nach [4] S.4.3 ist S2 = F. a2. Folglich 
G(51,S2) = ar1Fa2 . 
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