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DIE ALGEBRAISCHE STRUKTUR
DER ALLGEMEINEN KUMMERSCHEN
TRANSFORMATIONEN

KVETOMIL STACH, Ostrava
(Eingegangen am 3. Juni 1974)

In dieser Arbeit will ich einige algebraische Eigenschaften der Kummerschen
Transformationen zeigen. Diese Studien kniipfen fest an meine vorhergehenden
Arbeiten an (siehe Literaturverzeichnis 3—7). Ich benutze Begriffe und Bezeich-
nungen aus diesen Arbeiten. An die wichtigsten will ich an dieser Stelle errinern.

Eine Phasenfunktion o = «(t) ist eine Funktion, die auf dem Intervall D(x)
definiert und stetig ist, und fiir die fiir jedes x € F; die Menge der Lésungen der
Gleichung a(t) = x keine Haufungspunkte in D(a) besitzt. Die Menge aller Phasen-
funktionen bezeichnen wir mit P, die Menge aller Phasenfunktionen, die auf dem
Intervall i definiert sind, mit P;.

Wenn i ein beliebiges Intervall ist, bezeichnen wir mit ¢; die Funktion g(f) =t
fiir jedes te€i. Wenn wir zu jeder Phasenfunktion « die rechte Einheitsfunktion
r(®) = ep(,y und die linke Einheitsfunktion I(a) = é,p(y und zu je zwei Phasen-
funktionen a, B, fiir die die Bezichung B(D(f)) = D(e) gilt, die Funktion y = ¢(a,f),
wobei y(t) = a(B(?)) fiir jedes te D(B), zuordnen, dann kdnnen wir zeigen, daB die
Algebra P = (P; r, I, @) eine Kategorie ist. Anstatt (e, ) schreiben wir auch kurz ap.
Die Menge aller Einheitsfunktionen bezeichnet man E.

In der Kategorie P habe ich eine Relation ~ eingefithrt. Wir sagen, daB a ~ B,
wenn D(x) = D(B) ist und eine von Null verschiedene Determinante 2. Ordnung
| ¢;x | existiert so, daB3
ciytga(t) + ¢y
ey tga(t) + ¢z

tg B(1) = ¢))
fiir jedes ¢t € D(), fiir welches (1) einen Sinn hat, gilt. Man kann zeigen, daB ~ eine
Aquivalenzrelation in P ist. Zwei Phasenfunktionen «, f sind gerade dann 4quivalent,
wenn ein solcher zweidimensionaler Raum von stetigen Funktionen existiert, der o
und B als seine Phasen hat.

Dabei verstehen wir hier und im wieteren unter einem zweidimensionalen Raum
von stetigen Funktionen oder kurz unter einem Raum & die Menge aller Funktionen
der Form y = c,u + c,v, wobei ¢, , ¢, beliebige Konstanten und «, v zwei gegebene
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stetige unabhingige Funktionen auf einem Intervall i sind. Weiter setzen wir voraus,
daB jede Funktion y € © auf jedem abgeschlossenen Intervall j < i nur endlich viele
Nullstellen hat und daB fiir jedes x € i u(x) + v(x) # O ist.

Wenn man mit F die Menge aller Phasenfunktionen, die mit irgendeiner Einhaits-
funktion ¢ dquivalent sind, bezeichnet, dann kann man zeigen, daB die Algebra F,
die in F durch P induziert ist, ein Gruppoid (im Sinn: eine Kategorie mit inversen
Elementen) ist. Dieses Gruppoid nennt man das Fundamentalgruppoid der Kate-
gorie P. Weiter haben wir gezeigt: Wenn wir mit S die Menge aller Phasen eines
Raums € bezeichnen und wenn o € S ist, so gilt: S = F. a.

Es seien &, und &, zwei Raume, die auf den Intervallen i; und i, definiert sind.
Es sollén die Funktionen z(¢) und x(t) existieren, die die folgenden Eigenschaften
haben:

1. z und x sind im i, definiert und stetig und x ist monoton.

2. der Wertevorrat der Funktion x ist ;.

3. zu jeder Funktion y, € S, existiert eine Funktion y, € S, so, daB y,(t) =
= z(t) y,(x(?)) fiir jedes ¢ € i,. Dann sagen wir, der Raum &, ist auf &, vollstindig
transformierbar und die Funktion x ist die Amplitude dieser Transformation.

Mit M bezeichnen wir in dieser Arbeit die Menge aller monotonen Phasen-
funktionen und mit M das Gruppoid, das in M durch P induziert ist.

1. DIE TRANSFORMATIONEN DES RAUMS &
AUF SICH SELBST

Satz 1.1: Es sei oy ~a, und { € M, so daB (x,,{) € D(¢p) und a,{ = a,. Es sei
oy ~ ay. Dann ist (23, {) € D(@) und es gilt: o, ~ a5(.

Beweis: (¢, {) € D(p) = r(xy) = I({); o;{ = ay = r({) = r(a,); a; ~ a, = nach
[4] S. 4.2 r(x,) = r(ay). Folglich r({) = I({). Nach [4] S.4.3 existieren die Funktionen
Bi, B2 €F, so daB a; = By, 03 = Broy. Aus az ~ a, folgt: r(as) = r(e,) = 1),
wovon (a3, () € D(p). Ferner o3l = (B,a,){ = B(2;{) = B2, € F. ;. Deshalb
o3 ~ a, ~ o, nach [4] S. 4.3.

Definition 1.1: «,, a; seien zwei Phasen des Raums &. Jede Funktion { € M,
fiir die o,{ = a, gilt, heiBt die Dispersion des Raums &.

Satz 1.2: Jede Dispersion { des Raums S ist ein Gruppenelement [2-Seite 83¢] des
Gruppoids M und es gilt 1({) = r() = r(S).

Beweis: Wenn { eine Dispersion des Raums & ist, existieren die Funktionen
a, peS so, daB B = af. Deshalb r(f) = r((), r(x) = 1(¢). Nach [4] S. 4.2 ist r(x) =
= r(f) = r(S). Folglich r{) = I({) = r(S).
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Satz 1.3: Es sei { eine Dispersion im Raum &. Dann existiert eine vollstindige
Transformation T des Raums & auf sich selbst, so daP { die Amplitude dieser Trans-
Jormation ist (siche [6] D. 3.1).

Beweis: { ist eine monotone Funktion und nach S. 1.2 ist D({) = D(S), ¢([D()] =
= D(S) (in Hinsicht dazu, daB /({) = r(S) ist) und es existieren die Phasen o, &, € S,
so daB

ay = o,(,
d. h. fiir r € D(S) ist

oy(f) = a; [{(P)).

Wenn D(S) ein offenes Intervall ist, ist unser Satz eine Folgerung des Satzes
S. 3.2 aus [6]. Aber den Beweis dieses Satzes kénnen wir ohne Anderung auch fiir
abgeschlossene oder halbabgeschlossene Intervalle beniitzen.

Satz 1.4: Alle Dispersionen eines Raums & bilden eine als Gruppoid aufgefasste
Gruppe G(S) in der Kategorie P. Das Einheitselement dieser Gruppe ist die Rechts-
einheit r(S) des Raums S.

Beweis: 1. Wihlen wir € S. Nach [4] S.4.2 ist r(x) = r(S) und deshalb ist
a . r(S) = a. Folglich r(S) e G(S) n E.

2. Essei{ € G(S). Da { € M ist, existiert { ! € M, wobei { ! die inverse Funktion
zu { ist. Nach S.1.2 ist

¢y r@) = 1) = r(S)
und deshalb auch

2 r¢™h =1¢Y = ().
Da { € G(S) ist, existieren a, f € S, so daBl

3 B = af.

Aus (1), (2) und (3) erhalien wir:
Bl =«
und deshalb ist { ™! e G(S).
3. Es sei {, n€G(S). Nach S. 1.3 ist r(S) = r({) = I(y), wovon ({, ) € D(p).
Die Funktion {n ist monoton. Es existieren o, ®;, f;, B, € S, so daB

“4) By = o, B, = am.

Nach S.1.1 ist auch B; = BineS. Aus (4) erhalten wir: B3 = (a;{) n = «,({n)
und davon: {n € G(S).

In Hinsicht auf 1., 2. und 3. ist G(S) eine Gruppe und nach 1. ist #(S) ihr Einheits-
element.

Definition 1.2: Die Gruppe G(S) aus S.1.4 ist die Gruppe der Dispersionen des
Raums &.
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Satz 1.6: Der Raum & habe mindestens eine monotone Phase und es sei Be S.
Dann ist G(S) = B~ 'FB.

Beweis: Nach [5] S.3.1 und S.2.6 ist § monoton und deshalb existiert die inverse
Funktion g~ 1.

a) Es sei { € G(S). Dann existieren die Funktionen a;,, a5, € S, so daB

% ay = 0,8, 1)) = r(ay), 1(2;) = 1(;).
Nach [4] S.4.1 existieren die Funktionen y,, 7, € F, so daB
© oy =3B, 0, = 7,8, r(yy) = 1(B) = "()’2),_"”

. 1(y) = () = () = 1(y2).
Aus (6) und (5) erhalten wir:
™ P28 = oy = 0,0 = (7:8) { = y:(BO).

Da y, € F ist, existiert eine inverse Funktion y~! € F und wegen (7) ist:

O1r'v2) B =B

und
B lilv) B =2¢
Nach [4] S.3.4ist y"'y, € Fund { € B~ 'FpB.
b) Es sei { € B~'FB. Dann existiert eine Funktion y € F, so daB
{=p""
Wegen f3, y € M ist auch { € M. Folglich
BC =B

Nach [4] S.4.3 ist y8 € S und nach D.1.1 ist { € G(S).
Aus a) und b) folgt: B~ 1FB =-G(S).

2. DIE TRANSFORMATIONEN EINES RAUMS
AUF EINEN ANDEREN

Satz 2.1: Es seien o, eine Phase des Raums S, und a, eine Phase des Raums S,
und es existiere eine Funktion { € M, so daf (a,, () € D(¢) und a, = a,{. Es sei B,
eine beliebige Phase des Raums &,. Dann ist (B, {) e D(¢) und B, = B,{ € S,.

Beweis: Nach [4]. S.4.2 und [4] D.4.2 ist

6] r(a;) = r(fy) = r(Sy).
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Aus (a,, {) € D(@) folgt: r(z,) = I(¢) = (B,). Deshalb (8,, ) € D(g). Da By €S>
existiert nach [4] S.4.3 eine
Funktion y € F, so daf

?2) ay = B,
und es gilt: r(y) = I(B,), I(y) = I(y). Aus (1), (2) und aus a, = «,{ folgt
ay = (B) { = y(B,0).

Da yeF ist, existiert die inverse Funktion y™!'eF und es gilt: r(y,) = /() =
= l(a;) = I(a). Deshalb (y~*, «,) € D(¢) und

(3) P ap = Byl

Da y~! e F ist, ist nach [4] S.4.3 die Funktion f, = y"lay € S,. Aus (3) folgt also
unsere Behauptung.

Definition 2.1: Jede Funktion { € M aus S.2.1 ist eine Dispersion vom Raum S,
nach dem Raum &,. Die Menge aller Dispersionen von &; nach &, werden wir mit
G(S,, S;) bezeichnen.

Satz 2.2: Es sei { eine Dispersion von S, nach S,. Dann existiert eine vollstindige
Transformation des Raums S, auf S, (siehe [6] D.3.1), die die Funktion { als ihre
Amplitude hat.

Beweis: Es existieren die Funktionen o, € S; und «, € S,, so da3

@) o, = o8
ist. Deshalb ist r(at;) = I(&), r({) = r(x,). Nach [3]S.1.3 ist D({) = D[r({)] = D[r(x;)] =
= D(a) = D(S,), {[DX)] = DI1(0)] = D[r(x,)] = D(&;) = D(S;) und da {eM
ist, ist { monoton und stetig in D(S,) und bildet D(S,) auf D(S,) ab. Ferner aus (4)
folgt fiir 1 € D({) = D(S,):
ax(r) = ag[E()].

Wenn D(S,) und D(S,) offene Intervalle sind, folgt unser Satz aus [6] S.3.2. In

anderen Fillen k6nnen wir dhnlicherweise fortfahren.

Satz 2.3: G(S,, S,) = H(r(S,), r(S,)) [2-D.2.3].

Beweis: Es sei { € G(S;, S;). Dann existieren die Funktionen a, € Sy, a, € S,,
so daB a, = a;{ und deshalb r(S,) = r(a;) = 1), r(S,) = r(a;) = r). Also
{ e Hr(S), r(S)).

Satz 2.4: Es sei { € G(S,, S,). Dann ist G(S;, S;) = G(Sy) .{ = { . G(S2).
Beweis: Da { € G(S,, S,) ist, existieren die Phasen «, € S; und «, € Sz, so daB

(5) o, = alc
ist. Nach S.2.3 ist 1(0) = r(Sy), r(¢) = r(Sy,).
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I. Es sei n € G(S1, S,). Dann existieren B, € Sy, B, € S,, fiir die

® B, = Bun |

und /() = r(Sy), r() = r(S,) ist. Nach [4] S.4.3 existieren die Phasenfunktionen
%y, %, € F, do daB

)] By = »yo, B2 = x;a,

ist. Aus (7) und (6) folgt:

KUy = ¥1041
und da x, € F, ist, existiert %; ! € F und es ist:

oy = (3 '%y) 2.
Aus (5) folgt weiter:
0l = (x5 %) o

- Da { monoton ist, existiert {™! € P und es ist I({™!) = r({) = r(n) und deghalb:
C)) ay = (3 '%y) (™).

Da F ein Gruppoid ist, ist »; 'x, € F und deshalb nach [4] S.4.3 (%3 '%,) a; € S;.
Nach D.1.1 ist wegen (4) n{~! € G(S,).
Ferner ist

n=n¢""=m"{eGSHL

II. Es sei n € G(S,) {. Dann existiert eine solche Funktion x € G(Sy), daB n = x»{.
Da x, { € M sind, ist auch n e M. Nach D.1.2, D.1.1 und S.1.1 ist B; = a;x € S,.
Ferner ist nach [4] S.4.2 r(B,) = r(x) = r(S;). Nach S.2.3 ist r(;) = I({). Deshalb
(B1, {) € D(¢) und es gilt

Byl = (o) = ayn.

Nach S.2.1 ist 8, € S, und deshalb a,7 € S, und n € G(S,, S>).
Aus L. und II. folgt G(S;, Sy) = G(S,) . ¢.
Die Gleichheit G(S;, S,) = {G(S,) kann dhnlicherweise bewiesen sein.

Satz 2.5: Die Menge G(Sy, S,) ist ein gemeinsames Element der linksseitigen resp.
der rechtsseitigen Zerlegung der Menge H(r(S,), r(S,)) in bezug auf G(S,) resp.
G(S)).

Beweis: Nach S.2.3 ist G(S,, S,) = H(r(S,), r(S;)). Ferner ist zufolge S.1.4
R[G(S,)] = R[r(S;)] und L[G(SP] = L[r(S,)]. Aus [7] S.2.4 folgt, daB {{.G(S2)} ;e Lirisuy
eine Zerlegung der Menge G[r(S,)] ist. Ahnlicherweise {G(S}) . {}reLir(sy) ist eine
Zerlegung der Menge L[r(S,)]. Ferner ist L[r(S;)] N R[r(S;)] = H(r(S,), r(S,)). Beim
festgewihlten Element { € H(r(Sy), 7(S;)( sind G(S;) . { und { . G(S,) zwei Elemente
dieser Zerlegung. Nach S.2.4 fallen diese Elemente zusammen mit G(S;, S,). Unser
Satz ist bewiesen.
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Satz 2.6: S, und S, seien Rdume mit monotonen Phasen. o, resp. a, seien beliebige
Phasen dieser Raume. Dann ist:

G(Sl3 Sz) = “;IF"‘:-

Beweis: 1. Zuerst zeigen wir, daB G(Sy, S;) = a; 1S, ist.

a) Es sei { € G(S,, S,). Dann ist nach S.2.1 ¢, = «,{ € S,. Da a, € M ist, existiert
a;' e M und es gilt: a; 'a, = { und deshalb { e a]1S,.

b) Es sei { ey 'a,. Da aj?, a, € M sind, ist { € M und es gilt: «, = a,{, wovon
C € G(Sl ’ SZ)

Aus a) und b) folgt G(S,, S,) = a;'S,. Nach [4]S.4.3 ist S, = F. a,. Folglich
G(S;, S,) = ay 'Fa,.
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