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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

20,2 (1979) 

DIE KONSTRUKTION ASYMPTOTISCHER FUNDAMENTALSYSTEME 
FÜR LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT WENDEPUNKTEN 

H. -G. ROOS 

Zusammenfassung: Es wird eine Übersicht gegeben über 
den Stand und Probleme bei der Konstruktion asymptotischer 
Fundamentalsysteme im Wendepunktsfall. Dabei werden insbe­
sondere die Langersche Methode der Vergleichsgleichung, die 
gleichmössige Reduktion und die Reduktion in geeigneten 
Teilgebieten miteinander verglichen. 

Schlagworte: Lineare gewöhnliche Differentialgleichung, 
Wendepunktsproblem, singulare Störungen. 

AMS: 34 E 20 

Gegeben sei die Differentialgleichung 

p <32y 
(1) ld K - a(x,e)y = 0, 

dx* 

e sei ein kleiner, positiver Parameter, x komplex; a(x,e ) 

im betrachteten Bereich analytisch in bv'den Variablen, 

ao 
i(x,e ) * a0(x) + ä f a ^ Ы є " * 

x = x
0
 heisst Wendepunkt i> -ter Ordnung von (1), wenn x 

-j> -fache Nullstelle von Ä Q ( X ) ist. In lx-xQ\-<i» sei xQ 

der einzige Wendepunkt von (1), o.B.d.A. x - 0. Gesucht 

wird zunächst ein asymptotisches Fundamentalsystem in die-
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ser Umgebung des Wendepunktes. 

Eine grundlegende Methode zur Konstruktion stammt von 

R.E. Langer (man vergl. [16]), die Methode wurde dann Ton 

Lynn und Keller (1970) und Rubenfeld undWillner (1977) wei­

terentwickelt. Ausgehend von der "Vergleichsgleichung" 

(2) VM {j ) + [ K ^ + 2B0aj*
 c*> f ̂ 3 VCf> » C (K =±1) 

wird dabei die Lösung von (1) in der Form 

y(x,e ) « ( <|>#(x, e )f "* V($(x, e),e ) 

gesucht. Rubenfeld und Willner [363 zeigten die Gültigkeit 

der Methode in der Umgebung eines Wendepunktes -p-ter Ordnung, 

wenn 

(3) a(x,e) * x* + S* Ä/U,(x)e^ . 

Formale Ergebnisse gibt es inzwischen auch für inhomoge­

ne Probleme [1) und für Systeme und Gleichungen höherer Ord­

nung [2]. 

Eine zweite Methode, die gewissermassen die "Umkehrung" 

des eben beschriebenen Vorgehens ist, besteht darin, (1) in 

| x - x 0 U r gleichmfissig mit Hilfe analytischer Transformatio­

nen zu vereinfachen. Wasow [331 wies nach, dass man für i> = 1 

das vereinfachte Problem 

(4) e2z" - xz = 0 

erho l t , Lee reduzierte für >> =- 2 (1) auf 

(5) £ 2 z t t - (x2 + ß ^ ( e ))z =- 0 

Sibuya [311 behandelte 1974 den Fall V * 3. Die Funktion 

a,(x) habe für x = 0 eine Nullstelle m,-ter Ordnung. Unter 
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der Voraussetzung 

a>- 1 

m 2 ( y> ungerade) 
(6) 2 

m z — ( y> gerade) 
x 2 

reduzierte er (1) auf 

(2* ) ß 2z M - (x* + S p fy, ( e )x^)z = 0 

Deshalb war das Ergebnis von Rubenfeld und Willner nicht 

überraschend, da unter der Voraussetzung (3) die Bedingung 

(6) erfüllt ist. Der Vorteil der Vorgehensweise nach der 

Methode der "Vergleichsgleichungw besteht aber darin, dass 

man mit schwächeren Voraussetzungen an die Koeffizienten von 

(1) auskommt und explizite Fehlerabschfitzungen angeben kann. 

Die Lösungen der Differentialgleichungen (4), (5) sind 

gut bekannte spezielle Funktionen. Für *> > 3 ist es ent­

scheidend, auch die Lösungen von (2* ) hinreichend gut zu 

kennen. Das entspricht dem Problem der globalen Lösung der 

Gleichung 

d w 
(7) g- - (xm + l^x"-1*...* ij^jx • bm)w • 0, 

dx 

b,,...,*)^ sind Parameter. 

Sibuya [32] zeigte, dass eine eindeutige Lösung W (x,b,,... 

...,bm) existiert, die ganz in bif
#*>t>

m ist, in larg x\< 

3 
*> 3T e i n bestimmtes asymptotisches Verhalten für 

m+2 
I x l — • oo besitzt und dabei in larg x |< subdominant 

m+2 

ist. Dieses Ergebnis wurde von Braaksma auf Differential­

gleichungen beliebiger Ordnung mit Polynomkoeffizienten er-
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weitert. Man kann nun Ober die Darstellung 

p-i P m 

-V- w<-> + f nm,^,..., ^ <*>bl •-bm 
' m ^ » b l ' M , , V bestimmen. Das tünrt nach Einsetzen in (7) 

zu einem rekursiven System für tl^ft ... <p< • Dieser di­

rekte Weg zur Bestimmung der ij fOhrt aber nur in Spezial­

fällen zum Ziel, Wyrwich gab einen indirekten Weg an und er­

hielt explizite Ergebnisse für b«, = ... = brm, , = 0 . 

Eine andere Methode schlägt Bakken vor, er erhielt aber bis­

her nur für kleine b explizite Ergebnisse. Vielleicht ermö­

glicht der Abschluss der Invariantentheorie von Jurkat, in 

noch grösserem Masse als bisher Laplaceintegrale zur Lösung 

des Verbindungsproblems zu nutzen. 

Eine dritte Methode zur Konstruktion asymptotischer Fun­

damentalsysteme besteht darin, nicht in lx-x0l< r (1) gleich-

mfissig zu vereinfachen, sondern in geeigneten Teilbereichen 

auf "einfachere" Probleme zu reduzieren. Grundlegend dafür 

ist der von Iwano und Sibuya definierte Begriff des zu (1) 

gehörenden charakteristischen Polygons. Betrachtet werde nun 

etwas allgemeiner 

«« <32y 
(1** ) eaer * - a(x,£ )y = 0 

dx* 

a<a,(x) habe für x = 0 eine Nullstelle m^-ter Ordnung. Man 

legt die Punkte 

R = (€.,-!>, P 0 = (0, £), P(tt=(üt, _ ^ ± ) 

in ein Koordinatensystem und konstruiert einen konvexen, P 

und H verbindenden Polygonzug so, dass nur die P^ und R 
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"Ecken" aind und kein P^ unterhalb dea Polygonzuga liegt. 

Besitzt der konstruierte Polygonzug einschliesslich PQ,R N+ 

+ 1 Ecken, so sagt man, (1* ) besitze ein N-segmentiges cha­

rakteristisches Polygon. Die Schwierigkeiten bei der asympto­

tischen Lösung von (1) nehmen mit wachsendem N zu. Es zeigt 

sich, dass im Spezialfall 6" = l N = 1 gilt, wenn 

(a) a i < x ) s ° oder 

(b) i> * 2 oder 

(cx) i> 2: 3 und m ^ jf - 1» 

das entspricht den Voraussetzungen bei Rubenfeld/Willner, Wa-

sow, Lee, Sibuya. 

Ist N = 1, so erhält man nur zwei Teilbereiche. In ei­

nem Teilbereich kann man die Ordnung des Problems reduzieren, 

im anderen erhält man nach einer Transformation ein regulör 

gestörtes Problem. 

Der entscheidende Nachteil der Methode ist, dass man nach 

der Konstruktion der FundamentalSysteme in den Teilbereichen 

noch ihre Verbindungsmatrizen bestimmen muss. Im einaegmen-

tigen Fall gelang es aber, mit dieser Methode eine Reihe von 

Differentialgleichungen mit Wendepunkten auch für Differen­

tialgleichungen höherer Ordnung zu lösen [18,19,20,28,34 3 • 

Bisher wurden nur sehr spezielle zwei- und dreisegmentige 

Probleme behandelt, nämlich 

o <*2y 
(8) e 2 K - (xm - e)y = 0 (m_T3) 

dx* 
in Cl7J,C273, 

2 d ^ 5 
(9) e * - (x* - e x)y » 0 

dx* 
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in C213 und in C292 

d 2 
(io) e 4 — * • - (x5 • ex 2 + e2)y = o. 

dx* 

Das liegt daran, dass man ftir die Berechnung der Verbindungs-

matrizen Aussagen über das globale Verhalten der Lösungen von 

Wendepunktsproblemen benötigt. 

Es wird nun noch dieser Problemkreis betrachtet, also 

das Problem, ftir (1) FundamentalSysteme und deren Verbindungs­

matrizen in die volle x-Ebene tiberdeckenden Bereichen anzuge­

ben. 

Grundlegend dafür ist die Arbeit von Fedorjuk 1966. Es 

sei p(x) ein Polynom, 
2 

2 d y 
(11) e * - P(x)y = 0, 

dx* 

ferner 7) (xQ,x) = f pi (t)dt. Die Menge aller x, ftir die 

gilt He *i (x0,x) = 0, heisst "Stokeslinie" durch den Wende­

punkt xQ. 

Fedorjuk untersuchte die Topologie der Stokeslinien und der 

von ihnen berandeten Gebiete. D ^ sei ein von Stokeslinien 

berandetes Gebiet, 3) die Vereinigung gewisser D ^ und gewis­

ser Stokeslinien. 2) heisst kanonisch, wenn das Bild von 2> 

bei der Abbildung i£ (x ,x) mit Ausnahme von Vertikalschnit­

ten die einfach belegte volle 1£ -Ebene ist. 

Fedorjuk wies nach, dass der Geltungsbereich von Fundamental­

systemen mit Ausnahme von Umgebungen der Wendepunkte ein ka­

nonischer Bereich ist und gab Verbindungsmatrizen verschiede­

ner Fundamentalsysteme ftir den Fall einfacher Wendepunkte an. 

Unter letzterer Voraussetzung zeigte Wasow C35J, dass die 

- 200 



Entwicklungen vom Fedorjuktyp in Umgebungen der Wendepunkte 

nicht gelten und berechnete Verbindungsmatrizen für die Fun-

damentalsysteme nach Fedorjuk und die in der Umgebung der 

Wendepunkte. Damit war das globale Verhalten der Lösungen 

von Wendepunktsproblemen vom Typ (11) für ein Polynom p(x) 

mit lauter einfachen Nullstellen geklärt. 

Leung [10, 113 behandelte dann auf der Grundlage der oben er­

wähnten Reduktionssatze von Lee, Sibuya das zentrale Verbin­

dungsproblem für ein beliebiges Polynom p(x). In weiteren 

Arbeiten versuchte Leung [12, 133, Entwicklungen vom Fedor-

juktyp für Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zu 

konstruieren, eine erste Anwendung auf eine Differentialglei­

chung dritter Ordnung mit zwei Wendepunkten liegt vor C143. 

Genaue Aussagen über Gültigkeitsbereiche asymptotischer 

Entwicklungen in der Nähe eines Wendepunktes und über das 

Verhalten in der Nahe von Stokeslinien findet man bei Nishi-

moto [21, 22J. 

Olver L23, 24, 251 untersucht das globale Verhalten von Fun­

damente lsystemen für Wendepunktsprobleme für reelle x auf 

der Grundlage seiner Theorie der qualitativen Fehlerabschft-

tzungen für Gleichungen vom typ 

wobei 

e 2 *2У 

17 
- Гaв(x) + f * b ( : 

/І > 1 ( » • 1,2) 

ß > 2 -
4 

»+2 
(V 1 

In C26.1 gibt er hinreichend« Bedingungen für das Auftreten 
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von "Resonans" an, die Grande rar das Aurtreten von Keso-

nanzfalien bei Randwertaufgaben fQr WendepunJctaprobleme 

wurden allerdings schon vorher mit Hilfe von StOrungssfitzen 

fur Operatorgleichungen [63 geklfirt. 
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