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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNVERSITATIS CAROLINAE
26,2 (1985)

RETOUR SUR LES CARACTERES FERME ET RELATIVEMENT
OUVERT DU CONE-BARRIERE D'UN CONVEXE
Jacques BAIR

Résumé. Nous caractérisons les convexes de dimension finie dont le céne-
barriére, éventuellement privé de certains de ses sommets, est relativement ou--
vert. Ensuite, nous décrivons les convexes de R" dont la barriére est fermée,

3 la condition que leur céne d'infinitude soit polyédrique (ce qui est toujours
le cas dans le plan).

Mots clefs : convexe, cOne-barriére, relativement continu, hyperbolique.

Classification : 52 A 20.

Bréndsted a obtenu une condition nécessaire et suffisante permettant de
reconnaitre les ensembles convexes A de 1'espace numérique R" pour lesquels le
cdne~barri&re, noté BB(A), est ouvert 3 la condition de lui enlever 1l'origine
[IV; Corollary (i), p. 3381 ; ce résultat excluait le cas d'ensembles convexes
contenant des droites puisque la barri2re est alors forcément de dimension
strictement inférieure 3 n. Récemment, nous avons levé cette restriction en
caractérisant g€ométriquement les convexes A de R" pour lesquels B(A)\ {0} est
algébriquement ouvert, c'est-3-dire relativement ouvert ou encore ouvert dans
leur enveloppe linfaire [I; 42, p. 739]; dans cette &tude, nous avons travail-
18 (sans 1'expliciter assez clairement) sur des corps convexes, c'est-a-dire
sur des convexes dont 1l'intérieur n'est pas vide; malheureusement, le résultat
annoncé ne peut pas €tre &tendu tel quel 3 des convexes de dimension inférieure
4 " O,x2 > xf} .
pour lequel B(A)\{0} = {x € R3 :t x, <0}V {x€ R3 LR o, X, $ 0}

2
n'est pas ouvert bien que A soit relativement continu (c'est-2-dire continu

2 n, ainsi qu'en atteste, dans Ra, 1'ensemble A = {x € R3:x

dans son enveloppe linéaire [I; p. 739]).

En fait, on peut vérifier que, pour tout convexe non vide A de Rn, la barridre

relative B(A) = {x € 1A : sup (x,y) < + o}, ol lA désigne 1'enveloppe linéaire
¥EA

(affine hull) de A, donne lieu 2 1'égalité& suivante :IB(A)\lA =

OQ(A)\{a}) + A, o lA désigne le sous—espace vectoriel orthogonal au sous-

1

espace vectoriel lA - "A parall2le 3 A et a est le point (unique) ol 1A rencontre
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1A. Comme ]B(A)\lA et B(A)\ {a} sont visiblement algébriquement ouverts simulta-
nément, le raisonnement utilisé en [I] conduit 2 ce résultat (gui rectifie 1'
$noncé 4.2 de [I] ).

Proposition 1. Soit A un convexe non vide de R® . Les propositions sutvan—
tes sont équivalentes :
a) IB(A)\J'A est algébriquement ouvert;
b) B(AN {a} est ‘algébriquement ouvert;
c) A est la somme directe d'un ensemble relativement continu et d'un sous-
espace vectoriel.

Il est 2 noter que le corollaire 4.3 de [I] reste d'application: pour tout
ensemble laminé A (2 savoir A est un convexe non borné pour lequel existe un
borné B tel que A soit inclus dans la somme vectorielle de B et du sous-espace
caractéristique IE(A) composé de 1l'origine et de toutes les droites homogenes dont
un translaté au moins est contenu dans A [I ; p. 736]), IBB(A)\ {0} est algébrique-
ment ouvert [I; p.739] , puisque B(A) coincide alors avec le sous-espace vectoriel
orthogonal aIE(A). Par ailleurs, un convexe A non borné et non laminé pour le-
quel IB(A)\ {0} est algébriquement ouvert doit &tre de dimension &gale 2 n, sinon
la créte (ou ensemble des sommets) de IB(A) contiendrait le sous-espace vectoriel
lA qui ne se réduirait pas 2 {0} , ce qui serait en contradiction avec le carac-

tére relativement ouvert de IB(A)\ {0}. En conclusion, on peut obtenir cet &noncé:

Proposition 2. Pour un convexe A de R", B(A\ {0} est algébriquement ouvert
8i et seulement 8i A est un ensemble continu (soit un compact, soit un eorps non
borné et relativement continu), ou A est laminé.

Terminons cette bréve mise au point concernant le caract2re algébriquement
ouvert du c8ne-barri2re en constatant que la barridre IBB(A) elle-méme est algé-
briquement ouverte sous la condition nécessaire et suffisante qu'elle coincide
avec un sous-espace vectoriel, soit 1'espace R® tout entier, soit un sous-espace

de dimension inférieure 3 n. Cette observation conduit au r&sultat suivant:

Proposition 3. Pour un convexe A de R® , le cone-barridre B(A) est rela~
tivement ouvert si et seulement si A est borné ou laminé.

Quant au caract@re ferm& de la barridre, il est &troitement relié 2 la
notion d'ensembl;a hyperbolique introduite par Sablon [V] , 3 la suite d'une
suggestion du Professeur Valette. Rappelons que nous qualifions d'hyperbolique
tout convexe A non borné pour lequel existe un born& B tel que A soit inclus

dans la somme vectorielle de B et du cdne d'infinitude X(A) composé de 1'origine
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et de toutes les demi-droites, pointfes en 0, dont un translaté au moins est
inclus dans A [II; p. 182] . Bien entendu, la barrigre d'un hyperbolique A est
fermée car elleest le polaire de X(A); nous avons démontré la réciproque de
cette propriété par une argumentation faite essentiellement dans R” (sans qu'il
le soit d'ailleurs explicitement indiqué&) [II; Proposition 5, p. 183]. Voici
un exemple montrant qu'il n'y a pas &quivalence, hors de R*, entre les hyper-
boliques et les convexes 2 barri&re fermée: dans R3, si C désigne le céne cir-
culaire droit {x € R : Xy > /x4 xz} et B 1'ensemble infini

1 .1 1 1 .
{ = p.k cos—, 8in — , cos =) : k_ = our tout entier naturel
Yp = Pk (cosy, min g, cos ) 1 Ky 2sin§7l— ' P
’ P

p=1,2,3, ... }, 1'enveloppe convexe fermée A de la réunion B U C est telle

que I(A) = C, B(A) = {x € R3 A < - /xl + x, }, tandis que d(yP,C) = _';_Z p, ce

qui montre que B(A) est fermé et qu'il n'existe aucun borné dont la somme ;vec
I(A) inclut A. L'idée originale de cet exemple est due & Goossens qui publiera,
avec plus de détails, ce passage et donnera des résultats nouveaux sur le sujet.
Pour notre part, contentons-nous de donner, dans Rn, cette généralisation de la
caractérisation des convexes de dimension 2 dont la barriére est fermée: elle
concerne les convexes non bornés dont le céne d'infinitude est polyédrique, con-

dition qui est automatiquement satisfaite dans le plan.

Proposition 4. Soit A un convexe non borné de R" dont le cbne d'infinitude
I(A) est polyédrique; B(A) est fermé si et seulement 8i A est hyperbolique.

De fait, si A est hyperbolique, on a toujours B(A) = *I(A), oll *I(A)
désigne le polaire de X(A) 2 savoir le c8ne {y € R" : (x,y)<0, Vx€EIXIQI};
il en résulte que BB(A) est fermé sans aucune restriction sur I(A). Réciproque-
ment, supposons IB(A) fermé, donc coincidant avec .I(A); si X(A) est polyé&drique,

il existe des formes linéaires fi non nulles telles que X(A) = i-l{mfi(x) < 0};

* s
pour tout indice i de 1 3 p, fi appartient 2 I(A), donc 3 B(A), ce qui garantit
1'existence d'un réel A; pour lequel A C {x:fi(x) < Ai} ; d&s lors, A est inclus

P
dans P = in {x:fi(x) < )\i} ; P est un polyddre convexe dont le cbne d'infini-

P
tude n'est autre que iE {x:fi(x) < 0} [III;III.1.3, p. 54] . P peut s'écrire
comme la somme d'un polytope B et de X(A) [III;IIX.3.2, p. 70] ; au total, A

est hyperbolique puisqu'il est inclus dans B + I(A).
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