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PROBLEMES CONCERNANT DIFFERENTES
CLASSES D’)EQUATIONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES AUX OPERATEURS POLYVIBRANTS

L.E.KRIVOCHEINE!), D. MANGERON?), M.N. OGUZTORELI? et D. SALANDI4)

A la Mémoire de M. LUCIEN GODEAUX

Maitre a nous tous

(Présenté le 7 juillet 1976)

Resumé. — Les auteurs, tout en continuant la série de leurs travaux consacrés
a I’étude des équations polyvibrantes [1]—[6], dont I’essor est dii & linitiateur des
Colloques internationaux du CBRM, aujourd’hui notre profondément regretté
Maitre, M. L. Godeaux, et dont le champ d’application inclut, entre autres, I’au-
tomation des projets de construction des surfaces de forme quelconque [7] et la
propagation des ondes électromagnétiques dans le plasma [8], exposent dans ce qui
suit le probléme de la capacité de détermination des solutions d’une classe d’équations
intégrodifférentielles non linéaires aux opérateurs polyvibrants et donnent les résultats
de I’évaluation des erreurs commises si ’on se borne aux solutions approchées du
systeme différentiel aux structures complexes considéré.

Summary. — The authors have published a set of their research work devoted to
studies on polyvibrating or polywave equations [1]— [6], subsequently applied, for.
instance, to problems concerning automated design of free form surfaces [7] or to
propagation of electromagnetic waves in plasma [8]. In what follows the capacity
of determination of the solutions of a certain class of nonlinear integro-differential
systems with polywave or polyvibrating operators is studied. The existence, the unicity
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and the stability theorems are established, the valuation of the commited errors by
choosing approximate solutions is given and the relationship with a very recent
previous work [9] is pointed out. '

1. Les auteurs, tout en continuant la série de leurs travaux consacrés a I’étude des
équations polyvibrantes [1]—[6], dont I'essor est di a I'initiateur des Colloques
internationaux de CBRM, aujourd’hui notre profondément regretté Maitre, M. L. Go-
deaux, et dont le champs d’application inclut, entre autres, ’automation des projets
de construction des surfaces de forme quelconque [7] et la propagation des ondes
électromagnétiques dans le plasma [8], exposent dans ce qui suit le probléeme de la
capacité de détermination des solutions d’une classe d’équations intégrodifférentielles
aux opérateurs polyvibrants et donnent les résultats de I'évaluation des erreurs
commises si I'on se borne aux solutions approchées du systéme différentiel aux
structures complexes considéré ci-dessous.

2. Soit P’équation intégrodifférentielle non linéaire aux opérateurs polyvibrants

M?[u(x, t)] = fIx, t, u(x, t), Mu(x, t),

t

() 7
J K(x, , ¢ u( 1), MLu(, 1)]) d¢, f P(x, t, 1, u(x, 1), Mu(x, 7)])dt] = A[u],

a a

ou la fonction inconnue u(x, t) est soumise aux conditions a la frontiére classiques

u(x,a) = @(x), ua,t) =y), @) = P = p,

@ Wiat) = 1), wxn ) = B, 1@ = 5'a) = g,

M"[.] = 0*"|0x" ot" est 'opérateur polyvibrant d’ordre # a deux variables indépendan-
tes, correspondant dans (1) a n = 2, ¢(x), ¥(?), s(x) et r(t) sont des fonctions définies,
continues et continuement différentiables par rapport a leurs argumenta pour
V(x,t)ela, b] x[a,y] et les fonctions f(x,t,v,,v,,vs,0,), K(x,t1,(, vs,0s) et
P(x,t, 1, vq, bg), définies, continues et lipschitziennes dans le domaine

D={ag{sxsba<t2t<y,0=5|v|Sr =const, i =18}

par rapport & leurs arguments v;, i = 1, 8. Soient encore L; 1), i = 1.4, L (x, t,0),
i=1,2etLp(x, t 1),i = 1,2, les coefficients de Lipschitz correspondants, continus
et non négatifs dans D.

Tout en renongant ici a I'utilisation de I'une des méthodes exposées dans [9]
a Poccasion de I’étude d’une autre classe d’équations intégrodifférentielles non
linéaires aux opérateurs polyvibrants, on en déduit de I’équation (1), tout en tenant
compte des conditions (2), I’équation

?3) M[u(x, t)] = g(x, 1) + J'[ Alu]ldOdn,  g(x,1) =s'(x) +r(1) — g,
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et par suite, apres avoir mis )
@) - Mlu(x, 1)] = w(x, 1),

on obtient, toujours en vertu du systéme (2), la relation

RN

u(x, 1) = @(x) + Y1) — p + ‘-j‘ w(,1)drd¢ =

a a
X 1

() =o(x,1) + j‘J w(l 1) drdd,

a

et, cn définitif, pour la nouvelle fonction inconnue w(y, ), I'équation intégrale non
linéaire ‘1 s

wix, 1) = g(x, 1) + “-[f[n, O.0(1, 0) + J[ w(&, ) dt dé, w(n, O).

o
a a

n N
.

(6) j K(n. 0,¢ 0(8.0) + j w(&, ) drdé, w(g, @))dé,

a

a x

o
a a
@ T

J‘ P(n, 0,1, 0(n.7) + jj‘ w(, t)ydedé. win, 1)) dt] dO@ dn = H[w].

Apres avoir étudié le comportement de I'opérateur non linéaire H[.] et établi les

conditions afin qu'il soit un opérateur de contraction dans D, on est conduit, pour
Il.]] =lim|,|, au suivant.
D

Théoreme 1. Condition suffisante afin que le systéme différentiel possédant la structure
complexe (1), (2) admet une solution et une seule s’exprime par I’inégalité

x

k=i JJ {Lij(n,0)n — a)(© — o) + Ly (n, O) + Ly (n, @)x

“ a

"

) f[LIK(qw 0,%)(E — ")(@ —a) + Lyx(n, ©, f)] d¢ +

Lys(n, @)j [Lie(n, ©,7)(n — a)(© — ) + Lyp(n, ©, 7)] d1} dO dyy ll < 1 . _

et, yne fois la validité de (7) en est assurée, cette solution peut étre construite grdce
a bapplication de la méthode des itérations

x t

®) u(x, 1) = o(x,1) + j“[ wa(&, T) dt dé, n=0,1,

a a

cany
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ou I’on a mis
wy(x, t) = wy_,(x,2) + Ar,_y(x, 1), A = const,

(9) r,,_,(x, t) = W,,_l(X, t) - H[wn-1]~
En choisissant le nombre constant 4 en vertu de (7) de sorte que 'on ait
ky =142+ k |21] <1,

on obtient les évaluations des erreurs comimiscs

(10) [ wix, 1) — wy(x, ) || S K3 |l wo — Hlwo] || : (1 — ky) = R,
lim R, = 0,
(1 l) ” M(X, t) - U,,(X, t) ” é (x - a)(t - a) -Rn

et il s’ensuit que le processus des approximations successives (8) converge uniformé-
ment and absolument dans D vers la solution du probléme (1), (2).
3. Etude de la stabilité dans D des solutions du probléme (1), (2).

Soit x

M?*[v(x, 1)] = f[x, 1, v(x, 1), M[o(x, 1)], [N(x, 1, & v(, 1),
(12) a

t

M[v(& 1)]) d¢, [ O(x.t.1,v(x, 1), M[v(x,7)] dr] = R[v].
a3) o(x, o) = @(x), v(a, 1) =yY(), @@ =y(@) =p,
via, t) = r(®), v(x,a) =s(x), r'(@ =s'(a) =y,
le systéme ,,perturbé”’ du systéme initial (1), (2), ou la nouvelle fonction inconnue est
v(x, t) et les fonctions N(.) et Q(.) sont reliées, pour chaque quadruple de fonctions
Yi, 23 (i = 1—4) arbitraires et continues dans D et pour §,(.) (i = 1—6)-fonctions
définies, non négatives et continues dans le méme domaine, aux fonctions K(.) et

P(.) par les inégalités
| K(x, 8,8, Jy, J5) = N(x, 8, {,21,2)) |
(14) 0%, £,0) + 6:(x, £, 0) | yy — z1) + 03(x, 1, 0) |y, — zal,
| P(x, 8,7, ¥3,9,) — Q(x, 4,7, 23, 2) | <
04(x,8,7) + 65s(x, £,7) [ y3 — 23| + O6(x, £, T) | Y4 — Za |
On peut énoncer dans cet égard le suivant

Théoréme 2. Le systéme intégrodifférentiel non linéaire perturbé (12), (13) posséde
dans D une solution et une seule v(x, t) € C**[a, b] X [a, y] si I’on est assuré de la validité

de l’inégalité

ks = | f f (Lo (1, O)1 — a)(© — 3) + Ly (1.0) +
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as) +Lufumm@¢m&ﬂme—@+me@¢nﬂ+

+ Lyy(n, ©) f [Lig(n, ©,7)(n — a)(@ — a) + L,o(n, ©,7)]d1}dOdy || < 1

et cette solution peut étre construite par la méthode des itérations successives

v(x, t) = a(x, t) + J‘J’ 4,(¢, ©)drd{ A,(x,t) = A,_(x, ) + uR,_(x, 1)
o xt Er
R,_(x,t)=d,-1(x,1) — g(x, t) — J:[f[{, 1,0 1)+ J:[ 4,4, t)dr de,
: ) aun . aa
4,-4(¢ 1), fN(C, T, 1, 0(n, 1) + H 4,-,(, 1) dr dl, 4,-1(ns f))dn,

(16) : (e
f Q(C, 1, 0,0(( 0) + U Au_r(C, 1) ddl, 4,4 (L, @)) d@]dt dz,

a aa

oitle nombre constant u < 0 est choisi de telle maniére que "onait | 1 + p| + | u| k3 <
< 1, tandis que I’évaluation des normes des déviations || w — v || et || u(x, t) — v(x, 1) |

S’exprime par les inégalités
[fw—v]|l =

H ff [Lsf(m 0) f 0:1(n, ©, ) d{+Lyy(n, ©) f 84(n, ©,7) dt] de dy ” (1 = kg) = ks,

” u(x’ t) - U(x7 t) ” é (x - a)(t - a) kS’V(xs t)ED:
si lon ait

ke = “’ f f {Lu(n, 0) (1 — a) (6 — @) + Ly, ©) + L1, ©)
xfmm@m@—@w—@+@maown+

+ Lyy(n, @)J[55(ﬂ, 0,7)(n — a)(r — a) + 8(n, O, 1)] dr} de dy ” <1.

Remarques. — 1°. Le systéme intégrodifférentiel (1), (2) s’encadre dans I’ensemble
des systémes différentiels possédant la structure complexe, dont ’étude a été proposée
par I’Académie royale des Sciences, des Letters et des beaux Arts de Belgique.
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Nombre de travaux des auteurs de caractére fondamental ou applicatif a été consacré
a ce sujet.

2°. Dans I'une de nos prochaines Notes a insérer dans le Bulletin de I’Institut
Polytechnique de Jassy on exposera sauf nombre de détails algorithmiques quelques
nouveaux résultats concernant le probléme traité.
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