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ARCH. MATH. 4, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 
XII: 199—208, 1976 

FIBRATIONS ET FAISCEAUX DANS UNE 
2-CATÉGORIE 

par SYMÉON BOZAPALIDES 

(Présenté le 4 Janvier 1976) 

Dans ce papier on étudie d'une part les fibrations dans une 2-catégorie et on passe 
à ce cadre générale tous les résultas de Gray [4] et d'autre part les faisceaux sur un 
objet d'une 2-catégorie, ce qui nous permet de parler de l'objet de groupes, d'anneaux, 
de catégories internes, etc, d'un certain objet. 

O. PRELIMINAIRES 

a) Une 2-catégorie A est à cotenseurs si, pour chaque objet X de .A et pour chaque 
petite catégorie /, le 2-foncteur 

Cat(I,A(-,X)):Aop->Cat 

est représentable; on note X1 un représentant. Pour exemples voir [3]. 
b) L'objet A d'une 2-catégorie A à cotenseurs est à limites projectives (resp. 

inductives) si pour chaque petite catégorie /, la flèche diagonale 

A : A -> A1 

admet un adjoint à droite (resp. à gauche). 
Le lecteur pourrait trouver des détails dans [3]. 

c) Étant donné deux flèches de même but A --V C ^ B dans une 2-catégorie A, 
on désigne par (f,g) l'objet déterminé par le diagramme ci-dessous, où tous les 
carrés sont des Cat-produits fibres 
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Il est clair que pour tout objet X de A la catégorie A(X, (f, g)) est isomorphe à la 
catégorie comma (A(X,f), A(X, g)). On appelle (f,g) l'objet comma des/, g. On dit 
que A est à objets commas si (f> g) existe pour tout couple de flèches coterminales. 

1. FIBRATIONS 

Soient p:E-* B une flèche d'une 2-catégorie à objets commas et L : E -> (B,p) la 
seule flèche qui rend commutatif le diagramme 

»<B,P; 

Définitions. \)p : E -> B est une fibration si L admet un adjoint à droite S : (B, p) -» 
-+E. 

2) Un morphisme cartésien dep vers la fibration p' : E' -* -B* est un couple (T£, TB) 
de flèches TE:E -* £", TB : B ^ B', tels que les carrés suivants commutent 

P' 

- £ • ' 

8 
Гв -»в' 

S 

íв,p)-

s' 

-*-fB',p'> 

où A: est la seule flèche qui fait commuter le diagramme 

/ *,p) !L_ -*• < B', pt 
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(D 
Exemples. 1 °. Une fibration dans Cat est une fibration au sens usuel. 

2°. A — Cat (E), la 2-catégorie des catégories internes à E, où E est à limites projectives 
finies; alors p : E -> B est une fibration dans Cat (E) ssi pour tout Ue ObE, Hom(U,p): 
: Hom(U,E) -> Hom(U, B) est une fibration dans Car, et (Hom(f,E), Hom(f B)) 
est un morphisme cartésien. Vfe FI E, où Hom(U, E) désigne la catégorie 
(Hom(U, E0), Hom(U, Et), Hom(U, dl), Hom(U, d% Hom(U, mE), Hom(U, n% 

Proposition 1. i) p :E ~> B est une fibration dans la 2-catégorie A ssi pour tout 
objet X de A le fondeur A(X,p) : A(X, E) -+ A(X, B) l'est aussi, et les fondeurs 
(A(g, E), A(g, B)) sont cartésiens, V ge FIA; 
ii) (TE, TB) est un morphisme cartésien ssi pour tout l e ObA (A(X, TE), A(X, TB)) 
Vest aussi. 
Pour démontrer la proposition ci-dessus on a besoin des lemmes suivants: 

Lemme 2. Soient 

X±zY 

deux flèches dans une 2-catégorie B; alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

-) f~\ u dans B; 
ii) a) pour tout objet A de B on a B(A,f) H B(A, u), 

b) pour toute flèche m : B -» A de B on a 

B(m, X).tiA = rjB. B(m, X), 
o w VA* *?B sont les unités des adjonctions a); 

iii) a) pour tout objet A de B on a B(A,f) H B(A, u), 
b) pour toute flèche m : B -*> A de B on a 

B(m, Y).eA = eB. B(m, Y), 

où eA, eB sont les counités des adjonctions a). 

Preuve, i) => ii), iii) trivial. 

ii) <=> iii), car on a le morphisme d'adjonctions [5] 

fiM.f) 
ßíЛ.X). 

B(m.X) 

B(8,x)-

i ( A , u ) 

B(BJ) 

- ß(Л,Y) 

Ë(mУ) 

ľГB(B.Y) 
•ßťB.-u) 
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ii), iii) => i). 

De b) on obtient 

donc 
rjA(x) . m = rjв(x .m), x : A -> X, 

rjx(h) • * = t}A(x), x:A-+X, 

où rj = fo(lx): lx=>u.f 
De même on définit 

s = ey( l r) :f.u=> lY 

par £x(j) = £ . y: 
L'adjonction a) au point x e ObB donne 

ex . B(XJ) o B(X,f) . nx = B(X,f), 

d'où en évaluant en \x on trouve que 

%(/)of/ = f 

et comme £*(f) = £f on obtient finalement 

efofrç = f 

L'autre identité triangulaire se prouve pareillement. • 

Lemme 3. Soit u: A -y B une flèche dans la 2-catégorie B; alors les conditions 
suivantes sont équivalentes: 

i) u admet un adjoint à gauche dans B; 

ii) a) pour tout objet X de B le fondeur B(X, u) admet un adjoint à gauche noté FXy 

de façon que les carrés 

Fx ßix.ßj *B(X.A) 

commutent, V m e FIS, m : Y-* X, 

b) on a 

B(m,B).rjx = rjY.B(m,B), 

°à *l;r> *7Y sont les unités des adjonctions a); 
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iii) a) la condition ii) a) est vérifiée ainsi que la relation 

B(m, A) . ex = eY . B(m, A), 

où eA, eB sont les counités des adjonctions ii) a). 

Preuve. Tout revient à montrer que ii), iii)=> i). Il est facile de voir que i) équivaut 
à la condition i') ci-après: 

i') a) pour tout objet X de i? le foncteur B(X, u) admet un adjoint à gauche Fx, 
tel que les diagrammes 

F* BІХ.B). BCX.A) 

B(f, в) Btf.A) 
(11) 

B(Y,B) BCY.A) 

(II) 

commutent, Vcp : m=> m' : Y-» X; 

b) B(m, B).r\x = rjY. B(m, B), Vm e FIB, m : Y-+ X. 

Il est clair que i')=> ii). 
Pour montrer l'inverse il suffit de montrer que (II) est commutatif, ou bien que 

(0 
Prenons 

en vertu de ii) b) on a 

Fx(x) . ę = Fү(x . ę), x : X -*• B 

nx:x-*u. Fx(x); 

Пxm = Чx • ™ : x . m -> u . Fx(x) . m 

Чxm' = Пx • m : x . m' -* u . Fx(x) . m! 

et 
fFy(x . m) = Fx(x) . m 

\pY(x . m') = Fx(x) . m'. 

Par construction FY(x . <p) est la seule 2-cellule qui rend commutatif le carré 

x щ, 

jt-iл;. 

-ř.-tt- Ғ^CJt) -җ 

ч-FxU)(p 

*lљ«m' 
->u- FXU)W 
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d'ou (1). • 

i 1 — . < = • 

Corrolaire 4. Le morphisme cartésien 

est une fibration dans Fib (B), la 2-catégorie des fibrations audessus de la catégorie B, 
ssi T en est une dans Cat. 

Preuve. Test une fibration dans Fib (B) ssi 

T(B) = Tlp~\B) :p~l(B) -> p'"1^) 

est une fibration dans Cat, V B e ObB, et si de plus les foncteurs image "inverse" 
sont cartésiens. 

Cela veut dire d'après la prop. 4.6.[4], que Test une fibration dans Car, d'où le 
résultat. 1 

Corrolaire 5. Pour tout objet A de B, la flèche d0 : A
2 -> A est une fibration dans B. 

Preuve. En vertu de la prop. 1. la flèche d0 : A
2 -* A est une fibration ssi pour 

tout l e ObB, le foncteur 

B(X, d0) : B(X, A2) - B(X, A) 
l\ ?l II 
*o d0 B(X, A)2 B(Ҳ, A) 

en est une dans Cat, et B(g, A) est un morphisme cartésien, Vg e FIB, ce qui es 
toujours vrai (voir [4]). • 

Corrolaire 6. SiP :s# -* M est une fibration dans tft-Cat, la 2-catégorie de catégories 
relatives à la catégorie monoidale tft, alors le foncteur sous-jacent \P\:\s/\-+\ûi\ 
est une fibration dans Cat. 

Preuve. P : se ^> $ fibration dans ^l-Cat, entraine que 

(2) m-Cat(l, P) : W-Cat(I, se) -> %-Cat(l, ®) 

est une fibration dans Car, où I désigne la ^-catégorie triviale à un seul objet *, 
telle que /(*, *) = / , / étant l'objet neutre de la catégorie monoidale (JU. 

Mais (2) est exactement | P | : | j / | - * | J f | . i 

Corrolaire 7. Dans une 2-catégorie B représentable, à Cat-limites projectives on a: 

i) La composition des fibrations est une fibration. 
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ii) Uimage inverse d'une fibration en est une. 
iii) p : E -> B est unefibration ssipour toute petite catégorie Ip1 : E1-* B1 l'est aussi. 

Preuve, i) et ii) sont évidents. En ce qui concerne iii) on utilise le cor. 3.7. de 
M-i 

Considérons le diagramme commutatif suivant 

E* 
* * / - -

B*— (в, P ) 
P-• 

• • E 

B 

Proposition 8. i) p est unefibration ssi L admet un adjoint à droite S : (B, p) -• E2
9 

tel que L. S = l(BiP). 

ii) (F£, TB) est un morphisme cartésien de p vers p' ssi les carrés 

CBУ) 

ocmmutent, où k est défini par le diagramme (I). 

2, FAISCEAUX 

La théorie que nous avons dévellopé nous permet de construire l'objet de groupes, 
d'anneaux, de catégories internes, etc, sur un objet X à limites projectives, d'une 
2-catégorie A à cotenseurs. Soit K = (K, F) une catégorie protopologique [1], i. e. 
une catégorie K munie d'un ensemble des cônes projectifs F. On note s(c) et b(c) le 
sommet et la base du cône c respectivement. Du diagramme 

C C- - К (Ш) 

S(c) 
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(III) 

on obtient le diagramme 

, X 
ЬCc) 

li m 

x-x 

{où lim désigne la flèche adjointe à droite de la diagonale A : X-» Xb(c)) ainsi que une 

2-cellule m„ : X5. Xl=> lim . Xb. Xf : XK -> X. 

On définit 

F*i.cjM- -*• isorx; 

C^ł-^.f. 

•->•x, 

où l'objet Iso(X) est caractérisé par l'isomorphisme naturel 

^(A, Iso(X)) --> Jso ,4(A, X), 

et finalement l'objet Faisc (K, X) s'obtient comme la Cat-limite projective des zc, VceF-

Proposition 9. U objet Faisc (K, X) est caractérisé par Visomorphisme naturel 

A(A, Faisc (K, X)) -5- Fa/se (K, ^(A, X)). 

Preuve. Du diagramme (III) on obtient le diagramme 

AÍA.X) 

ІІT 

^(A,XÝ 

\A(A,X)C-

^(A ,X ) S 

*---- лад* 

AM.xv 

et la transformation naturelle 

A(A, mc) : A(A, X)°. A(A, Z)'=> lim . A(A, X? . A(A, X)1 : A(A, X)K -+ A(A, X). 
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Donc, étant donné que les Cat-limites projectives sont caractérisées par l'iso naturel 

A(A9 lim X,.) -5- lim A(A9 Xt)9 

on obtient finalement 

A(A9 Faisc (K9 X)) -^ Faisc (K9 A(A9 X)). • 

Corrolaire 10. Faisc (K9 X
1) ^ Faisc (K9 X/. • 

Proposition 11. Si Vobjet X est à limites projectives, il en est de même de Faisc (K9 X) 
et la flèche canonique 

Faisc (K9 X) -* XK 

commute avec ces limites (voir [3]). 

Preuve. Pour tout A objet de A, la catégorie 

A(A9 Faisc (K9 X)) 

qui, d'après la prop. 9. est isomorphe à la catégorie 

Faisc (K9 A(A9 X)), 

est à limites projectives [1], donc la proposition résulte de la prop, 2, [3]. • 
Soit maintenant F : (K9 F) -» (/l, A) un morphisme de catégories protopologiques, 

i. e. un foncteur F : K -> A tel que c e F=> Fc e A; alors il existe une flèche unique, 
nommée image inverse. 

Fl : Faisc (Â9 X) -> Faisc (K9 X), 

qui commute avec les limites projectives. 
D'autre part toute flèche / : X -» Y de A commutant avec les limites projectives 
induit une seule flèche 

f$ : Faisc (K9 X) -> Faisc (K9 Y)9 

nommée image directe, qui commute aussi avec les limites projectives. 
Il est clair que F%9f£ dépendent fonctoriellement de F et /respectivement. 
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