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FOLGENKOMPAKTHEIT UND AUSWAHLAXIOM

NORBERT BRUNNER
(Eingegangen am 10. Dezember 1980)

Eine Dedekind-Menge ist eine unendliche Menge reeller Zahlen ohne abzihlbar-
unendliche Teilmenge. Wie P. J. Colien gezeigt hat, ist die Existenz von Dedekind-
Mengen mit den ZF-Axiomen konsistent. T. J. Jech hat in [1] bewiesen, daB
Dedekind-Mengen mit der euklidischen Topologie folgenkompakte metrische
Riume mit einer abzihlbaren Basis sind, die nicht abzdhlbar kompakt sind. Wir
untersuchen in dieser Note, welchen Einfluf die Separabilitit auf die Giiltigkeit
in ZF des Satzes ,,folgenkompakt impliziert abzdhlbar kompakt,, hat (,,abzihlbar
kompakt‘ im Uberdeckungssinn). Wir beweisen zuerst ein Standard-Lemma:

Lemma In ZF gilt:

(1) Abzdhlbar kompakte Rdume mit einer abzdhlbaren Basis sind kompakt.

(2) Separable folgenkompakte metrische Rdume sind kompakt.

(3) Abgeschlossene Teilrdume von abzdhlbar kompakten Rdumen sind abzdhlbar
kompakt. :

Beweis X sei der Raum, & die Topologie.

(1) Ist # eine abzihlbare Basis von X und 0 < % eine offene Uberdeckung,
soist 2 = {Qe#:30€0: Q < O} eine abzihlbare Verfeinerung von 0. Weil X
abzihlbar kompakt ist, hat 2 eine endliche Teiliiberdeckung 2, die eine endliche
Teiliiberdeckung von @ induziert.

(2) D = {d, : ne w} sei eine abzihlbare, dichte Teilmenge von X. Die Bille

um x e D vom Radius —1-, n=1,2,..., bilden eine abzédhlbare Basis von X,
n

weswegen es nach (1) geniigt, die abzahlbare Kompaktheit herzuleiten. Sei (4y)pc o

eine Folge abgeschlossener Mengen mit ¢ # A, S 4,. Wir konstruieren ein

xe€[) 4,. Da D dicht ist, gibt es d; € D mit dist (4, 4,) < = i T k(n) sei das
ueow

kleinste derartige k. Weil X folgenkompakt ist, hat (dymmer €ine konvergente

Teilfolge (dynciy)ico Mit lim dynyy = x. Ist n€ @ fix und ¢ > O beliebig, so gibt

es m e w mit ;11— < ¢ und i€ @ mit kn() > m. Ist j > i, so ist dist (din(s), An) <

< dist (dingjy> Arngy) < € und daher xe 47 = 4,.
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(3) ist klar, QUED.
Die Bedingung der Separabilitit ist jedoch zu schwach, um das Auswahlaxiom
aus den Beweisen iiber allgemeine topologische Rdume zu eliminieren. -

Satz. Wenn es eine Dedekind-Menge gibt, so gibt es einen separablen, zusammen-
hdngenden Hausdor{fraum mit einer abzdhlbaren Basis, der folgenkompakt aber nichs
abzdhlbar kompakt ist.

Beweis. Mit der arctg-Funktion erhélt man eine Dedekind-Menge 4 < 1,
dem Einheitsintervall. # sei die euklidische Topologie auf I und die Topologie #
werde von der Subbasis £ U {A°} erzeugt (4¢ = I'\A). (, # ist der gesuchte Raum.

Wegen # o £ ist # Hausdorff’sch und weil # eine abzihlbare Basis hat, hat
auch # eine. A€ ist dicht in (Z, #) und die Spurtopologie auf A€ ist die euklidische.
Weil A keine abzdhlbare Menge enthilt, ist @ N 4 endlich und daher sind die
rationalen Zahlen dicht in 4° und somit auch in (7, #): (I, #) ist separabel.

In (I, #)ist A abgeschlossen und die Spurtopologie ist die euklidische. Wegen [1]
ist A in dieser Topologie nicht abzihlbar kompakt (vgl. das Lemma) und daher
ist (Z, #) nicht abzihlbar kompakt. (Z, #) ist jedoch folgenkompakt. Weil namlich
nach Bolzano — WeierstraB (7, .#) folgenkompakt ist, enthilt jede Folge in A€ eine
J-konvergente Teilfolge, die nach der Definition von # auch #-konvergiert. Und
weil A eine Dedekind-Menge ist, ist jede Folge in A endlichwertig und hat daher
eine konstante Teilfolge.

(1, #)ist zusammenhingend. Sei O offen und abgeschlossen. O istim #-AbschluBl
O~ von O f#-dicht und daher f-abgeschlossen. Denn ist xe O~ und x € A4, so
sind die #-Umgebungen von x die #-Umgebungen und x € c/,0.

Ist x € A°, so haben die #-Umgebungen von x die Form ¥V n 4°, Vef. Weil
wegen xe O~V N O # ¢ ist und A° #-dicht ist, ist ¥ n O n A° # ¢ und daher
x € cl 4O. Da auch O° offen-abgeschlossen ist folgt: O° ist ebenfalls #-abgeschlossen
und insgesamt ergibt sich — weil # zusammenhingend ist: O = ¢ oder O = I

QUED.
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