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UBER DIE EIGENSCHAFT VON DARBOUX FUR FUNKTIONEN
AUS DER ERSTEN BAIRESCHEN KLASSE
IM TOPOLOGISCHEN PRODUKT

LabpistAav Misik, Bratislava

(Eingegangen am 24. Mirz 1966)

In dieser Arbeit befindet sich ein Satz iiber die Unstetigkeitspunkte einer Funktion,
die auf einem topologischen Produkt definiert ist und die Eigenschaft von Darboux
nicht hat aber die in jeder einzelnen Verdnderlichen die Eigenschaft von Darboux
besitzt. Daraus bekommen wir einen Satz iiber die Eigenschaft von Darboux der
Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse, die auf einem topologischen Produkt
definiert sind.

In der Arbeit [3] ist die folgende Definition der Eigenschaft von Darboux gegeben:
Es sei X ein topologischer Raum und £ eine Basis von offenen Mengen in diesem.
Eine Funktion f, die auf X definiert ist, hat die Eigenschaft von Darboux beziiglich
der Basis %, wenn fiir jedes B € %, jede x, y € B und jede reelle Zahl c, fiir welche
f(x) < ¢ < f(y) gilt, ein Punkt £ € B so existiert, daB f(&) = c ist.

Es ist A eine nicht leere Menge. Es sei X fiir jedes 4 € A ein topologischer Raum
und 4, eine Basis von offenen Mengen in diesem. Es sei X das topologische Produkt
von X, fiir A € A. Fiir jedes 4 € A soll n; die Projektion des topologischen Produktes X
auf X, bedeuten, d. h. m,(x) = x; fiir jedes x € X, wobei x, die 1-Koordinate von x
ist. Das System aller Mengen B < X, fiir welche eine nicht leere endliche Menge
Ap < A so existiert, daB m,(B) = X, fir Ae A — Ay und n,(B) e &, fir A€ A4 ist,
und welche das Produkt von n A(B) ist, bezeichnen wir durch #. Das System & ist eine.
Basis von offenen Mengen im topologischen Produkt X. Es sei jetzt x = (X,),e, € X
und A € A. Dann bedeutet X, , die Teilmenge von X, fiir welche #,(X, ;) = {x,} fiir
ve Aund v + Aund n)(X, ;) = X, gilt. Dabei ist-{x,} die Menge, welche nur den
einzigen Punkt x, enthélt. Wenn f eine Funktion mit dem Definitionsbereich X ist,
dann werden wir die partielle Funktion der Funktion f, die auf der Menge X, ;
definiert ist, durch f, , bezeichnen. Die inverse Abbildung der Abbildung (x;),
werden wir durch ;' bezeichnen. In der Arbeit [4] ist der folgende Satz bewiesen:

Satz 1. Es sei A eine endliche nicht leere Menge und f eine solche Funktion, die
auf dem topologischen Produkt X definiert ist, fur welche f, ;(n; ') fir jedes x € X
und A € A die Eigenschaft von Darboux bezilglich der Basis #, hat. Dann hat die
Funktion f die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis 8.
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Dort ist auch ein Beispiel gegeben, daB dieser Satz fiir unendliche Mengen A nicht
gelten kann. Die in dem Beispiel gegebene Funktion ist aus der zweiten Baireschen,
Klasse. In der Arbeit [5] ist folgendes Problem ausgesprochen: Gilt der Satz 1
wenn A eine unendliche Menge und f eine Funktion aus der ersten Baireschen Klasse
ist? Aus dem Satz 4 werden wir sehen, daB der Satz 1 gilt, wenn A eine unendliche
Menge, f eine Funktion aus der ersten Baireschen Klasse und jede offene Menge im
topologischen Produkt X eine Menge von zweiter Kategorie ist.

Jetzt werden wir noch eine Klasse von Funktionen definieren. Es sei X ein topolo-
gischer Raum und & eine Basis von offenen Mengen darin. Eine Teilmenge 4 von X
hat die Eigenschaft M,(#), wenn B < A fiir jedes B € #, das im A enthalten ist,
gilt. #,(#) wird die Klasse von solchen Funktionen f bedeuten, fiir welche die
Mengen {x :f(x) = a} und {x:f(x) < a} die Eigenschaft Mj(%) fiir jede reelle
Zahl a besitzen. In der Arbeit [5] ist folgender Satz gegebenen:

'Satz 2. Es sei A eine nicht leere Menge und X, und ®, fiir A€ A und X und %
sollen dieselbe Bedeutung haben, wie vor dem Satz 1. Wenn f eine solche Funktion
bedeutet, die auf dem topologischen Produkt X definiert ist und fiir welche f, ;(n; ')
aus der Klasse M y(%;) fiir jedes x € X und 1 € A ist, dann gehért die Funktion f
zu der Klasse M y(%).

Jetzt werden wir mit Hilfe des Satzes 2 folgenden Satz beweisen:

Satz 3. Es sei A eine beliebige nicht leere Menge. Es soll f eine solche Funktion
sein, welche auf dem topologischen Produkt X definiert ist, fiir welche f,,l(nfl)
die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis &, fiir jedes x € X und jedes
A € A hat und die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis # nicht hat. Dann
existiert ein solches B € #, daf die Funktion f in keinem Punkt von B stetig ist.

Beweis. Wenn die Funktion f die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis #
nicht besitzt, dann existieren: ein B € #, zwei Punkte x, y € B und eine Zahl ¢ so,
daB f(x) < ¢ < f(¥) und f(u) # c fiir jedes u € B ist. Jetzt definieren wir zwei
Mengen B, und B° folgendermaBen: B, = {u :u€B, f(u) < c}und B° = {u :u€eB,
f(u) 2 c}. Die Mengen B, und B° sind nicht leer. Wenn néimlich B, = 0 ist, dann
git B=B = {u:ueB, f(u) = c}. Da f, ,(n;') die Eigenschaft von Darboux
beziiglich der Basis &, fiir jedes x € X und jedes A € A hat, ist die Funktion f, ,(n} ')
aus der Klasse .#,(@,) fiir jedes x € X und jedes 1 € A. Nach dem Satz 2 ist f aus der
Klasse y(#). Daraus wird folgen, daB B < {u : f(u) 2 c} gilt. Das ist aber ein
Wiederspruch, weil x € B und f(x) < c ist. Ahnlich beweist man, daB auch B® = 0
unm@glich ist. Es gilt also: B = B, U B° und B, und B° sind nicht leere zueinander
disjunkte Mengen.

Es existieren also u = (u;)3e4 und v = (v2)2e4 aus B so, daB f(u) < ¢ < f(v) ist.
‘Wir zeigen nun, daB die folgende Behauptung gilt: Wenn z = (z,);., und t = (£2)1e4
aus Bsindund wenn z, = u, fiir 1 % A, A, ..o A,und t; = v, fiir 4 % py, gy, .5 lim
ist, dann gilt f(z) < ¢ < f(2).
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Diese Behauptung wird durch Induktion und nur fiir den Fall des Punktes z be-
weisen. Fiir den Punkt ¢ ist der Beweis dhnlich. Es sei v € 4 und z ein solcher Punkt
aus B, fir welchen z, = u, fiir A + v ist. Die Funktion f, ,(z; ') hat die Eigenschaft
von Darboux beziiglich der Basis #,. Daraus, aus den Voraussetzungen iiber f und
aus der Ungleichung f, (7, 'u,) = f(u) < c geht hervor, daB f(z) = f, (n;'z,) < ¢
ist. Wir werden jetzt annehmen, daB die Behauptung fiir jedes z = (z,),.4 € B,
wobei z, = u, fir A % A4, ,,..., 4, ist, gilt. Es sei w = (w;),.4€B und w, = u,
fir A = vy, V35 oo Vps Va1 ES sei W = (W});.4 ein solches Element aus B, fiir das
w, = u,, und wj = w, fiir A + v, gilt. Daraus folgt, daB f(w’) < c ist, weil w; = u,
fir A = v3, V3, ..., Vpy Vpuy 8ilt. Da w, = w; fiir 4 &= v, und f(w’) < c ist, folgt nun,
daB f(w) < c ist.

Wir nehmen jetzt einen beliebigen Punkt z = (z).)leA aus B. Es sei C ein solches
Element aus 4, fiir das z e C ist. Es sei n;(C) = X, fiir jedes 4 % py, fp, ...s fye
Jetzt wihlen wir zwei Punkte w' = (W});c4 und w” = (W});4 s0, daB w; = u, und
wy = v, fur 2 % py, s, ..., s und w,, = w, =z, fiir i =1,2,...,n gilt. Es ist
evident, daB w’, w” € C und f(w') < ¢ < f(w") ist. Da f(z) # c ist, ist die Oszillation
der Funktion f in dem Punkt z gréBer oder gleich |f(z) — ¢| > 0. Also kann die
Funktion f in dem Punkt z nicht stetig sein. Da der Punkt z ein beliebiger Punkt
aus B war, ist die Funktion f in keinem Punkt von B stetig.

Da die Menge aller Unstetigkeitspunkte einer Funktion aus der ersten Baireschen
Klasse eine Menge erster Kategorie ist ([1], 9.5.25, S. 259), ist evident, daB die Funk-
tion f aus dem Satz 3 nicht aus der ersten Baireschen Klasse sein kann, wenn jede
offene Menge in dem topologischen Produkt X von zweiter Kategorie ist.

Satz 4. Es sei A eine beliebige nicht leere Menge, f sei eine Funktion aus der
ersten Baireschen Klasse, die auf dem topologischen Produkt X definiert ist. Es
sei in X jede offene Menge von zweiter Kategorie. Dann hat die Funktion f die
Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis 8, wenn die Funktion f, (n;") die
Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis &, fiir jedes x € X und A € A hat.

In dem topologischen Produkt X sind alle offene Mengen von zweiter Kategorie
zum Beispiel in dem Fall, wenn alle Komponente X; des Produktes vollstindige
metrische Rdume sind. Das ist eine Folgerung des Satzes 2.10 aus [2]. Es gilt also,
daB jede offene Menge in X von zweiter Kategorie ist, wenn X ein topologischer
Produkt von Intervallen ist. In dem Beispiel aus [4] kann man also eine Funktion
aus der ersten Baireschen Klasse nicht so wihlen, daB sie die Eigenschaft von Darboux
beziiglich der Basis # nicht hat und in jeder einzelnen Veréinderlichen die Eigenschaft
von Darboux hat. So gilt zum Beispiel, daB jede Funktion aus der ersten Baireschen
Klasse, die auf dem topologischen Produkt X von Intervallen definiert ist und in
jeder einzelnen Verdnderlichen stetig ist, die Eigenschaft von Darboux beziiglich der
Basis # hat.
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Vytah

O DARBOUXOVEJ VLASTNOSTI PRE FUNKCIE
Z PRVEJ BAIREOVEJ TRIEDY V TOPOLOGICKOM SUCINE

LApisLAv Misik, Bratislava

V prdci sa okrem iného dokazuje, Ze funkcia z prvej Baireovej triedy definovand na
topologickom stéine, v ktorom vietky otvorené mnoZiny si druhej kategdrie, md
Darbouxovu vlastnost, ak ju md v kazdej premennej vzldst.

Pesome

O CBOWMCTBE [JAPBY Ui ®VHKIIUU U3 INEPBOI'O KJIACCA B3PA
B TOITOJIOT'MYECKOM ITPOU3BEJEHHNU

JIAJNCIIAB MUIIHK (Ladislav Misik), BpaTucnasa

B pa6ore moka3mIBaTCH, YTO (YHKIMA M3 mepBoro Kiacca Bapa, onpeneneHnas Ha
TOTIOJIOTHYECKOM IPOU3BEACHHHM, B KOTOPOM BCE OTKPHITHIE MHOXECTBA SBJIAIOTCH
MHOXeCTBAMH BTOpO#l kateropuu, obGnanmaer cBoiictBoM [ap6y Torma, eciu oHa
HMMEET 3TO CBOMCTBO JUIA KaXkIoi nepeMeHHON OTAENBHO.
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