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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

RUZNE

O HYPEROSKULACNICH KUZELOSECKACH

VLADIMIR SKORPIK, Praha.
(Doslo dne 26. srpna 1954.) DT :513.516.3

V projektivni geometrii se fesi tiloha ¥4dajici sestrojeni kuZeloseSky
k,, kterd hyperoskuluje danou kuZelosetku k& v daném bod$ A4, t. j.
mé s ni v tomto bod¥ étyrbodovy styk, a prochézi danym bodem O.
Obmétime tlohu tak, e bod 4, ve kterém se kuZeloselky k a k, hyper-
oskulujf, nebude dén, za to vSak misto dosavadni jedné dodatkové
podminky pro uréeni kuZelosedky k, budou dany dvs, a to bud jejf dva
body nebo bod a teéna nebo posléze dvé teény. Témito obménami do-
sp&jeme ke étyfem tilohdam. Ty v tomto élinku prostudujeme. Znéji
takto:

1.

K dané jednoduché kuZeloselce k jest sestrojiti hyperoskulaéni kuZeloseCku k.,

tak,

a...
I ...
1) ...

Iv)...

aby prochdzela dvéma dangmi body Oy, O,.

aby se v daném bodé T dotykala dané pFimky t.

aby prochdzela danym bodem O a dotijkala se dané pFimky o, neprochd-
zejtct bodem O.

aby se dotykala dvou danych pFimek oy, o0,.

O danych bodech, jimiz ma k, prochazet, budeme pfedpokladat, Ze nelezi
na k. RovnéZ dané pfimky, jichZ se mé k, dotykat, nejsou teénami dané k¥iv-
ky k. Uloha (IV) je duslni k (I), tak¥e jeji fefeni vyplyne dualisaci z Fedeni
tlohy (I). V8echny dané prvky v tlohéch predpokladejme realné.

2.

Hyperoskuladni kuzelosetka je zvladtni p¥ipad kuzelosetky dvojstyéné,t) kdy
dva body dotyku splynuly v jediny — bod hyperoskulace. V ten zde pfesel

bode
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1) Dwojstyénou zde rozumdjme kuZeloselku, kterd se kuZelosetky k dotykd ve dvou
ch.



té% pé6l Y spojnice obou dotykovych bodd. Resiti tlohy (I) a% (III) v podstatd
znamen4 stanovit geometrické misto péli ¥ v¥ech dvojstyénych i hyperosku-
laénich kuZeloseéek kiivky k, jez splituji obé dodatkové podminky piislusné
tlohy, a zjistit priseéiky tohoto geometrického mista s danou kfivkou k. Ty
pak jsou body hyperoskulace téch kuZelosetek, které jsou feSenim tlohy.
Je-li rovnice dané jednoduché redlné kuZelosetky k v projektivnich bodovych

soufadnicich
3

ﬂx) = Za’rszrxs =0 (a‘rs = asr) ’ (1)

resp.
f(x) = zxrfr(x) =0, (2)

a jsou-li ¥y, ¥,, ¥5 soufadnice zminéného pélu Y, zni rovnice dvojstyéné (resp.
hyperoskulaéni) kuZelosedky takto:

af(@) — e[ Sz f ()P = 0. @)

Prochéazi-li kuZelosetka vyjidfens rovnici (3) danym bodem [v tloze (I)
bodem O, v tloze (II) bodem 7' a v ftiloze (III) bodem O] a byl-li tento bod
zvolen za soufadnicovy vrchol O,(1, 0, 0), nabude rovnice tvaru:

ﬁ(y) f(x) — an[zl:xrfr(y)]z =0, kde a,; + 0. (4)

Y o2

Tato rovnice je vychodiskem pro dalsi studium v8ech t¥i dloh, nebot 1ze z ni
odvodit piedepsanim daldi dodatkové podminky rovnici geometrického mista

péla Y.
3.

V dloze (I) zvolme dalsi dany bod O, za soufadnicovy vrchol 0,(0, 1, 0), takZe
ags + 0, a dosadme jeho soufadnice do rovnice (4). Vznikne tim rovnice:
Qg ﬁ(y) — a3 f:(y) =0,
kterd ukazuje, Ze geometrickym mistem péli Y je zde kuZelosetka g sloZend
ze dvou (ruznych) pfimek py, p,, vyjadienych rovnicemi:

Py V“zz filx) — Van fa®) =0, pp... V“zz fix) + Vau falx) = 0.
Jde o sdruzené poléry kuzelosetky k. Jejich pély Pl(Va,,, — Vau, 0), P,(Va“,
Van, 0) lezi zfejmé& na spojnici danych bodi O,(1, 0, 0), 04(0, 1, 0), oddé&luji
tyto body harmonicky a pfedstavuji dvojici sdruzenych péli kuZelosetky k.

Jadrem konstruktivniho feSeni tlohy (I) je tedy stanoveni bodu P,, P; na
piimce 0,0, jako spoletné druZiny involuce harmonickych péli kuzelosetky
k a dalii involuce, v ni% jsou body O,; O, samodruznymi (viz obr. 1).
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Uloha mé obecns 4 fedeni, nebot tolik maji prisecika kuzelosecky k a g. Je-li
piimka 0,0, teénou kuZelosedky k v ur¢itém bodé R, splyne jeden z bodu
P,, Py s R a geometrické misto g je pak sloZzeno z pfimky 0,0, a z polary kuzelo-
setky k pro pél P, harmonicky sdruZeny s R vzhledem k bodim 0, 0,. T¥i
priseéiky kuZelosetek k a g zde splyvaji v jediny bod R, takZe loha (I) méa
v tomto piipadd pouze dvé feSeni, z nichZ jedno je trividlni (kuZelosetka slo-
Zend z dvojnasob potitané piimky 0,0,). V ostatnich piipadech jsou 4 FeSent,
ndkters (po piip. viechna) mohou viak byt imaginarni.

Z hyperoskula¢nich kuZelosetek, které predstavuji feseni ulohy (I), jsou
pouze ty redlné, jejichZ bod dotyku s k je redlny. Otdzka redlnosti fefeni tlohy
(I) je totoZné s otdzkou reélnosti teen vedenych z bodd P,, P, ke k. Zalezi
na bodech Py, P, jsou-li redlné &i imaginirni, a u redlnych na tom, jsou-li
vzhledem ke k vnéjii &i vnitini. To pak déle zavisi na poloze bodit 0, O, vzhle-
dem ke k. Jsou tyto moZnosti:

Piimka 0,0, se bud dotyks kuZelosedky k (pfipad jiZ shora uvézeny), nebo
ji protind ve dvou réiznych bodech R,, R;. Ty mohou byt bud 1. imagindrni
sdrutené nebo 2. redlné. V piipads 2. se bodové dvojice B, R, a 0,0, navzijem
bud a) oddé&luji nebo b) neoddéluji.
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V piipadé 1. je involuce harmonickych péla kuZelosecky k na pfimce 0,0,
eliptické, takZe spoleénd bodova druzina P,P, dvou vySe zminénych involuci
je redlna. Oba body P,, P, jsou pro k vn&jsi, nebot leii na piimce, kterd k
reélné neprotind. V&echna 4 FeSeni jsou v tomto piipadé redlnd. V piipadé 2a)
jsou P,, P, samodruzné body eliptické involuce, uréené (realnymi) druzinami
0,0,, R\R,, a tudiZ imaginarni. V8echna 4 fefeni alohy jsou pak imagindrni.
V piipadé 2b) jsou P,, P, samodruzné body hyperbolické involuce, uréené dru-
zinami 0,0, a R, R,, a tudiZ redlné. Jeden je pro k vngjsi, druhy vnitini, nebot
jsou harmonickymi pély kuZelosecky k na pfimce, kterd protind k redlns.
V tomto pfipadé mé tloha (1) dvé feSeni redlnd a dvé imagindrni.

Obr. 2.

Dualisaci Gvah o 1loze (I) dosp&jeme k Fe¥eni a vymezeni tilohy (IV). Jddrem
konstruktivniho feSeni této lohy je stanoveni spoleéné pfimkové druZiny p,p,
dvouinvoluci ve svazku S(0,, 0;), a to involuce harmonickych polar kuZelosedky
k a involuce, v niZ jsou pfimky o,, 0, samodruznymi?) (viz obr. 2).

4.

V dloze (II) zvolme danou pfitkau t za soufadnicovou osu z; = 0. M4-li se
kuZelosetka k, dotykat v bodé T' = O,(1, 0, 0) pfimky ¢ ... z; = 0, musi mit
rovnice '

2) Svazkem neboli hv&zdici S rozumgjme soubor viech pfimek v rovind, které proché-
zejf bodemrS(0,, 0,). Tento geometricky utvar je vyjédien linedrni rovnici v pfimkovych
soutfadnicich. Jde tedy o duslni pojem k pojmu pfimky jakoZto souboru bodu. v
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2
L) —a,uf}(y)](z—:) + 2f1(y)[@12f2(y) — anfa(y)] :—: =

jex vznikne z rovnice (4) dosazenim nuly za z; a vyd&lenim zj, pro pomér
Z, : , oba kofeny nulové. To vyZaduje, aby koeficient linedrniho é&lenu byl
roven nule. Z této podminky plyne pak rovnice geometrického mista péla Y. Je
jim z¥ejm® kuZelosetka sloZené ze dvou sdruZenych polar p,, p dané kuzelo-
selky k, jejichZ rovnice zné&ji:

@) =0, p...apfi(x) —ayfr)=0.

Obr. 3.

Jde tu o polary bodit T = O, a P(ays, —a,,, 0). JakoZto sdruzené pély kuzelo-
setky k odd&luji tyto body dvojici prisetikd R,, R, dané kuZelosetky k a
piimky ¢ harmonicky. Konstrukce bodu P a dalsi postup Fefeni jsou zde zfejmé
(viz obr. 3). Uloha (II) m4 4 reéeni dvé& z nich jsou trividlni (kuZelosetky sloZené
z dvojnésob poditanych teden vedenych z bodu 7 ke kiivce k).

Otézka redlnosti feSeni je zavisld na poloze bodu 7' a pfimky ¢ vzhledem ke
kuZeloseéce k. P¥imka ¢ protina k ve dvou bodech rﬁzn}'rch a to bud 1.imaginér-
nich sdruZenych nebo 2. redlnych. V piipads 1. jsou oba body 7' a P pro k
vnéjil, takie viechna FeSeni jsou redlnéd. V piipad$ 2. zdleii na poloze bodu 7"
Je-li T' pro k vn&jsi, je P vnitini a obrdcend. Dvé fefeni jsou zde redlné a dvé
imagindrni. K jednoduchym redlnym kuZelosetkém hyperoskulaénim dospé]eme
viak v piipad® 2. pouze tehdy, je-li bod 7T pro k vnitini.~
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5.

V dloze (III) zvolme priseéiky dané pfimky o a dané kuZelosedky k za sou-
fadnicové vrcholy O4(0, 1, 0), O4(0, 0, 1), takZe @y = a3 = 0, a mysleme si
rovnici (4) upravenu na obecny tvar rovnice kuzZelosetky:

3
Zb,,x,x, =0, (bn = bsr) .
1

Potom podminka, %e se kuZelosetka k, mé dotykat dané piimky o= 0,0,
(z, = 0), je vyjaddfena rovnici:

bnbss - bga =0,
kdez

by = — a'uf:(?/) s by = — anf:(?/) s Do = azaﬁ(y) — aufyy) f2(y) »
takze plati:
anfa(y) [2y) — [assfiy) — aufe(y) fH)E =0,
t. j.
azsff(y)[%ufa(y) faly) — aesﬁ(?})] =0.

Koeficient @,3 neni roven nule. Kdyby mé&l byt roven nule, musela by byt dand
kuZelosecka k slozend; podle textu lohy je v8ak jednoduch4.

Geometrické misto péla Y je zde tedy sloZeno z polary p[f,(z) = 0] daného
bodu O = 0, pro kuZelosetku &%) a z kuzelosetky m, vyjidiené rovnic:

2a11f4(2) fi(@) — agfi@) = 0. (5)

Tato kuZelosetka patii, jak je patrno z rovnice (5), do svazku kuZeloseéek,
které se dotykaji pfimek p,[f,(x) = 0], ps[fs(x) = 0] v priseéicich s piimkou
p[fi(x) = 0]. P¥imka p je tedy pro tuto kuZeloset¢ku m polarou bodu P(p,, ps),
ktery je zaroven pdélem pfimky o pro kuZelose¢ku k. Ve svazku jsou pouze dvé
slozené kuzeloselky, a to fo(x) fs(x) = 0 a fi(x) = 0. Jelikoz a,, #+ 0, az; =+ 0,
neni nafe kuZelosetka m totofné se zidnou z nich a je tudiZ jednoduché.-
Dané pfimka o[z, = 0] je pro kuZelose¢ku 7 poldrou daného bodu O = 0,, jak
zjistime dosazenim soufadnic 1, 0, 0 za z,, 2y, 2; do rovnice polary kfivky m,
jeZ zni:

24011(2015015 — GyyBg5) Ty — 2plgs[A15Ty — 2(A3yBag — Aasys) T) +
+ 2005[2(A11805 — G13t13) Ty — A3,75] = 0.

Sestrojenim kuZelosetky m a vyhleddnim jejich priwsedikd s danou kuzelosed-
kou k by byla tloha (III) v podstaté rozfefena. Prisetiky lze vSak stanoviti
pfimo — bez konstrukece kiivky m — postupem, ktery odvodime.

3) Tuto soudést geometrického mista vypliiujf p6ly ¥ odpovidajici dvo;styénYm a hy-
peroskuladnim kuZelosefkam sloZenym z dvojpésob poditanych pfimek hvézdice O.
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ProtoZe @y, = as3 = 0, 1ze zde rovnici dané kuZelosedky k¥ — zvolime-li P
za jednotkovy bod — pséti téz takto:

2a95f5(x) fa(x) — Axi =0, (6)
kde A je diskriminant kuZelosetky.

Prisetiky kiivek k a m tvofi basi svazku kuZeloseéek vyjidieného rovnici,
kterou lze sestaviti pomoci rovnic (5) a (6) a ktera zni:

2ay; fo(®) f3(x) — @gy ﬁ(x) — U[ 2094 f5() falx) — A2}] = 0. (7)

Obr, 4.

Pro hodnotu parametru 4 = a,, : a,; vyjadfuje rovnice '(7) kuZeloseéku slo-
Zenou. Rovnici lze pak upraviti na tvar

ayuAx; — agfi(z) =0,
ktery ukazuje, Ze kuZelosedka je sloZena z pfimek ¢,, ¢; 0 rovnicich:
/SN VauA Ty — Qgafy(x) =0, gg... V“nA Ty + Ggafy(x) = 0. (8)

Z rovnic (8) je patrno, Ze piimky g¢,, g, prochazeji prisetikem pFimek
o[z, = 0], p[f,(z) = 0] a oddéluji je harmonicky.
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Harmonické ¢tvefina piimkova opgi¢e protinéd piimku OP v harmonické
étvering bodové O'P'Q,Q, (viz obr. 4). Body @, @, tvo¥i tedy na piimce OP
druzinu involuce uréené samodruznymi body O’P’.

Bodova dvojice @,Q, predstavuje zdrovel druzinu jiné involuce, kterou na
piimce OP vytiné (podle Desarguesovy poucky) svazek kuzelosedek, vyjadieny
rovnici (7). Jsout body @,, @, dvojici prasetiki pfimky OP s kuZeloseckou
tohoto svazku sloZenou z pfimek ¢y, ¢;. Zndmou druZinou této involuce jsou
priseéiky R,, R, pfimky OP s danou kuzelosedkou k; ty jsou zdroveii samo-
druznymi body involuce harmonickych péla kuzelose¢ky k, t. j. involuce
(OP’, PO’). Dali druzinou involuce vytaté svazkem kuZzelosedek na ptimce OP
jsou prusediky M,, M, ptimky OP s kuZelosetkou m, vyjadfenou rovnici (5).

Body M,, M, lze stanoviti jako samodruzné prvky involuce harmonickych
péla kuzelosecky m na piimece OP. Jednou druZinou této involuce jsou body
P, P’, jinou pak body O, O'.

Pii konstruktivnim feSeni tlohy (III) lze tedy postupovati takto:

Pro danou kuZelosetku k sestrojime k danému bodu O poléru p a k dané
pfimce o pdl P. Vyznatime priseéiky O’ (o, OP), P'(p, OP), S(o, p). Na pfimce
OP sestrojime spoletnou druzinu @,Q, involuci (X, X,;) a (0, P'). [Body
X,, X, uréime p¥i tom jako spoleénou druzinu involuci (OP’, PO’), (00’, PP’).]
Piimky 8Q,, S@, protnou danou kuZzelose¢ku & v hledanych bodech hyperosku-
lace.

Ulohu (III) Ize Fesiti té% dudlnim konstruktivnim postupem. Ten vede k tymz
hyperoskulaénim kuZeloseSkdm jako postup pravé uvedeny. -

Je-li dand pfimka o pro £ poldrou bodu O, maji kuzelosecky k a m pro tento
bod tutéz polaru. Dotykaji se pak ve dvou bodech, takZe tiloha (IIT) mé v tomto
pripadé pouze dvé (trivialni) FeSeni, a to dvojnasob pocitané teény, vedené
z bodu O ke kuzeloseéce k. (K trividlnim FeSenim ddle nepiihliZzejme.)

Neni-li pfimka o pro k polarou bodu O, mé @loha (IIT) éty¥i feeni. Zabyvejme
se otazkou jejich redlnosti.

Maji-li dvé realné kuzelosecky v urc¢itém bodé styk 3. fadu, jsou redlné body
kterékoli z nich (s vyjimkou bodu hyperoskulace) vzhledem k druhé kfivce
bud v8echny vnitini nebo viechny vnéjsi. M4a-li mit tedy tloha (III)aspon jedno
fefeni redlné, musi byt dany bod O i bod, v ném% se dans pfimka o dotykd
hledané hyperoskulaéni kuZelosetky, bud oba vnitini nebo oba vnéj§i vzhledem
k dané kuZelosedce k, t.j. — méme-li na mysli rozdéleni roviny kiivkou k na dvé
¢asti — musi bod O leZeti v jiné ¢asti roviny neZ pél P ptimky o pro k. Doké-
Zeme, Ze pii splnéni této podminky m4 nase tloha dvé fefeni redlnd a dvé ima-
ginarni.

Za uvedeného predpokladu protind piimka OP kuZelosetku k realnd, takze
involuce harmonickych pél této kuzelosetky (OP’, PO') = (R,, R;) je hyper-
bolick4. ProtoZe dvojice bodtt OP’, PO’ predstavuji druziny sdruZenych péla,
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lezi bod O v jiné &4sti roviny neZ P’, pravé tak jako bod P v jiné ¢asti roviny
nez O'. Protoze pak O a P lezi v nestejnych éastech roviny, musi byt body
0, 0’ bud oba vnitini a body P, P’ zéroveii oba vn&jsi nebo obracend. Z toho
plyne, Ze involuce (00’, PP’) je rovnéz hyperbolické, nebof jeji druZiny se
neodd¥luji. Spoletns drufina dvou hyperbolickych involuci, jejichz uréujici
druZiny jsou sestaveny z tyjckZ étyT prvki, je vidy imagindrni. JelikoZ nase dvé
involuce (OP’, PO’), (O0’, PP’) jsou hyperbolické a jejich uréujici druziny jsou
sestaveny z tjchZ &tyk boda O, P, O’, P’, jest jejich spoleénd druzina X, X, ima-
ginérnf. Involuce (X, X,) je tudi? eliptickd. Spoletné druZina @,Q, involuci
(X, X;) a (0, P') je potom reélnd. Body X,, X, jsou samodruznymi prvky
involuce, kterou na pfimce OP vytin4 svazek kuZelosedek, vyjadieny rovniei (7),
a jejimiZ druZinami jsou bodové dvojice R, R; a @,Q,. JelikoZ involuce je elip-
tickd, musi se druZiny R,R, a Q,Q, odd&lovat, takZe jeden z bodi @Q,, @, je
vzhledem ke k vnitini a druhy vn&jsi. Protoze pak bod § je pro k pélem pfimky
OP, kters k protind reédlné, je vzhledem ke kuZeloseéce £ bodem vngjiim. Jeho
spojnice s vnitinim bodem, leZicim na polafe OP, protind kuZelosedku redlng,
kdeZto spojnice s vn&jsim bodem, leZicim na této p¥imce, protne k imagindrns.
Jedna z pfimek ¢, = 8Q,, ¢, = SQ, vede proto ke dv&ma redlnym FeSenim
nadf Glohy, zatim co druhd ke dvéma FeSenim imagindrnim, jak jsme chtéli
dokézat.?) A

6.

PFi studiu aloh (I) az (IIT) jsme dospéli k zdvérim, které lze shrnout v tuto
poudku: -

Ka#dé kuZelosebce k., kterd je k dané jednoduché kuZelosece k dvojstyénd nebo
hyperoskulaéni a kterd splhiuje nékterou z téchto t¥t dvojic dodatkovych podminek:

1. prochdzt dvéma body O,, O,, které nele#t na k,

2. dotykd se v bodé T, jenZ neleZt na k, primky t, kterd nent tenou kfivky k,

3. prochdzt bodem O, jenf neleZt na k, a dotykd se pfimky o, kterd neprochdzt
bodem O a nent teénou kfivky k,

bud pFifadén uréity bod roviny, a to w dvojstyéné kueloselky praseétk spoleénych
teben kFivek k a k,, u hyperoskulaént kuZeloseCky bod hyperoskulace.

4) Realné kuZeloselky k,, k,, které pfedstavuji feSeni wilohy (III), se protinajf mimo da-
ny bod O jestd v dal&im redlném bod¥ ptimky OP.

Dukaz.Pél Q,’ pfimky ¢, vzhledem ke k leZi ziejm® na OP, protoZe ¢, prochézi p6lem S
ptimky OP. Body @,’, @, odd8luji tedy prisediky R,, R, piimky OP s kuZelosekou %
harmonicky. Vyhleddéme-li na ptimece OP takovy bod U, ktery spolu s O oddéluje harmo-
nicky bodovou dvojici @,’Q,, mé tato dvojice @,Q, stejny vyznam vzhledem k dané ku-
Zelose&ce k a k bodim O, U jako dvojice P, P, v uloze (I) vzhledem k bodium 0,, O,. Podle
zévdru o tloze (I) miuZeme tvrdit, %e body O, U lze proloZit dv¥ realné kuZelosetky h,, hy,
z nich¥ jedna hyperoskuluje k v_jednom z prisediki 4,, 4, pfimky ¢, s kuZeloseSkou &
a druhé v druhém. ProtoZe pak bodem A4,, pravé tak jako bodem 4,, 1ze vést pouze jedi-
nou kuZelosedku, kterd mé s k styk 3. fadu a prochéz{ danym bodem O, je dvojice kuZelo-
se(‘,elalk hy, ;&, nutnd toto¥né s dvojici ky, ky, k ni% jsme dospéli konstruktivnim postupem
tulohy (III). .
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Geometrické misto vdech takto pFifadénych boda je slofeno v pFipadé

sub 1. ze dvou pFimek, jejiché poly pfedstavuji spoleénou drufinu dvou tnvoluct
na pHmce 0,0,, a to involuce (0y, 0y) a involuce harmonickych pola kuelo-
sebky k,%)

sub 2. z pFimky t a z poldry bodu P, ktery na pFimce t tvofi s bodem T dvojics
harmonickych pila kuZelosetky k,

sub 3. z pFimky o a z jednoduché kuZeloseky m, pro kterow bod O a pFimka
o pfedstavujt pol a poldru a kterd se ve svyjch priseéicich s poldrou bodu O pro k
dotijkd tefen kuteloseky k, sestrojenyjch v prasebicich pFimky o s k.

POZNAMKA O INVERSNICH PRVCICH V TOPOLOGICKYCH
OKRUZICH

JIRT BAROT, Brno.
(Doslo dne 11. listopadu 1954.) DT:519.48

I. M. GELFAND!) dokézal Ffadu v&t o inversnich prveich v normova-
nych okruzich. Ugelem této poznémky je dikaz jedné vty pro okruhy
topologické.

Bud R okruh, ktery je soufasné L*-prostorem;?) piedpoklidejme, Ze jsou
splnény tyto axiomy:

Xy —> X, yn%yixn"{_yn-}x’}—y’ Ty —Yn—>2 — Y, xnz;}xz’
2x,; —> 2% .

Pak R nazveme topologickym okruhem.
Véta. Bud R topologicky okruh s jednotkou e; bud 0 % = € R prvek, pro ktery
existuje proek z ¢ R tak, %e lim D x* = 2.%)

n—>0 v=0

5) Z této Sasti poudky lze odvoditi jednoduchou dvahou poudku, kterou uvadi kniha
Kaderdvek-Klima-Kounovsky: ,,Deskriptivnt geometrie‘* (11. dil) a kterd znf takto:

s KuZelosetky, dvakrdt se dotykajict dané kuZelosebky (ndmi nazvané dvojstyéné) a prochd-
zejict dvéma danymi body, jsou rozlofeny do dvou soustav, dotykajicich se dané kuZelosedky
vidy v bodech téze kvadratické involuce. Stredy téchto involuct jsou samodruiné body involuce,
uréené prisedtky spojnice danych bodu s danow kukelosetkou a obéma danymi body.

Stredy uvedenych kvadratickych involuci jsou zfejmé totoZné s nasimi body P,, P,,
jejichZ poléry pro & tvoif geometrické misto péla spojnic dotykovych bodu jednotlivych
dvojstyénych kuZelosedek.

Citovand poutka je v uvedené knize dokézéna syntheticky za pomoci rotaénich ploch
2. stupns, tedy jinym postupem, neZ jsme zvolili v tomto &ldnku.

1) I. M. Gelfand, Normierte Ringe, Matematigeskij sbornik T 9.

2) Definice okruhu: B. L. van der Waerden, Moderne algebra; definice prostoru L*:
Kuratowski, Topologie I, (1948), str. 83.

3) Pro # ¥ 0 klademe 2° = e.
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