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Časopis pro pěstování matematiky, rol. 80 (1955) 

RELÁCIE KONGRUENTNOSTI A SLABÁ PROJEKTÍVNOSŤ 
VO SVÁZOCH 

JÁN JAKUBÍK, Košice. 

(Došlo dne 31. května 1954.) DT : 519.4 

V práci je definovaný pojem slabéj projektívnosti intervalov vo 
svaze. Vyšetřuje sa, ako navzájom súvisia relácie kongruentnosti na 
diskrétnom svaze a relácie slabej projektívnosti intervalov tohoto 
svazu. 

Medzi najdóležitejšie pojmy, používané v teorii svázov, patří pojem projek-
tívnych intervalov. Umožňuje prehladne formulovať dóležité výsledky, platné 
pre niektoré druhy svázov (napr. pre modulárně svazy). 

Pojem projektívnosti intervalov móžeme zovšeobecniť takto: nech it, i2, ..., 
in sú intervaly svazu $, nech interval ik je obsažený ako (vlastná alebo ne-
vlastná) podmnožina v istom intervale ik, transponovanom k intervalu ik„x 

(k = 2, ..., n). V takomto případe budeme hovořit, že interval ix je slabo pro-
jektívny s intervalom in. Cielom nasledujúcich poznámok je vyšetřit, ako sú­
visia relácie kongruentnosti na svaze S s reláciami slabej projektívnosti inter­
valov svazu S. 

L ^ k o ša zistí správnost tvrdenia: ak interval (x, y} je slabo projektívny 
s intervalom (u, v}, potom pre každú reláciu kongruentnosti R na 8 platí 

x == y(R) =>u== v(R) . 
Otázka je, do akej miery platí obrátené tvrdenie. Podrobnejšie: či dostaneme 
reláciu kongruentnosti na S, ak anulujeme všetky intervaly, ktoré sú slabo 
projektivně ku zvolenému intervalu (x, y). 

V odseku 1 budeme vyšetřovat obecné svazy. Dokážeme, že odpověď na po­
loženu otázku (pri istom spresnení formulácie) je kladná. V odsekoch 2 a 3 sa 
vyšetrujú diskrétně svazy. V odseku 2 je pre ne dokázané zovšeobecnenie 
vety, ktorú odvodil M. ťuNAYAMA v práci [2] pre svazy konecnej dlžky (viď 1, 
problém 67). 

Označme znakom 8 svaz všetkých vytvorujúcich rozkladov na 8. V odseku 3 
sú vyjádřené niektoré vlastnosti svazu 8 pomocou relácie slabej projektívnosti 
intervalov svazu 8. Jeden z výsledkov znie takto: 
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Nech S je diskrétny svaz. Svaz S je Booleovou algebrou vtedy a len vtedy, ked 
relácia slabej projektivnosti prvointervalov svazu S je symetrická (viď [1], pro­
blém 72). 

Pre úplnost připomeňme nasledujúce známe definície (znak S označuje uva­
žovaný svaz, a, b, x, y, u, v, ... sú prvky svazu S): 

Definícia 1. a) Nech a < b. Množinu všetkých prvkov X€ S, vyhovujúcich ne­
rovnosti a < x < 6, budeme nazývat interválom a označovat (a, by. Ak interval 
(a, by obsahuje len prvky a,b, a=^b nazýváme ho prvointervalom. 

b) Intervaly (x, yy, (u, vy sú transponované, ak platí alebo y nu = x,yuu = 
= v, alebo xnv = u, xuv = y. 

c) Intervaly i, i' sú projektivně, ak existujú intervaly iQ = i, ix, iz, ...,in = i' 
také, ze intervaly ik_x, ik sú transponované (k = 1, ..., n). 

d) Binárna reflexívna, symetrická a tranzitivna relácia R na S je reláciou 
kongruentnosti na S, ak 

C€ S, x = y(R) =>xnc== y n c(R), x u c == y u c(R) . 

Každá relácia kongruentnosti na S určuje istý rozklad množiny S; tento rozklad 
budeme nazývat vytvorujúcim rozkladom a označovat rovnakým písmenom oko 
príslušnú reláciu kongruentnosti. Budeme hovořit, že interval (a, by sa anuluje vo 
vytvorujúcom rozklade R, ak platí a == b(R). 

e) Podmnožinu svazu S uvažujeme vždy s rovnakým óiastočným usporiadaním 
ako v S. Ak r c S a ak r je usporiadaná množina, nabýváme r retazcom. Ak retazec 
r je konečný, nazýváme dlžkou retazca r počet jeho prvkov zmenšený o 1. DÍžku 
retazca r budeme označovat d(r). Hovoříme, že svaz S je konečnej dlžky, ak existuje 
také číslo n (n = 0,1,2,...), že platí-, vo svaze S existuje aspoň jeden retazec dlžky n 
a neexistuje žiaden retazec dlžky n -f- 1. 

/) Hovoříme, že svaz S je diskrétny, ak každý retazec, majúci ríajmenší a naj-
váčší prvok, je konečný. 

Poznámka. Zrejme každý konečný svaz je konečnej dížky; svaz konečnej 
dížky nemusí byť konečný. Svaz konečnej dížky má najmenší a najvačší prvok 
a je diskrétny. Každý interval diskrétneho svazu je konečnej dížky, 

1. 

Definícia 2. Budeme hovořit že interval i je slabo projektívny s interválom i', ak 
existujú intervaly i0,iv ... in9 iQ = i, in = i' také, že interval ik je obsažený 
v istúm intervale i'k, transponovanom k intervalu ik-x (k = 1, ..., n). Uvedený 
vztah budeme označovat i $- i'. 

Zrejme platí 
Lemma 1. i l i i', i* $1 i"'=> * l i •*• 
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Lemma 2. Nech ih.(%>y), C€S. Potom plati tiez i^z(xuc, yuc), i ti 
^i(xnc,ync). 

Dókaz. Označme (xuc,yuc) = i", yn(xuc) = z. Zrejme platí x < 
<Lz<Ly, teda i j ^ (z, y). Keďže interval i" je transponovaný s intervalom 
(z, y), platí (z,y)tli", tedy i^z.i\ Tvrdenie pre (xnc,ync) sa dokáže 
duálně. 

Definícia 3. Nech 2Í je nějaká neprázdná množina irúervalov svazu S. Nech 
%Q, %%> ..*, xn€ S, x0 = x, xn = y, nech sú prvky xk^x, xk zrovnateVné; příslušný 
interval označme ik (k = 1,..., n). Předpokládá jme, ze ku každému ik existuje 
irúerval ik€% taký, že platí ik <^_ ik. Usporiadanú množinu irúervalov {il9 i%, ..., 
in} budeme volaťčiarou typu 2Í, spojujúcou prvky x, y. Budeme pisatx == y(R(%)), 
ak existuje čiara typu 2Í, spojujúca prvky x, y. 

Lemma 3. Nech existuje čiara typu 2Í, spojujúca x, y. Potom existuje tiež čiara 
typu 2f, spojujúca prvky xnc, ync, resp. xuc, yuc. 

Dókaz. Nech C = {ix,..., in} je čiara typu 21, spojujúca prvky x, y, nech 
interval ik je ohraničený prvkami xk_x, xk (x0 = x, xn = y), nech ik€ 21 je pří­
slušný interval, pre ktorý platí ik^z.ik. Zostrojme intervaly ik, ohraničené 
prvkamiyk^ t = xk_xuc,yk = xkuc. Podlá lemmy 2 a 1 platí ik jh %k. Zrejme 
je y0 = xuc, yn = yuc, teda {ij, ..., in} je čiara typu 2Í, spojujúca prvky 
xuc, yuc. Tvrdenie pre prenik sa dokáže duálně. 

P o z n á m k a . Nech C je čiara typu 21, spojujúca prvky x, y. Čiaru typu 21, 
spojujúcu prvky xuc, yuc, zostrojenú z čiary G ako v predošlom dókaze, 
budeme označovat Cuc, analogický význam bude mať Cne. 

Veta 1. Relácia -R(2l) je reláciou kongruentnosti na S. 
Dókaz. Nech (zx, z%) € 21. L'ahko sa zistí, že interval (x, x) je projektívny 

s intervalom (zx, zx), teda x = -r(iř(2í)). Ďalej, ak {il3 ..., in} je čiara typu 21, 
spojujúca prvky x, y je zrejme {in,..., ix} čiara typu 21, spojujúca prvky y, x. 
Z toho plynie symetričnost relácie iř(2I). Jej tranzitivnost je zřejmá. Ďalšia časť 
dókazu plynie z lemmy 3. 

Poznámky. 1. Nech G je čiara typu 2t, spojujúca x, y. Bez ujmy všeobec­
nosti móžeme předpokládat, že všetky intervaly čiary C ležia v intervale 
(x n y, x u y). (Ak by nelézali, zostrojili by sme Čiary Cř = C u (x n y),C" = 
= Cf n (x u y). Čiara C" zrejme vyhovuje vysloveným podmienkam). 

2. Eahko sa zistí, že vytvorujúci rozklad 2ř(2l) je najmenší zo všetkých vytvo-
rujúcich rozkladov, v ktorých sa anulujú všetky intervaly množiny 21. 

3. Nech (a, b) je prvóinterval vo svaze S. Zrejme platí a = 6(-B(2l)) vtedy 
a len vtedy, keď existuje interval i c 2Í, ktorý je slabo projektívny s prvointer-
valom (a, b). 

4. Nech iř je vytvorujúci rozklad na S, nech 21 je množina všetkých inter-
valov svazu S, ktoré sa anulujú v rozklade R. Zrejme platí iř(2l) = R. 

208 



2. 

V tomto odseku budeme předpokládat, že uvažovaný svaz S je diskrétny. 
Defínícia 4. Nech S je množina všetkých vytvorujúcich rozkladov svážu S. Ak 

Rv R% € S, položme Rx <L R2 vtedy a len vtedy, ked 

x == y(Rx) => x == y(R2). 

Defínícia 5. Nech €> je množina všetkých prvointervalov svážu S, kvaziusporia-
daná pomocou rdácie kl (vid def. 2). Ak pe®, označme znakom p množinu všet­
kých prvkov p' € @, pre ktoré platí súčasne p kl p'> p' kl P- Množina @ sa tým 
rozpadne na dizjunktné triedy; množinu týchto tried označme X. Pre p,qe X 
položme p>q vtedy a len vtedy, ked p kl ?• (Zrejme je potom pre každé p' e p, 
q' * 3> P' kl $'. Vid [l], hlava I, § 4.) 

Defínícia 6. Nech Y je množina všetkých funkcií, definovaných na množině X, 
nadobudajúcich len hodnoty 1 alebo 2, pre ktore platí 

p<q=>f(p) < / ( ? ) . 
Ak fv f2 e Y, položíme fx < f2, ak pre každé p e X platí fx(p) < fi(p). 

Poznámky. 1. V terminologii, používanej v [1], je Y = 2X. 
2. Ak R e $, p e @ a ak sa prvointerval p anuluje v rozklade R, potom sa 

zrejme každý prvointerval p' e p anuluje v rozklade R. Budeme hovořit, že 
prvok p € X sa anuluje v rozklade R. 

Veta 2. čiastocne usporiadané systémy S, Y sú duálně izomorfné. 
Dókaz. Nech ReS, nech 31 je množina tých prvkov z množiny X,ktoré sa 

anulujú v rozklade R. Definujme n^ X funkciu / takto: ak p e 31, nech f(p) = 1; 
ak peW, nech f(p) = 2. Ak p >q, zrejme platí f(p) = 1 =->/(?) = 1, teda 
p>q=> f(p) > /(#), t. j . / € Y. Prvku Re S přiřaďme prvok f eY (symbolicky 
R -> /). Dostáváme zobrazenie množiny S do množiny Y. 

Uvažované zobrazenie je prosté. Nech je totiž Rv R2 e S, Rx 4= -R2> -Bi -> /*, 
R2 -> /2. Potom existuje prvointerval p, ktorý sa anuluje v jednom z rozkladov 
Rv R2, a neanuluje sa v druhom z týchto rozkladov. Platí teda fx(p) 4= /2(p)« 

Nech f eY. Nech 3Í je množina tých prvkov pe X, pre ktoré platí f(p) = 1. 
Nech 3Í = U P- Utvořme vytvorujúci rozklad R = iž(3l). (Vid def. 3 a vetu 1.) 

1/ahko sa zistí, že platí R -> /. Teda uvažované zobrazenie je zobrazením mno­
žiny S na množinu Y. 

Nech Rx < R2, Rx -> fv R2 -> f2, pe X, fx(p) = 1. Teda sa p anuluje v roz­
klade Rx. Zo vztahu Rx < R2 dostáváme, že sa p anuluje tiež v rozklade R2r 

takže f2(p) = 1. Z toho vyplývá, že pre každé p e X platí fx(p) > f2(p)- Tým je 
tvrdenie vety dokázané. 

P o z n á m k y . 1. Predošlá veta zovšeobecňuje výsledok, ktorý dokázal M. 
Funayama pre svazy konečnéj dížky v práci [2], (Táto práca, vyšlá pocas vojny, 
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je pre mňa nedostupná a poznám ju len z referátu v Mathematical Reviews 
a z poznámky v práci [1], str. 205). To, že sa v spomínanej práci vyslovuje 
(pre svazy konečnej dížky) izomorfismus a nie duálny izomorfizmus svázov 
8, Y, je odóvodnené tým, že autor práce [2] uvažuje pre vy tvorujúce rozklady na 
8 ěiastočné usporiadanie duálně k tomu, ktoré je zavedené v def inícii 4. 

2. Ak by sme na množině všetkých prvointervalov svazu 8 konečnej dížky 
definovali reláciu > položiac (pre prvointervaly (q, p), (s, r)) (q, p) > 
> (s, r) vtedy a len vtedy, keď platí u > r > s > v pre niektorý interval 

(v, u), projektívny k intervalu (q, p), potom by re-
lácia > vo všeobecnosti nebola kvaziusporiadaním. 

P ř í k l a d : pri takejto definícii vztahu > platí vo 
svaze 8 na obr. 1 (q, p) > (qx, px), <g1? px) > (s, r), 
neplatí však {q, p) > (s, r>. Vztah > je teda nie 
tranzitívny, takže je nie kvaziusporiadaním. Z toho 
vyplývá, že úlohu 3, str. 205, [1] by bolo vhodné for­
mulovat presnejšie. 

3. Veta 2 všeobecné neplatí pre svazy, splňujúce 
podmienku klesajúcich reťazcov. Příklad. Nech 
S = {1, 2, 3, ..., co}, s obvyklým usporiadaním. Pod-
mienka klesajúcich reťazcov je zrejme splněná. Nech 
© je množina prvointer valov svazu 8, nech znaky 
£", X majú rovnaký význam ako v definícii 5. 
Zrejme v našom případe platí pkiq vtedy a len vtedy, 
keď p = q. Každá trieda p e X obsahuje teda jediný 
prvok. Z toho plynie, že každá funkcia, definovaná 

na X, nadobúdajúca len hodnoty 1 alebo 2, patří do množiny Y. L'ahko sa zistí, 
že Y je v tomto případe komplementárny svaz. 

Uvažujme rozklad R =-= {{1, 2, 3, ...}, {co}} množiny 8. Rozklad R je zrejme 
vytvorujúci na S. L'ahko sa zistí, že tento rozklad nemá komplement v S.1) 
Teda svazy 8, Y sú nie duálně izomorfné. 

Duálnou úvahou sa zistí, že veta 2 neplatí všeobecné pre svazy, splňujúce 
podmienku rastúcich reťazcov. 

Obг. 1. 

3. 

G. BIRKHOFF položil problém ([1], problém 72): 
Nájst nutné a postačujúce podmienky pre svaz 8, aby jeho vytvorujúce rozklady 

tvořili Booleovu algebru. 

x) Ak by totiž R' bol komplement rozkladu R v S, nemohol by v rozklade R' prvok co 
tvořit osobitnú triedu. Existoval by teda prvok n =f= co, n == co(i?'). Potom by platilo 
n 33 n + 1 (-£')>' W s í * + I(-ft)> co je spor s predpokladom. 
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V špeciálnom případe, keď svaz S je diskrétny, móžeme hladané podmienky 
vyjadriť jednoduchým spósobom pomocou pojmu slabej projektívnosti prvo-
intervalov. 

Veta 3. Vytvorujúce rozklady diskrétneho svazu S tvoria Booleovu algebru vtedy 
a len vtedy, keď vztah slabej projektívnosti prvointervalov svazu S je symetrický. 

Dókaz. Nech S je diskrétny svaz, nech S je svaz vytvorujúcich rozkladov 
na S (viď def. 4). Svaz § je zrejme distributívny a má najmenší a najváčší 
prvok. Z toho plynie, že nutná a postačujúca podmienka, aby S bol Booleovou 
algebrou je, aby svaz S bol komplementárny. 

1. Nech svaz S je komplementárny. Potom vzťah slabej projektívnosti 
prvointervalov svazu S je symetrický. 

Dókaz: Nech p, q sú prvointervaly v S, nech p je slabo projektívny s inter-
valom q. Označme 31 = {q} a utvořme vytvorujúci rozklad R = R(%) (viď 
def. 3). Nech R' je komplement rozkladu Rv S. Prvointerval p sa anuluje v roz­
klade R u R', teda sa anuluje aspoň v jednom z rozkladov R, R'. Ak by sa anu­
loval v rozklade R', anuloval by sa v tomto rozklade tiež interval q, co je spor 
s predpokladom. Teda sa p anuluje v rozklade R, z čoho plynie podlá poznámky 
3 za větou 1, že prvointerval q je slabo projektívny s prvointervalom p. 

2. Nech vzťah slabej projektívnosti prvointervalov svazu S je symetrický. 
Potom S je Booleova algebra. 

Dókaz 1 Nech Rx c S. Nech %x (3Í?) je množina tých prvointervalov svazu S, 
ktoré sú (nie sú) anulované v rozklade Rx. Zrejme platí Rx = R(%lx). Utvořme 
rozklad R2 = R^^)- Kedze každý prvointerval svazu S patří do jednej z mno­
žin -#!, 2I2, rozklad Rx u iř8 je najváčším rozkladom na S. 

Predpokladajme, že by sa prvointerval p anuloval v rozklade Rx n R%. 
Z toho by vyplývalo 1. p e 2Í1? 2. existuje q € 2l3 taký, že q je slabo projektívny 
s prvointervalom p. Podlá předpokladu o symetričnosti vzťahu slabej projek­
tívnosti je potom tiež p slabo projektívny s prvointervalom q. Z toho plynie, že 
sa q anuluje v rozklade Rx, teda q e %lx. To však nie je možné, keďže ^ 0 31̂  = 
= 0. Teda Rx n iř2 je najmenší rozklad na S. Z toho vyplývá, že rozklad Rz je 
komplementárny k rozkladu Rx. Tým je tvrdenie vety dokázané. 

P o z n á m k y : 1. Pri dókaze nasledujúcej vety použijeme toto tvrdenie: Nech 
S je svaz, nech R, R' sú komplementárně vytvorujúce rozklady na S, nech S0 

je podsváz v S. Pre prvky x,y e S0 položme x == y(R[S0]) vtedy a len vtedy, keď 
x == y(R), a analogicky pre R'[S0], Potom R[S0], Rf[S0] sú komplementárně 
vytvorujúce rozklady na $0. Dókaz tohoto tvrdenia je zřejmý. 

2. L'ahko sa zistí, že symetričnosť vzťahu slabej projektívnosti prvointer­
valov je vždy splněná v modulárnych svázoch. Pre distributivně svazy je pod­
mienka, aby S bola Booleova algebra, obzvlášť jednoduchá: 

Veta 4- Vytvorujúce rozklady distributívneho svazu S tvoria Booleovu algebru 
vtedy a len vtedy, keď svaz S je diskrétny. 
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Dókaz. a) Nech S je diskrétny distributívny svaz. Podlá predošlej poznámky 
vzťah slabej projektívnosti prvointervalov svazu S je symetrický, teda podlá 
vety 1 Z? je Booleova algebra. 

b) PredpoMadajme, že distributívny svaz S je nie diskrétny. Teda v ňom 
existuje nekonečný reťazec r, ktorý má najmenší a najváčší prvok. Označme 
tieto prvky a resp. 6. Zrejme sa potom z reťazca r dá vybrať postupnost prvkov 
av a2, a3, ... tak, že platí alebo a* < ai_l pre i = 1,2,..., alebo ai > a{^x pre 
i = 1, 2, ... Vyšetřujme prvú možnosť (v druhom případe je postup dókazu 
duálny). Označme 

<at., ai+l) = Pi> {Pi} = 5lť, iř(5lť) == Bi9 U i2. = % . 

Nech x > a t (i = 1, 2, . . . ) . Podlá [3] (poznámka 2 za lemmou 1) v každom 
z rozkladov iřť (a teda tiež v rozklade B) prvok x tvoří osobitnú triedu. 

Označme S0 = {%, a2,..., 6}. Podlá predošlého je at === a ť + 1(iř), ať =|= b(B) 
(i = 1 , 2 , . . . ) . 

Ak by existoval komplement iž' k rozkladu iř, potom by -R'[$o] bol komple-
mentárny vytvorujúci rozklad k rozkladu -S[$0]. Rozklad B[S0] však nemá 
komplement (vid příklad v poznámke 3 za větou 2), teda ani rozklad B nemá 
komplement. Tým je tvrdenie vety dokázané. 

Definícia 7. Ideál I svazu S nazveme neutrálnym, ak existuje taký vytvorujúci 
rozklad B na S, ze množina I je jednou z tried tohoto rozkladu. (Viď [1], str. 122, 
174, 180.) 

Poznámky. 1. Predpokladajme, že svaz S má najmenší prvok O. Ak B je 
vytvorujúci rozklad n& S, potom množina prvkov, kongruentných s prvkom O 
v rozklade iř, je zrejme neutrálny ideál; označme ho N(B). Móže sa ovšem stať, 
že pre Bx =f= B2 je N(BX) = N(B2). Otázka je: aká je nutná a postačujúca 
podmienka pre svaz S, aby róznym vytvorujúcim rozkladom Bl9 B2 patřili 
rózne neutrálně ideály N(Bt), N(B2)l (Viď [1], problém 73.) 

2. Predošlú otázku móžeme v inej formulácii vyslovit takto: aká je nutná 
a postačujúca podmienka pre svaz S s najmenším prvkom O, aby bolo splněné 
nasledujúce tvrdenie: 

(A0) Každý vytvorujúci rozklad B na S je jednoznačné určený, ak je udaná 
trieda tohoto rozkladu, obsahujúca prvok O. 

3. Obecnejšie, pre svazy bez O móžeme analogickú otázka vyjadriť takto: 
aká je nutná a postačujúca podmienka pre svaz S, aby platilo: 

(A) Každý netriviálny vytvorujúci rozklad B na S obsahuje ako triedu 
istý ideál I(B); ideálom I(B) je rozklad B jednoznačné určený.2) 

•) Podrobnejtfie: žiadame, aby každý vytvorujúci rozklad na St ktorý obsahuje I(M) 
ako triedu, bol rovný rozkladu Ř. 
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Pre diskrétně svazy je snadné vyjadriť hladanú podmienku pomocou vzťahu 
slabej projektívnosti prvointervalov. 

Veta 5. Pre distributivny svaz S platí tvrdenie A vtedy a len vtedy, ked ku 
každému prvointervalu p svazu S existuje ideál J(p) taký, ze 1. prvointerval p je 
slabo projektívny s každým prvointervalom ideálu I(p)> 2. v ideále I(p) existuje prvo­
interval px, slabo projektívny s prvointervalom p. 

Dókaz. a) Predpokladajme, že pre svaz S platí tvrdenie A. Nech p je prvo­
interval v S. Označme {p} = 21, iř(2í) = R. Nech SI* je množina všetkých 
prvointervalov ideálu I(R). Zrejme je p slabo projektívny s každým prvointer­
valom množiny ÍHX (viď poznámku 3 za větou 1). Z podmienky A plynie R = 
= R(%x). Prvointerval p sa anuluje v rozklade R, tedy existuje prvointerval 
p0€%x, slabo projektívny s intervalom p. 

b) Predpokladajme, že pre svaz S je splněná podmienka, vyslovená v doka-
zovanej vete. Nech R je vytvorujúci rozklad na S, nech (pevné zvolený) prvo­
interval p sa anuluje v rozklade R, nech z je prvok množiny I(p)> nech I(R) je 
množina všetkých prvkov x e S, pre ktoré platí x == z(R). L'ahko sa zistí, že 
množina I(R) je ideál.3) (Zrejme je I(R) triedou rozkladu R, teda 7(1?) je ne-
utrálny ideál.) Nech 21 je množina všetkých prvointervalov ideálu 7(1?). Doká­
žeme, že platí l?(2t) = R (teda množina 7(1?) jednoznačné určuje rozklad R). 

Keďže 7(1?) je trieda rozkladu R a keďže l?(2í) je najmenší z vytvorujúcich 
rozkladov na S, ktoré anulujú všetky prvky množiny 21, platí 1?(2Í) <1 R. 
Nech q je lubovolný prvointerval, ktorý sa anuluje v rozklade R. Sostrojme 
ideál I(q). Zrejme sa všetky prvky ideálu I(q) anulujú v rozklade R. Keďže 
prenik ideálov I(p)> I(q) je neprázdný, platí I(q) £I(R). Podlá předpokladu 
v ideále I(q) existuje prvointerval q0 slabo projektívny s intervalom q. Podlá 
predošlého je q0 e 2Í, teda interval q sa anuluje v rozklade 1?(2Í). Z toho plynie 
R < l?(2l), a úhrnné R = l?(2l). Tým je tvrdenie vety dokázané. 

Skombinujme nakoniec požiadavky, vyslovené v spomínaných problémoch 
72 a 73 z práce [1] takto: 

(B) Budeme hovořit, že svaz S má vlastnosť B, ak 1. svaz S je Booleovou 
algebrou, a súčasne 2. pre svaz S platí tvrdenie A. 

Pre stručnejšie vyjadrovanie zaveďme ešte nasledujúcu definíciu: 
Deffnícia 8. a) Prvointervaly p, p' diskrétneho svazu S nazýváme ekvivalent-

nými, ak platí p j^.p'> p' tip-
b) Nech diskrétny svaz S má najmenší prvok 0. Prvointervaly <0, x} budeme 

nazývat minimálnymi prvointerválmi a označovat p0, q0> ... 
Poznámka. Vzťah ekvivalentnosti prvointervalov je zrejme reflexívny, 

symetrický a tranzitívny. 

8) Na základe vlastností L 2, vyslovených v dokazované] vete, všetky prvointervaly 
ideálu I(p) sa anulujú v rozklade R. Nech x19 x% c I(R), yeS. Platí xx = z(R)9 xx n y s 
s z o v(R). Kedže z O y c I(p)f je z n y = z(R)9 teda ^ o y s z(R). Zo vzťahov xt s 
s z(R) (i L 1, 2) plynie xx u x% = z(R). Tym dokázané, že I(R) je ideál. 
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Veta 6. Diskrétny svaz 8 s najmenším prvkom O má vlastnost B vtedy a len 
vtedy, kect pre TubovoTný prvointerval p svazu 8 platí 1. p je slabo projektívny 
aspoň 8 jedným minimálnym prvointervalom, 2. ak p je slabo projektívny s niekto-
rým minimálnym intervalom p0, potom p, p0 sú ekvivalentně. 

Dókaz. a) Predpokladajme, že diskrétny svaz S s najmenším prvkom O má 
vlastnost B. Nech p je prvointerval v S. Uvažujme příslušný ideál I(p) podlá 
vety 5. Podlá tejto vety I(p) obsahuje viac ako jeden prvok, teda existuje 
minimálny prvointerval p0, pre ktorý platí pW~_z_p0. Podlá vety 4 sú prvointer-
valy p, p0 ekvivalentně. 

b) Nech sú splněné podmienky 1., 2. dokazovanéj vety. 

1. Nech p, q sú prvointervaly v S, pltiq. Podlá předpokladu existuje mini* 
málny prvointerval q0, ekvivalentný s q. Potom je p_t___q0, teda podlá podmien­
ky 2. dokazovanej vety je zároveň p ekvivalentný s q0. Z toho plyníe, že inter­
valy p, q sú ekvivalentně. Podlá vety 4 svaz S je Booleova algebra. 

2. Nech p je prvointerval v S. Označme {p} = 2l,iř(5l) = R. Podlá pre-
došlého odseku množina prvkov, kongruentných s O v rozklade R, obsahuje 
viac ako jeden prvok. Označme tuto množinu I(p). I(p) je zrejme ideál. Podlá 
definície množiny I(p) prvointerval p je slabo projektívny s každým prvo­
intervalom tejto množiny. Nech p0 je minimálny prvointerval ideálu I(p). 
Podlá podmienky 2 dokazovanej vety intervaly p, p0 sú ekvivalentně. Podlá 
vety 5 je potom pre svaz S splněná podmienka A. Tým je tvrdenie vety doká­
zané. 

Definícia 9. Svaz S budeme nazývat jednoduchým, ak nemá žiadny netriviálny 
vytvorujúci rozklad. 

Veta 7. Diskrétny svaz S bez najmenMeho prvku splňuje podmienku B vtedy 
a len vtedy, ked je jednoduchý. 

Dókaz. a) Nech svaz 8 je jednoduchý. Potom podmienka B je zrejme 
splněná. 

b) Predpokladajme, že diskrétny svaz 8 nemá najmenší prvok a že splňuje 
podmienku B. Nech p, q sú lubovolné prvointervaly v 8. Utvořme podlá vety 5 
ideály I(p), I(q). Keďže svaz 8 nemá najmenší prvok, množina I = I(p) o I(q) 
obsahuje viac ako jeden prvok. I je zrejme ideál v 8. Nech s je prvointerval 
ideálu I. Podlá vety 5 platí pj_z.s, q_\_z_8. Podlá vety 4t p,s resp. q, s sú ekvi­
valentně, takže tiež prvointervaly p, q sú ekvivalentně. Z toho vyplývá, že 
svaz 8 je jednoduchý. 

Poznámka. Nazvime svaz 8 pólo jednoduchým, ak pre každý interval 
(a, V), a < 6 svazu 8 existujú prvky a0 < ax < a2 < ... < an, a0 = a, an = b> 
také. že intervaly (a^, at> (i = 1, 2, ..., n) sú jednoduchými svázmi („jedno-
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duché intervaly"). Výsledky, vyslovené v predošlom pre diskrétně svazy, by sa 
bez ťažkostí dali zovšeobecniť pře polojednoduché svazy (úlohu prvointervalov 
by zastávali jednoduché intervaly). 
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Резюме 

ОТНОШЕНИЯ КОНГРУЭНТНОСТИ И СЛАБАЯ ПРОЕКТИВНОСТЬ 

В СТРУКТУРАХ 

ЯН ЯКУБИК(<Гап ^киЫк), Кошице. 

(Поступило в редакцию 31/V 1954 г.) 

Пусть г0,,.., гп — интервалы в структуре 5, и пусть гк содержится в ин­
тервале %, транспонированном к интервалу гк_ь (к = 1, ..., п). Будем го­
ворить, что интервал г0 слабо проективен к интервалу гп. В части 1 доказы­
вается, что с помощью термина слабой проективности мы можем определить 
отношения конгруэнтности на $. В части 2 и 3 рассматриваются структуры, 
в которых все цепи, имеющие наименьший и наибольший элемент, конечны 
(„дискретные структуры"). В части 2 для таких структур доказано обоб­
щение теоремы, которую доказал М. Фунаяма в статье [2] для структур 
конченой длины (см. [1], проблема 67). 

Пусть $ — структура всех отношений конгруэн-шости дискретной струк­
туры $. 

Доказана теорема: Структура 8 есть Булева алгебра тогда и только 
тогда, если отношение слабой проективности простых интервалов струк­
туры 8 симметрично (см. [1], проблема 72). 

Дальше в терминологии слабой проективности простых интервалов 
сказано необходимое и достаточное условие для того, чтобы каждое от­
ношение конгруэнтности на /8 было однозначно определено соответствую­
щим нейтральным идеалом (см. [1], проблема 73). 
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Summary 

CONGRUENCE RELATIONS AND WEAK PROJECTIVITY 
IN LATTICES 

JAN JAKUBlK, Ko§ice. 

(Received May 31, 1954.) 

Let i09 ..., in be intervals in a lattice S; let interval ik be contained in interval 
if

hy which is transposed with the interval ik__x (k = 1, ..., n). We say then that 
the interval i0 is weakly projective with the interval in. In the part 1 we prove 
that, by means of the relations of the weak projectivity, it is possible to define 
congruence relations on 8. In the part 2 and 3 lattices are considered in which 
all chains with the least and the greatest element are finite ("discrete lattices"). 
In the part 2 we prove for such lattices the generalisation of a theorem which 
was proved by M. Funayama in [2] for lattices of finite length (see [1], problem 
67). 

Let 8 be the lattice of all congurence relations on a discrete lattice 8. We prove 
the following theorem: 8 is Boolean algebra if and only if the relation of the 
weak projectivity of prime intervals in 8 is symmetric (see [1], problem 72). 
Further — in the terms of the weak projectivity of prime intervals — there is 
given a necessary and sufficient condition in order that the correspondence 
between the congruence relations and neutral ideals of S be one to one (see [1], 
problem 73). 
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