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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 80 (1955)

RELACIE KONGRUENTNOSTI A SLABA PROJEKTIVNOST
VO SVAZOCH

JAN JAKUBIK, Ko#ice.
(Doslo dne 31. kvétna 1954.) DT : 510.4

V préci je definovany pojem slabej projektivnosti intervalov vo
svize. VySetruje sa, ako navzdjom suvisia reldcie kongruentnosti na
diskrétnom svize a reldcie slabej projektivnosti intervalov tohoto
svézu.

Medzi najdoleZitejSie pojmy, pouZivané v teorii svizov, patri pojem projek-
tivnych intervalov. Umoziiuje prehladne formulovat délezité vysledky, platné
pre niektoré druhy svédzov (napr. pre moduldrne svizy).

Pojem projektivnosti intervalov mézeme zovSeobecnit takto: nech ¢, 7,, ...,
i, 80 intervaly svézu S, nech interval i, je obsaZeny ako (vlastna alebo ne-
vlastnd) podmno%ina v istom intervale ¢,, transponovanom k intervalu i,_,
(k= 2,...,n). V takomto pripade budeme hovorit, Ze interval ¢, je slabo pro-
jektivny s intervalom ¢,. Cielom nasledujticich pozndmok je vySetrit, ako st-
visia reldcie kongruentnosti na svize S s relaciami slabej projektivnosti inter-
valov svizu S.

L’ahko sa zisti spravnost tvrdenia: ak interval (z, > je slabo projektivny
8 intervalom (u, v>, potom pre kazdt reldciu kongruentnosti R na S plati

z=yR)=>u=09vR).
Otézka je, do akej miery plati obriatené tvrdenie. Podrobnejie: ¢i dostaneme
reldciu kongruentnosti na S, ak anulujeme vetky intervaly, ktoré su slabo
projektivne ku zvolenému intervalu {z, y>.

V odseku 1 budeme vySetrovat obecné svizy. Dokdzeme, Ze odpoved na po-
loZent otazku (pri istom spresneni formulécie) je kladna. V odsekoch 2 a 3 sa
vySetruja diskrétne svizy. V odseku 2 je pre ne dokadzané zovSeobecnenie
vety, ktort odvodil M. FunavaMa v praci [2] pre svizy koneénej dlzky (vid 1,
problém 67).

Oznadme znakom S sviz vietkych vytvorujacich rozkladov na 8. V odseku 3
st vyjadrené niektoré vlastnosti svizu S pomocou relécie slabej projektivnosti
intervalov svézu S. Jeden z vysledkov znie takto:
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Nech 8 je diskréiny sviz. Sviz S je Booleovou algebrou viedy a len viedy, ked
reldcia slabej projektivnostt prvointervalov svizu S je symetrickd (vid [1], pro-
blém 72).

Pre tplnost pripomeiime nasledujice zname definicie (znak S oznaduje uva-
Zovany svéz, a, b, z, y, u, v, ... st prvky svizu S):

Definicia 1. a) Nech a < b. Mnofinu vsetkych prokov x e S, vyhovujicich ne-
rovnosti a < x < b, budeme nazyvat intervalom a oznalovat {a, b>. Ak interval
{a, by obsahuje len proky a, b, a == b nazgvame ho prvointervalom.

b) Intervaly <z, y>, {u, v) si transponované, ak plati a,lebo Ynu=2x,yuu =
=, alebo xnv=wu, zuvv=y.

c) Intervaly 1,1’ si projektivne, ak existuju mtervaly To =08, Gy, gy evny by =1’
také, e intervaly i,_y, 9, sS4 transponované (k =1, ..., n). o .

d) Bindrna reflextvna, symetrickd a tranzitz’vna reldc@'a R na S je reldciou
kongruentnosti na S, ak '

cef, x—y(R):>xnc__ync(R), xuc_yuc(R)

Ka#dd reldcia kongruentnosti na S uréuje isty rozklad mnofiny S; tento rozklad
budeme nazyjvat vytvorujicim rozkladom a oznafovat rovnakym ptsmenom ako
prislusni reldciu kongruentnosti. Budeme hovorit, Ze interval (a b) sa anuluye vo
vytvorujucom rozklade R, ak platt a = b(R).

e) PodmnoZinu svizu S uvafujeme vidy s rovnakym Siastoénym usporiadanim
akovS.Akr c Saakrje uspomadana mnoZina, nagymme r retazcom. Ak retazec
r je koneény, nazjvame difkou retazca r pocet jeho prvkov zmendenyj o 1. Difku
refazca r budeme oznadovat d(r). Hovorime, fe sviz 8 je koneénej dizky, ak existuje
také &slon (n=0,1,2,...), Ze plati: vo svize S existuje aspon 7eden retazec diZky n
a neexistuje Ziaden ret’azec dltky n + 1. :

f) Hovorime, e sviz S je diskrétny, ak kaZdy ret'azec majict naymené’i a nay-
vaé&t prvok, je koneény.

Poznimka. Zrejme kazdy koneény svéiz je konecnej dlzky; sviz konecnej
dl#ky nemusi byt koneény. Svéiz koneénej dlzky m4 najmensi a na]vacél prvok
a je diskrétny. Kazdy interval diskrétneho svizu je konetnej dIzky,

1.
Definicia 2. Budeme hovorit Ze interval 1 je slabo projektivny s intervalom i’, ak
existuji intervaly g, iy, ... In, b9 =1, 1y, =1 také, Ze interval i, je obsaZeny

v istom intervale i,, transponovanom k intervalu i, (k=1,...,n). Uvedeny
vztah budeme oznadovaf i & 1'.

Zrejme plati
Lemmat. i & i, ¢ & " =1 & "

207



Lemma 2. Nech i & {z,y), ce 8. Potom plati tief i+ &= {(zuc,yuc), i &=
Elxne,ync).

Dékaz. Oznatme {zuec,yuc) =1", yn(xuc) = 2. Zrejme plati x <
<2<y, teda 1 & (z,y). KedJe interval i” je transponovany s intervalom
(2, 9D, platt (z,y> & i", tedy i & i". Tvrdenie pre (znc,ync) sa dokdZe
duélne.

Definicia 3. Nech U je nejakd neprdzdna mnoZina intervalov svizu 8. Nech
Xy, Tyy onny Tn€ S, Ty = z, T, = Yy, nech st proky z_,, z, zrovnatel’né; prislusny
interval oznaéme v, (k = 1, ..., n). Predpokladajme, %e ku kaZdému 1, existuje
interval i, ¢ U taky, %e plati i, & i,. Usporiadand mno¥inu intervalov {i,, 1y, ...,
%, } budeme volat &iarou typu YU, spojujicou proky x, y. Budeme pisat x = y(R(N)),
ak existuje Siara typu W, spojujica proky z, y.

Lemma 3. Nech extstuje Giara typu U, spojujiica x, y. Potom existuje tieZ &rara
typu U, spojujica proky x nec, ync, resp. xUc, Yy uUC.

Dokaz. Nech C = {1y, ..., t,} je tiara typu U, spojujica prvky z, y, nech
interval ¢, je ohranideny prvkami z;_;, z; (¥, = %, 2, = ¥y), nech i, ¢ U je pri-
sludny interval, pre ktory plati ¢, & 4. Zostrojme intervaly i;, ohranidené
prvkamiy,_; = 2;_ U ¢, ¥ = 2 uc. Podla lemmy 2 a 1 plati ¢, it: Zrejme
je ¥yo=zuc, Yy, = yuc, teda {iy, ..., 7,} je ¢iara typu U, spojujtca prvky
zuc, yuc. Tvrdenie pre prenik sa dokdZe dudlne.

Poznédmka. Nech C je &iara typu ¥, spojujica prvky z, y. Ciaru typu ¥,
spojujicu prvky xzuc, y uc, zostrojenti z Ciary C ako v predoSlom dokaze,
budeme oznadovat C u ¢, analogicky vyznam bude mat C nec.

Veta 1. Reldcia R(N) je reldciou kongruentnosti na S.

Dokaz. Nech (z,, z5) € ¥. L’ahko sa zisti, Ze interval (z, ) je projektivny
s intervalom (z,, 2,), teda = = z(R(¥)). Dalej, ak {i,, ..., i,} je Siara typu U,
spojujica prvky z, y je zrejme {i,, ..., 1,} ¢iara typu %, spojujtca prvky y, x
Z toho plynie symetri¢nost relicie B(2). Jej tranzitivnost je zrejma. Dalsia dast
dékazu plynie z lemmy 3.

Pozndmky. 1. Nech C je &iara typu U, spojujiica z, y. Bez ujmy vieobec-
nosti méZeme predpokladat, %e vSetky intervaly &iary C lezia v intervale
{zny,zvy). (Ak by neleali, zostrojili_by sme &iary ¢’ = Cu (z ny),C”"
= ' n (zuy). Ciara C” zrejme vyhovuje vyslovenym podmienkam).

2. Lahko sa zisti, %8 vytvorujici rozklad R(%) je najmensi zo vietkych vytvo-
rujicich rozkladov, v ktorych sa anuluja v8etky intervaly mnoziny .

3. Nech (a, b) je prvointerval vo sviize S. Zrejme plati a = b(R(¥)) vtedy
a len vtedy, ked existuje interval ¢ e U, ktory je slabo projektivny s prvomt;er-
valom (a, b).

4. Nech R je vytvoru]ucl rozklad na S, nech U je mnoZina véetkych inter-

valov svizu 8, ktoré sa anuluji v rozklade R. Zrejme plati R(Y) =
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2.

V tomto odseku budeme predpokladat, Ze uvaZovany sviz S je diskrétny.
Definicia 4. Nech S je mnoZina vdetkijch vytvorujicich rozkladov svizu S. Ak
R, R, € S, polofme R, < R, vtedy a len viedy, ked

z=y(R,)) =>z=y(R,) .

Definicia 5. Nech S je mnoZina vdetkyjch prvointervalov svizu S, kvaziusporia-
dand pomocou reldcie & (vid def. 2). Ak p € &, oznabme znakom p mnofinu vet-
kych prokov p’ e S, pre ktoré plati sibasne p & p’, p’ & p. Mnofina & sa tym
rozpadne na dizjunktné triedy; mno¥inu tychio tried oznaéme X. Pre p,qe X
polo¥me p > q vtedy a len viedy, ked p & q. (Zrejme je potom pre katdé p’ € p,
¢ eq,p & q.Vid[1], hlava I, § 4.)

Definicia 6. Nech Y je mnosina véetkijch funkcit, definovanych na mnoZine X,
nadobudajicich len hodnoty 1 alebo 2, pre ktoré platt

p<gq=fp) < Q).
Ak fy, fa€ Y, polotime f, < f,, ak pre katdé p e X plati f,(p) < fi(p).

Poznamky. 1. V terminolégii, pouzivanej v [1], je ¥ = 2%.

2. Ak Re S, pe S a ak sa prvointerval p anuluje v rozklade R, potom sa
zrejme ka%dy prvointerval p’e p anuluje v rozklade R. Budeme hovorit, Ze
prvok p e X sa anuluje v rozklade R.

Veta 2. Ciastoéne usporiadané systémy S, Y si dudlne izomorfné.

Doékaz. Nech R e 8, nech U je mnoZina tych prvkov z mnoZiny X, ktoré sa
anulujt v rozklade R. Definujme na X funkciu f takto: ak p ¢ ¥, nech f(p) = 1;
ak pe¥, nech f(p) = 2. Ak p > ¢, zrejme plati f(p) = 1 =>f(q) = 1, teda
p>q=f(p) = f@), t.j. feY. Prvku R e 8 priradme prvok fe Y (symbolicky
R — f). Dost4vame zobrazenie mnoziny S do mnoZiny Y.

Uva¥ované zobrazenie je prosté. Nech je totiz R, R,e S, R, + R,, R, — f,,
R, — f,. Potom existuje prvointerval p, ktory sa anuluje v jednom z rozkladov
R,, R,, a neanuluje sa v druhom z tychto rozkladov. Plati teda f,(p) =+ f,(p).

Nech fe Y. Nech ¥ je mnozina tych prvkov pe X, pre ktoré plati f(p) = 1.
Nech ¥ = U p. Utvorme vytvorujaci rozklad R = R(Y). (Vid def. 3 a vetu 1.)

L’ahko sa ;‘i‘azslti, %e plati R — f. Teda uvaZované zobrazenie je zobrazenim mno-
%iny S na mnozinu Y. ,
Nech B, < R,, R, — f,, By — f,, pe X, f,(p) = 1. Teda sa p anuluje v roz-
klade R,. Zo vztahu R, < R, dostivame, %e sa p anuluje tieZ v rozklade R,,
take f4(p) = 1. Z toho vyplyva, %e pre kazdé p e X plati f,(p) = fa(p). Tym je

tvrdenie vety dokdzané.
Poznamky. 1. Predosld veta zovieobeciiuje vysledok, ktory dokdzal M.
Funayama pre sviizy koneénej dlizky v praci [2]. (T4to praca, vysld podas vojny,
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je pre mila nedostupnd a pozndm ju len z referitu v Mathematical Reviews
a z poznamky v praci [1], str. 205). To, Ze sa v spominanej praci vyslovuje
(pre svizy konetnej dlzky) izomorfismus a nie dulny izomorfizmus svizov
8, Y, je odovodnené tym, Ze autor prace [2] uvazuje pre vytvorujtce rozklady na
8 tiastodné usperiadanie dudlne k tomu, ktoré je zavedené v definicii 4.

2. Ak by sme na mnoZine v8etkych prvointervalov svizu S kone¢nej dlzky
definovali reldciu > poloZiac (pre prvointervaly (g, p>, <8, r)) {gq, p)> =
= {8, r)> vtedy a len vtedy, ked plati w = r > s > v pre niektory interval
(v, u), projektivny k intervalu {g, p)>, potom by re-
ldcia > vo v8eobecnosti nebola kvaziusporiadanim.

Priklad: pri takejto definicii vztahu > plati vo
svize S na obr. 1 (g, p) = {qy, P> {q1, P> =<8, 1),
neplati vSak {g, p> => {(s,r). Vztah > je teda nie
tranzitivny, takZe je nie kvaziusporiadanim. Z toho
vyplyva, Ze tlohu 3, str. 205, [1] by bolo vhodné for-
mulovat presnejsie.

3. Veta 2 vSeobecne neplati pre svizy, spliiujtce
podmienku Kklesajacich retazcov. Priklad. Nech
S ={1,2,3,..., o}, s obvyklym usporiadanim. Pod-
mienka klesajucich retazcov je zrejme splnena. Nech
& je mnozina prvointer valov svizu S, nech znaky
&, X maja rovnaky vyznam ako v definicii 5.
Zrejme v naSom pripade plati p & ¢ vtedy a len vtedy,

Obr. 1. ked p = ¢q. Kazd4 trieda pe X obsahuje teda jediny

prvok. Z toho plynie, Ze kaZd4 funkcia, definovand

na X, nadobudajuica len hodnoty 1 alebo 2, patri do mnoZiny Y. L’ahko sa zisti,
%e Y je v tomto pripade komplementdrny svéz.

Uvazujme rozklad R = {{1, 2, 3, ...}, {w}} mnoZiny S. Rozklad R je zrejme
vytvorujaci na . L’ahko sa zisti, %e tento rozklad nemé komplement v S.1)
Teda sviizy 8, Y st nie duilne 1zomorfne

Duélnou tvahou sa zisti, Ze veta 2 neplati v8eobecne pre svizy, spliiujice
podmienku rasticich retazcov.

3.

G. BIRkHOFF polozil problém ([1], problém 72):

Ndjst nutné a postatujice podmienky pre sviz S, aby jeho vytvorujice rozklady
tvorilt Booleovu algebru.

‘) Ak b{ totiZ R’ bol komplement rozkladu R v S, nemohol by v rozklade R’ prvok o
tvorit osobitnt triedu. Existoval by teda prvok n % o, n = o(R’). Potom by platilo
n=n-+4 1(R’), n =n+ 1(R), &o je spor s predpokladom.
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V &pecialnom pripade, ked sviz § je diskrétny, mozeme hladané podmienky
vyjadrit jednoduchym spésobom pomocou pojmu slabej projektivnosti prvo-
intervalov. ' ~

Veta 3. Vytvorujice rozklady diskrétneho svizu S tvoria Booleovu algebru viedy
a len vtedy, ked vztah slabej projektivnosti prvointervalov svizu S je symetricky.

Dokaz. Nech S je diskrétny sviiz, nech S je sviz vytvorujicich rozkladov
na 8 (vid def. 4). Sviiz S je zrejme distributivny a mé najmen$i a najvidsi
prvok. Z toho plynie, Ze nutnd a postadujica podmienka, aby S bol Booleovou
algebrou je, aby sviz 8 bol komplementarny.

1. Nech sviz S je komplementirny. Potom vztah slabej projektivnosti
prvointervalov svézu S je symetricky.

Doékaz: Nech p, ¢ st prvointervaly v S, nech p je slabo projektivny s inter-
valom ¢. Oznaéme U = {¢} a utvorme vytvorujici rozklad R = R(Y) (vid
def. 3). Nech R’ je komplement rozkladu R v 8. Prvointerval p sa anuluje v roz-
klade R u R’, teda sa anuluje asponi v jednom z rozkladov R, R’. Ak by sa anu-
loval v rozklade R’, anuloval by sa v tomto rozklade tieZ interval ¢, ¢o je spor
s predpokladom. Teda sa p anuluje v rozklade R, z éoho plynie podla poznamky
3 za vetou 1, Ze prvointerval g je slabo projektivny s prvointervalom p.

2. Nech vztah slabej projektivnosti prvointervalov svizu S je symetricky.
Potom 8 je Booleova algebra.

Doékaz: Nech R, ¢ 8. Nech U, (¥,) je mnoZina tych prvointervalov svizu S,
ktoré st (nie si) anulované v rozklade R,. Zrejme plati R, = R(%,). Utvorme
rozklad R, = R(U,). KedZe kazdy prvointerval svidzu S patri do jednej z mno-
Zin Uy, Uy, rozklad R, u R, je najvacsim rozkladom na S.

Predpokladajme, Ze by sa prvointerval p anuloval v rozklade R, n R,.
Z toho by vyplyvalo 1. p e ¥, 2. existuje g € U, taky, Ze q je slabo projektivny
s prvointervalom p. Podla predpokladu o symetriénosti vztahu slabej projek-
tivnosti je potom tiez p slabo projektivny s prvointervalom gq. Z toho plynie, Ze
sa ¢ anuluje v rozklade R,, teda g € ¥,. To v8ak nie je mozné, kedze U, n Y, =
= 0. Teda R, n R, je najmensi rozklad na S. Z toho vyplyva, Ze rozklad R, je
komplementarny k rozkladu R,. Tym je tvrdenie vety dokdzané.

Poznamky: 1. Pri dokaze nasledujicej vety pouZijeme toto tvrdenie: Nech
S je svéz, nech R, R’ st komplementarne vytvorujace rozklady na S, nech S,
je podsvéz v 8. Pre prvky z, y € S, poloZzme z = y(R[S,]) vtedy a len vtedy, ked
z = y(R), a analogicky pre R'[S,]. Potom R[S,], R'[S,] st komplementarne
vytvorujuce rozklady na S,. Dékaz tohoto tvrdenia je zrejmy.

2. L’ahko sa zisti, Ze symetri¢nost vztahu slabej projektivnosti prvointer-
valov je vZdy splnend v moduldrnych svézoch. Pre distributivne svézy je pod-
mienka, aby S bola Booleova algebra, obzvlast jednoduch4:

Veta 4. Vytvorujice rozklady distributivneho svizu S tvoria Booleovu algebru
viedy a len vtedy, ked sviz S je diskrétny.
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Dékaz. a) Nech 8 je diskrétny distributivny sviz. Podla predoslej pozndmky
vztah slabej projektivnosti prvointervalov svizu 8 je symetricky, teda podla
vety 1 S je Booleova algebra.

b) Predpok!a,dajme, %e distributivny sviiz S je nie diskrétny. Teda v fiom
existuje nekoneény retazec r, ktory méd najmensi a najvacsi prvok. Oznaéme
tieto prvky a resp. b. Zrejme sa potom z retazca r d4 vybrat postupnost prvkov
a,, ay, a, ... tak, Ze plati alebo a; < a;_, pret = 1,2, ..., alebo a; > a,_, pre
t =1, 2,... VySetrujme prvii moznost (v druhom pripade je postup dékazu
dudlny). Oznaéme

<ai: ai+1> = Pi> {pi} = mf’ R(Q[,‘) = -Ri’ ilJl -Rt =R.

Nech z > a; (+ = 1, 2,...). Podla [3] (pozndmka 2 za lemmou 1) v kaZdom
z rozkladov R; (a teda tiez v rozklade R) prvok x tvori osobitni triedu.

Oznadéme 8, = {ay, @y, ..., b}. Podla predoslého je a; = a,;,,(R), a; &= b(R)
(t=1,2,...).

Ak by existoval komplement R’ k rozkladu R, potom by R’[S,] bol komple-
mentarny vytvorujici rozklad k rozkladu R[S,]. Rozklad R[S,] vSak nemé
komplement (vid priklad v poznamke 3 za vetou 2), teda ani rozklad R nemé
komplement. Tym je tvrdenie vety dokédzané.

Definicia 7. Ided! I svizu S nazveme neulrdlnym, ak existuje taky vytvorujics
rozklad R na 8, e mnogina I je jednou z tried tohoto rozkladw. (Vid [1], str. 122,
174, 180.)

Poznamky. 1. Predpokladajme, %e svidz S mé najmensi prvok O. Ak R je
vytvorujici rozklad na S, potom mnoZina prvkov, kongruentnych s prvkom O
v rozklade R, je zrejme neutrilny ideal; oznaé¢me ho N(R). MéZe sa oviem staf,
%e pre R, = R, je N(R,) = N(R,). Otazka je: akd je nutnd a postadujhca
podmienka pre sviz S, aby réznym vytvorujicim rozkladom R,, R, patrili
rézne neutralne idedly N(R,), N(R,)? (Vid [1], problém 73.)

2. Predosla otdzku méZeme v inej formuldeii vyslovit takto: akd je nutnd
a postadujica podmienka pre svéiz S s najmensim prvkom O, aby bolo splnené
nasledujtce tvrdenie:

(Ao) Kazdy vytvorujaci rozklad R na 8 je jednoznaéne uréeny, ak je udana
trieda tohoto rozkladu, obsahujica prvok O.

3. Obecnejsie, pre svizy bez O méZeme analogickitl otdzkw vyjadrif takto:
aké je nutnd a postadujica podmienka pre sviz .S, aby platilo:

(A) KaZdy netrividlny vytvorujaei rozklad R na S obsahuje ako triedu
isty ideal I(R); idedlom I(R) je rozklad R ]ednoznacne urdeny.2)

?) Podrobnejéxe imda.me, a.by kaZdy Vytvorujucl rozklad na S, ktory obsahuje I (R)
ako triedu, bol rovny rozkladu R
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Pre diskrétne svizy je snadné vyjadrit hladani podmienku pomocou vztahu
slabej projektivnosti prvointervalov. ’

Veta 5. Pre distributivny sviz S plati tvrdente A vtedy a len viedy, ked ku
kazdému proointervalu p svizu 8 existuje idedl I1(p) taky, %e 1. prvointerval p je
slabo projektivny s katdym prvointervalom idedlu 1(p), 2. videdle I1(p) existuje prvo-
interval p,, slabo projektivny s prvointervalom p. :

Doékaz. a) Predpokladajme, Ze pre sviz S plati tvrdenie A. Nech p je prvo-
interval v 8. Oznaéme {p} = U, R(Y) = R. Nech Y, je mnoZina vietkych
prvointervalov idedlu I(R). Zrejme je p slabo projektivny s kazdym prvointer-
valom mnoziny ¥, (vid pozndmku 3 za vetou 1). Z podmienky A plynie R =
= R(¥,). Prvointerval p sa anuluje v rozklade R, tedy existuje prvointerval
Py € U,, slabo projektivny s intervalom p. _

b) Predpokladajme, Ze pre svéiz S je splnend podmienka, vyslovend v doka-
zovanej vete. Nech R je vytvorujici rozklad na 8, nech (pevne zvoleny) prvo-
interval p sa anuluje v rozklade R, nech z je prvok mnoZiny I(p), nech I(R) je
mnozina v8etkych prvkov ze S, pre ktoré plati x = 2(R). L’ahko sa zisti, Ze
mnozina I(R) je idedl.?) (Zrejme je I(R) triedou rozkladu R, teda I(R) je ne-
utrélny ideal.) Nech U je mnozina v8etkych prvointervalov idedlu I(R). Dok -
zeme, Ze plati R(U) = R (teda mnoZina I(R) jednoznaéne uréuje rozklad R).

Kedze I(R) je trieda rozkladu R a kedZe R(2) je najmendi z vytvorujacich
rozkladov na 8, ktoré anuluji vSetky prvky mnoZiny ¥, plati R(Y) < R.
Nech ¢ je lubovolny prvointerval, ktory sa anuluje v rozklade R. Sostrojme
ideal I(q). Zrejme sa vietky prvky idedlu I(¢) anuluja v rozklade R. KedZe
prenik idedlov I(p), I(g) je neprazdny, plati I(q) € I(R). Podla predpokladu
v idedle I(q) existuje prvointerval ¢, slabo projektivny s intervalom g. Podla
predoslého je g, € U, teda interval ¢ sa anuluje v rozklade R(Y). Z toho plynie
R < R(Y), a Gthrnne R = R(Y). Tym je tvrdenie vety dokédzané.

Skombinujme nakoniec poziadavky, vyslovené v spominanych problémoch
72 a 73 z prace [1] takto:

(B) Budeme hovorit, %e sviz S m4 vlastnost B, ak 1. sviiz S je Booleovou
algebrou, a stGlasne 2. pre svéz S plati tvrdenie A.

Pre struénejiie vyjadrovanie zavedme edte nasledujicu definiciu:

Definicia 8. a) Prvointervaly p, p’ diskrétneho svizu S nazjvame ekvivalent-
ngmi, ak plati p &= p', p' = p.

b) Nech diskrétny sviz S md najmen$t prvok 0. Prvointervaly {0, x) budeme
nazyval minimdlnymi prvointervalmi a oznaéovat Py, ¢os ..

Pozndmka. Vztah ekvivalentnosti prvointervalov je zrejme reflexivny,
symetricky a tranzitivny.

3) Na zéklade vlastnosti 1. 2, vyslovenych v dokazovanej vete, vietky prvointervaly
idealu I(p) sa anuluju v rozklade R. Nech z,, z, e I(R), y € S. Plati 2, =2(R), 2, n y =
=2z N y(R). KedZe z N yel(p),jezny= Z(R), teda 7, N y = 2(R). Zo vztahov z; =
=2(R)(1=12) plynie ; U z; = 2(R). Tym dokézané, %e I(R) je idedl.
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Veta 6. Diskrétny sviz S s najmen$im prvkom 0 md vlastnost B viedy a len
vtedy, ked pre Tubovolny prvointerval p svdzu S platt 1. p je slabo projektivny
aspoti 8 jednym mintmdlnym proointervalom, 2. ak p je slabo projektivny s niekio-
rym minimdlny_m tndervalom p,y, potom p, P, 8 ekvivalentné.

Doékaz. a) Predpokladajme, %e diskrétny svéiz S s najmensim prvkom O mé
vlastnost B. Nech p je prvointerval v S. UvaZujme prisludny ideal I(p) podla
vety 5. Podla tejto vety I(p) obsahuje viac ako jeden prvok, teda existuje
minimélny prvointerval p,, pre ktory plati p & p,. Podla vety 4 st prvointer-
valy p, p, ekvivalentné.

- b) Nech st splnené podmienky 1., 2. dokazovanej vety.

1. Nech p, ¢ st prvointervaly v S, p & g. Podla predpokladu existuje mini-
malny prvointerval ¢,, ekvivalentny s ¢. Potom je p & gq,, teda podla podmien-
ky 2. dokazovanej vety je zdroveii p ekvivalentny s ¢,. Z toho plynie, %e inter-
~ valy p, g st ekvivalentné. Podla vety 4 sviiz § je Booleova algebra.

2. Nech p je prvointerval v S. Oznaéme {p} = U, R(A) = R. Podla pre-
doslého odseku mnoZina prvkov, kongruentnych s O v rozklade R, obsahuje
viac ako jeden prvok. Oznadme tto mnozinu I(p). I(p) je zrejme ideil. Podla
definicie mnoZiny I(p) prvomterval p je slabo projektivny s kaZdym prvo-
intervalom tejto mnoZiny. Nech p, je minimalny prvointerval idedlu I(p).
Podla podmienky 2 dokazovanej vety intervaly p, p, st ekvivalentné. Podla
vety 5 je potom pre sviz S splnend podmienka A. Tym je tvrdenie vety doka-
zané. :

Definicia 9. Sviz S budeme nazyvat jednoduchym, ak nemd %iadny netrividlny
vytvorujiici rozklad.

Veta 7. Diskrétﬂy sviz 8 bez najmendieho proku splituje podmienku B viedy
a len vtedy, ked je jednoduchy.

Dokaz. a) Nech svidz 8§ je jednoduchy. Potom podmienka B je zrejme
splnen4. -

b) Predpokladajme, e diskrétny svéiz S nemd najmensi prvok a Ze spliiuje
podmienku B. Nech p, q sti lubovoIné prvointervaly v 8. Utvorme podla vety 5
idedly I(p), 1(q). KedZe sviz S nemd najmensi prvok, mnozina I = I(p)n I(g)
obsahuje viac ako jeden prvok. I je zrejme idedl v S. Nech s je prvointerval
idealu I. Podla vety 5 plati.p & s, ¢ & s. Podla vety 4 p, s resp. g, 8 st ekvi-
valentné, takZe tie% prvointervaly p, ¢ sG ekvivalentné. Z toho vyplyva, Ze
sviz § je jednoduchy.

Pozndmka. Nazvime sviz § polojednoduchym, ak pre kaidy interval
{a, b), a < bsvizu S existuji prvky ¢, < a, < a, < ... <@, @, =a,a, =0b,
také. %e intervaly <(a;_,, @;> (¢ = 1, 2, ..., n) sl jednoduchymi svézmi (,,jedno-
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duché intervaly*). Vysledky, vyslovené v predoslom pre diskrétne svizy, by sa
bez tazkosti dali zov8eobecnit pre polojednoduché svizy (tlohu prvomterva,lov
by zastdvali jednoduché intervaly).
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Peswome

OTHOIIEHUA KOHT'PYSHTHOCTU U CJIABAA NPOEKTUBHOCTDH
B CTPYKTYPAX

AH AKYBHUK (Jan Jakubik), Homwumne.
(IToctynuao B pepakumio 31/V 1954 r.)

IIycrs 4, ,.., ¢, — UHTEPBAJIHL B CTpYKType S, U MYCTh %, COMEPHMUTCH B UH-
TepBaJe iy, TPAHCIOHNPOBAHHOM K MHTEPBANY i;_, (k= 1,...,n). Byxem ro-
BOPHTB, 9TO MHTEPBAJI %, cJ1a00 IMPOEKTUBEH K MHTEPBATY ,. B 9actn 1 mokasH-
BaeTCsA, 9TO ¢ IOMOIIBIO TEpMUHA ¢JIa60li IPOEKTHBHOCTH MBI MOKEM OIPENeIUTh
OTHOIIeHUA KOHrpysHTHOCTH Ha S. B yactu 2 u 3 paccMaTpuBalOTCA CTPYKTYPH,
B KOTOPHIX Bce I[eNd, MMeloIue HAVMEeHbIMA U HauGo Il BIIeMEeHT, KOHEYHHl
(,,iucKperHEIe CTPYKTYPH‘). B wacTu 2 miuaA takux cTpyKTyp AokasaHo 0606-
IleHde TeopeMH, KoTopylo Aokasan M. dynaama B craTthe [2] mua cTpyKTyp
KOHYeHOM muuHE (cM. [1], npoGaema 67).

IIycrs S — cTpyKTypa BeeX OTHONIEHUI KOHIPYBHTHOCTH AUCKPETHOH CTPYK-
Type S.

Hoxasana Teopema: Cmpyrxmypa S ecmv Byaesa ascebpa moeda u moavko
mozda, ecau omHouieHue caaboll RPOCKMUSHOCMU NPOCMbE UHMEPEAI08 CMPYK-
mypw 8 cummempuyuro (cM. [1], npobaema 72).

Hdanpmre B TepMuHOJIOrMM caa00if IPOEKTMBHOCTH IPOCTHIX MHTEPBAJIOB
CKa3aHO HeoOXOJAMMOE M [OCTATOYHOE YCJOBUE IJIA TOro, 4TO0OH KaMTOe OT-
HOIIEHNe KOHIPYSHTHOCTH Ha S GHIIO OJHOBHAYHO ONpeJIeJIeHO COOTBETCTBYIO-
muM HeWTpaJbHEIM MAeasoM (cMm. [1], mpobiema 73).
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Summary

CONGRUENCE RELATIONS AND WEAK PROJECTIVITY
. IN LATTICES

JAN JAKUBIK, Ko#ice.
(Received May 31, 1954.)

Let 4,, ..., 1, be intervals in a lattice S; let interval ¢; be contained in interval
i, which is transposed with the interval ¢,_, (k = 1, ..., n). We say then that
the interval ¢, is weakly projective with the interval 7,. In the part 1 we prove
that, by means of the relations of the weak projectivity, it is possible to define
congruence relations on . In the part 2 and 3 lattices are considered in which
all chains with the least and the greatest element are finite (“discrete lattices”).
In the part 2 we prove for such lattices the generalisation of a theorem which
was proved by M. Funayama in [2] for lattices of finite length (see [1], problem
67).

Let S be the lattice of all congurence relations on a discrete lattice S. We prove
the following theorem: § is Boolean algebra if and only if the relation of the
weak projectivity of prime intervals in S is symmetric (see [1], problem 72).
Further — in the terms of the weak projectivity of prime intervals — there is
given a necessary and sufficient condition in order that the correspondence
between the congruence relations and neutral ideals of S be one to one (see [1],
problem 73).
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