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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

OBERE UND UNTERE SCHRANKEN FUR DAS ISOPERIMETRISCHE
DEFIZIT BEI KANTIGER ENVELOPPE
VON ACHSENSYMMETRISCHEN KONVEXEN ZYLINDERFLACHEN

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 9. Juni 1964)

Wir wihlen drei nicht auf einer Gerade liegende Punkte A;, 4;4, 4+, und zwei
achsensymmetrische konvexe Zylinder K; und K;,; mit den Grenzen S; und S;, ,,
aus denen die Achse des ersten 4;4;,, ') und die Achse des zweiten A;,,A4;,,
enthilt und beide gemeinsame Stiitzebenen t’ und 7" besitzen. Es sei S; = S, n 7/,
S} = S;n7" (I =j,j+ 1). Den Halbraum, welcher durch die Ebene, in der die
Verbindungslinie der Punkte A, 4;,, (bzw. A;., 4;.,) und beliebige Gerade aus S
(bzw. Sj.,) liegen, bestimmt ist -und welcher den Punkt A;,, (bzw. 4;) enthilt,
bezeichnen wir mit n; (bzw. 7, ). Weiter sei S} = (S, n 1)) — S} — ST und S}* =
=8-S =S —-S/(I=jj+1).

Jetzt definieren wir folgendermassen die geschlossene Linie I';,: Ist S} oder S},
eine Gerade, so ist I',,; =(S;n Sj,;) V(ST SH )V (SinSii)u(ST*n
N S}¥1). Sind dagegen S und S;., ebene Streife, dann entsteht I';,, so, dass man
(ST N Sj+1) U (ST* N STY,) mit geeigneten Diagonalen in den Rhomboiden S n
N Sj4+1 und Sj N S7,, vereinigt. Die Linie I';,, und auch die Kegelfliche IT;,, =
= {A j+1X; Xerl jﬂ} sind freilich symmetrisch beziiglich des Punktes A4, ;.

Wir wihlen einen weiteren nicht auf der Verbindungslinie der Punkte 4,,,, A4;,,
liegenden Punkt A;,; und einen weiteren achsensymmetrischen konvexen Zylinder
K;,, mit der Grenze S;, ,, dessen Achse 4;,,4;; enthilt und der mit dem Zylin-.
der K;,, gemeinsame Stiitzebenen hat. Wir konstruieren noch die Linie I';,, und
die zugehorige Kegelfliche IT;, ,. Esseill; .y n11;,, = I';,y N T';,,. Den zwischen
M,y und IT;,, (bzw. zwischen I';,, und I';,,) liegenden Teil des Zylinders K,
(bzw. der Zylinderfliche S;., ) bezeichnen wir mit %", (bzw. mit &, ,). Fiir den
Rauminhalt V;,, des Korpers #’;,, und fiir die Oberfliche O;,, der Fliche &;,
gilt

Vj+1 = Aj+1Aj+2 -Fjvq,s Oj+1 = Aj+1Aj+2 . L;+1 s
1y ¥Z bedeutet iiberall die Strecke mit den Endpunkteﬁ Y, Z und YZ die Linge von YZ.
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wo F;,, (bzw. L;,,) den Flicheninhalt (bzw. die Linge) des Normalschnittes des
Zylinders K+ (bzw. der Zylinderfliche S, ,) bedeutet.

Endlich wihlen wir n = 3 verschiedene Punkte A4,, 4,, ..., 4,, aus denen keine
drei unmittelbar nachfolgende auf einer Gerade liegen (4, folgt nach A4,). Zu jeder
Verbindungslinie der Punkte A4;, A;,, (iiberall i = 1,2, ..., n; die Indizes nimmt
man mod n) wihlen wir auf solche Weise einen konvexen Zylinder, der in ihr die
Symmetrieachse hat, dass jede zwei Zylinder K; und K;,, gemeinsame Stiitzebenen
besitzen, dass IT;,y N II;45 = ;4 N I'i4, fiir jedes i ist und dass endlich fiir jede
zwei nichtbenachbarte Korper &, und o, (j=1,2,...,n) o, n ;=0 ist.

Das Volumen V und die Oberfliche O des Kérpers o = U X, sind infolgedessen
durch diese Formeln ausgedriickt:

(l) V=ZA,~A|°+1.F|', 0=2A1Ai+l'L
i=1 i=1

Wir nehmen an, dass die Zylinder K; gemeinsame Breite 2d besitzen®) und wir

setzen | =Y A;A;yy. Alsdann ist
i=1
) 0% — 4nlV 2 0

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn alle Zylinder K; die
Rotationszylinder sind. '

Beweis. Fiir die Normalschnitte der Zylinder K gilt F, — dL; + nd* < 0 (s. [3],

S. 89, 95). Multipliziert man die i-te von diesen Ungleichungen mit 4;4;,, und
addiert man dann alle, so erhilt man nach (1), dass

?) 0% — 4nlV = (0 — 2nld)?.

Das Gleichheitszeichen gilt in (3) dann und nur dann, wenn F; — dL; + nd* = 0,
d.h. (s. wieder [3], S. 90) wenn der Normalschnitt jedes Zylinders K; entweder ein
Kreis mit dem Durchmesser 2d oder solcher konvexe Bereich ist, welcher dadurch
entsteht, dass man zu den Gegenseiten eines Rechteckes mit den Lingen 2d zwei
Halbkreise beifiigt, welche diese Seiten fiir die Durchmesser haben. Gilt in (2) das
Gleichheitszeichen, so gilt es freilich auch in (3) und noch O = 2zld. Diese letzte
Relation ist aber in der Klasse der durch das Gleichheitszeichen in (3) charakterisier-
ten K6rper A nur dann erfiillt, wenn alle Zylinder K; die Rotationszylinder sind.

Ohne der Voraussetzung iiber die gemeinsame Breite der Zylinder K; gilt der Satz
im allgemeinen nicht.

Die Stiitzfunktion des Normalschnittes des Zylinders K; — in der Ebene dieses
Schnittes und mit dem Nullpunkte in dem Durchschnitte dieser Ebene mit der

2) D.h., ist 4; bzw. d; die grosste bzw. die kleinste Breite des Zylinders K;, dannd; < 2d < 4,.
Diese Forderung ist erfiillt, wenn das Polygon 4,4, ... 4, eben ist.
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Achse des Zylinders K; — bezeichnen wir mit h{¢), ¢ € <0, 2n). Im Folgenden setzen
wir voraus, dass der Normalschnitt der Begrenzung des Zylinders K; mit stetiger
Kriimmung r; '(¢) versehen ist.

Wir nehmen von nenem an, dass die Zylinder K; gemeinsame Breite besitzen und

wir setzen wieder | = Z A;A;+, und noch ¢ = min r(p), P = max r((p) (wo -
i=1

allerdings ¢ € {0, 2n) und i = 1,2, ..., n). Dann ist

2
4) 0% — 4nlV < n*I(P — @)*, O — 4nlV £ V? (_ - %)
e

und das Gleichheitszeichen gilt in beiden Relationen dann und nur dann, wenn alle
Zylinder K; die Rotationszylinder sind.

Beweis. Wir modifizieren das Verfahren aus [1], S. 203 206; der Ausgangspunkt
ist wieder folgender Hilfssatz: Wir setzen f(x) = ax? + 2bx + ¢ mit a > 0, b* —
—ac = 0 und fiir « < 4 sei f(@) 20, f(4) 20, f(2) <0, f(A) 2 0; stets ' =
= df/dx. Dann ist b*> — ac £ 3a%(4 — «)® und das Gleichheitszeichen gilt dann
und nur dann, wenn f(oc) = f(A) =0.

Nach (1)istV = 3 ZAAi+1 i hie)r{¢)dp und 0 = ZA Airr - |57 hio) do;

also bei f(x) = nix? + Ox + Vist

© =15 i) + A le) + 4o,

f'(x) =i§14i‘4i+l -f:n[ri(¢) + x]de.

Das Trinom f(x) hat nach (2) nichtnegative Diskriminante und weil
(6  e=r{op)=P osh{p)<P; i=12..,n ¢e0,2n)

(s [2], S. 116), bedeutet das wegen (5), dass f(— P) 2 0, f(— ¢) Z 0, f(— P) £ 0,
f'(= @) 2 0 ist und aus dem Hilfssatze folgt die erste Relation in (4). Gemiss dem
Schlusse des Hilfssatzes und nach (5) und (6) tritt in der ersten Relation (4) das
Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn () oder h(¢) fiir alle i und
¢ € €0, 27) gleich ¢ oder P ist.

Die zweite Relation in (4) — einschliesslich der Gleichheitsbedingung — erhilt
man, wenn man f(x) = Vx? + Ox + =l setzt, sodass

509 = 43 Ay j “Leh(e) + 1] [xrdo) + 1] do.
f’(x) =Z iAive - J‘zn[x"i(q’)‘ + 1] hi(‘p) do,

und weiteres Verfahren ist dem obigen dhnlich.
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Vytah

HORNI A DOLNi ODHADY PRO ISOPERIMETRICKY DEFICIT
POLYGONALNI OBALKY OSOVE SOUMERNYCH KONVEXNICH
VALCOVYCH PLOCH

ZBYNEK NADENIK, Praha

Pro objem V a povrch O télesa homeomorfniho s torem, které je sestaveno z &dsti
kone¢ného podtu osové soumérnych konvexnich vélct, z nichZ kaZdé dva sousedni
maji spole¢nou opérnou rovinu a polygon vytvofeny jejich osami md délku I, plati
nerovnosti (2)—(4).

Pe3romMe

BEPXHUE N HWUWXHWE OLUEHKU OJIs1 U3OIIEPMMETPUYECKOI'O
JAE®PUILIMTA JJIs1 PEBPUCTBIX OI'MBAIOMUX,
CUMMETPUYHbLIX OTHOCHUTEJILHO OCEN BBIITYKJIBIX
LHUJIVHAPUYECKHUX MOBEPXHOCTEN

3BbIHEK HAJIEHMK, IIpara

Hns o6péMa V' u noomaau O Tesia, roMeoMOP(HOTO C TOPOM, KOTOPOE COCTABJIEHO
U3 YacTell KOHEYHOrO YMCJIa CHMMETPUYHBIX OTHOCHTEILHO OCEH BHINYKJIBIX LUIHMH-
IPOB, U3 KOTOPBIX KaXKAble [Ba COCEOHME MMEIOT OOILIyI0 KacaTeJIbHYIO IUIOCKOCTbD,
npu4YeM MHOTOYTOJIbHUK, OOpa3oBaHHBINH MX OCSIMM, UMEET IJIUHY /, CpaBElJINBBI

HepaBeHcTBa (2) —(4).
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