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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 90 (1965), Praha

ROZKLAD GRAFU NA ISOMORFNi PODGRAFY

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo 11. zaki 1963)

V tomto ¢lanku je popsana konstrukce grafu, jejz lze rozlozit na dva navza-
jem isomorfni podgrafy, a specialni pfipad rozkladu uplného grafu na ¢tyfi
navzajem isomorfni podgrafy.

1.

V tomto paragrafu popiSeme rozklad kone¢ného grafu G na dva navzdjem iso-
morfni podgrafy, z nichZ kaZdy obsahuje vSechny uzly grafu G a které nemaji Zddnou
spoleCnou hranu. Graf, ktery lze takto rozloZit, budeme nazyvat R ,-grafem. Prlpadem
tiplného grafu se zabyvaji préce [1], [2] a [3].

MnoZinu uzli grafu G budeme oznacéovat U, mnoZinu jeho hran H. Isomorfni pod-
grafy, na néZ graf G rozkldddme, oznalime G, a G,, jejich mnoZiny hran po fadé H,
a H,. Dopln&k grafu G ozna¢ime G, jeho mnozinu hran H. (Dopln&k grafu G je graf,
ktery obsahuje tutéZ mnoZinu uzli jako graf G a pravé ty hrany, které nejsou obsaze-
ny v G.) Isomorfni zobrazeni grafu G, na G, ozna¢ime f. Budeme uvaZovat takové f,
které je soudasné automorfismem G. Zobrazeni f indukuje uréitou permutaci p mno-
Ziny U. O cyklech této permutace si vyslovime nékolik lemmat.

Lemma 1. Md-li cyklus € permutace p lichy pocet uzlii, pak ka2dé dva uzly z to-
hoto cyklu jsou spojeny hranou z H.

Dikaz. Oznaéme uzly cyklu € po fad€ u,,u,, ..., u;, kde k je liché ¢&islo a u, =
= f(w), ui+y = f(u;) pro i =1, ...,k — 1. Necht n&kterd dvojice uzli je spojena
hranou z H, pfedpoklddejme bez @ijmy na obecnosti, Ze je to dvojice {u,, u,}, kde
1 <1< k. Protoze Hy UH, =H, H n H, = 0, patfi hrana u,u, bud do H,,
nebo do H,. Piedpoklddejme bez fijmy na obecnosti, Ze patii do H;. Potom v§ak
(bereme-li indexy uzld modulo k) je uyu;sq € Ha, ..., uuty_y € Hy (protoze k je
liché), uyu, € H,, coZ je spor s pfedpokladem. -

Lemma 2. Md-li kaZdy z cykli €, €, permutace p lichy pocet uzli, pak Zddny
uzel cyklu €, neni spojen s Zddnym uzlem cyklu €, hranou z H. ‘

Diikaz. Necht se cyklus €, sklddd z uzli Uy, ..op Uy, CyKlus €, z uzll vy, ..., 0;;
uy = f(wg), uiey =f(u) pro i =1,....,k —1; v, = f(v)), v;41 = f(v) pro j =
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=1,...,! — 1. Nechf m je nejmensi spoleény ndsobek &isel k, I; je to zfejmé také
liché &islo. Necht u,v, € H,, pak f%(u,v,) patfi do H, pro g sudé a do H, pro q liché.
Tedy f™(u,v,) € H,. Aviak zfejm& f™(u,) = uy, f™(vy) = v, tedy f™(u,,) = u,v,.
To vsak je spor s pfedpokladem u v, € H,.

Lemma 3. Necht polet cyklu € permutace p je 2q, kde q je liché &islo. Necht jeho
uzly jsou oznaceny jako v lemmatu 1. Pak uu;,,€ H proi = 1,...,2q (bereme-li
indexy uzlii modulo 2q).

Dikaz. JestliZe by bylo u,u,,, € H, pak by bylobuduu;,,€ H,,nebouu;, € H,.
Nechf je bez Gjmy na obecnosti uu,., € H,. Pak fYuu;,,) € H,, protoZe g je liché
. (viz dikaz lemmatu 2). Av8ak f4(u;) = u;yq, fUUisq) = 4y, tedy fAuu,.,) = g,
Dochdzime tedy ke sporu s pfedpokladem uu;,,€ H;.

+q°

Specidlnim p¥ipadem lemmatu 2 je tvrzeni:
Dva rizné samodruzné uzly zobrazenti f jsou vZdy spojeny hranou z H.

SamodruZny uzel tu vlastné€ tvofi cyklus o jediném prvku.

Lemma 4. BudiZ p permutace mnofiny U neuspofddanych dvojic uzli z U indu-
kovand permutaci p mnoZiny U; budiZ ¢ libovolny jeji cyklus. Obsahuje-li € dvojici
uzlii z U, kterd nepatfi mezi dvojice popsané v pfedeslych lemmatech, pak € obsa-
huje sudy pocet proki.

Dikaz. BudiZ {u, v} dvojice uzli z U, kterd nepatfi mezi dvojice popsané v pfe-
deslych lemmatech. BudiZ g nejmensi pfirozené &islo takové, Ze p%({u, v}) = {u, v}.
Znamend to, Ze bud p¥(u) = u, p%(v) = v, nebo p(u) = v, p(v) = u. Druhy piipad
muZe nastat pouze tehdy, jestlize u a v ndleZeji témuZ cyklu permutace p o 2q prvcich.
Kdyby bylo q liché, nastal by pfipad popsany v lemmatu 3, coZ je vylouceno; tedy ¢
je sudé. Zbyvd prvni pfipad. Pon&vadZ {u, v} nepatfi mezi dvojice popsané v lemmatech
1 a 2, alesponi jeden z uzld u, v patii do cyklu permutace p o sudém poctu r; prvki;
druhy necht patfi do cyklu o r, prvcich. Zfejmé g je nejmensim spolenym ndsob-
kem disel ry a r,, tudiZ je sudé.

Mgéjme ddnu mnoZinu uzli U a na ni permutaci p. PopiSeme konstrukci, kterou
budeme nazyvat konstrukci (K).

Spojime hranou z H dvojice uzld popsané v lemmatech 1, 2 a 3. Libovolnou dalsi
dvojici {u, v} pak spojime hranou z libovolné z mnoZin H,, H,, H. Je-li uwve H,
(resp. uve H,), je f4uv)€ H, (resp. f%uv)€ H,) pro q liché, fY(uv)e H, (resp.
S%(uv) € H,) pro q sudé. Pro uv € H je f%(uv) € H pro kazdé q. Spojime tedy viechny
takovéto dvojice patfiéhy‘mi hranami. Pak vybereme opé&t jednu dvojici z dvojic dosud
nespojenych a pokradujeme stejnym zplsobem tak dlouho, dokud neni o kazdé dvo-
jici rozhodnuto, jakou hranou m4 byt spojena.

Pfimym disledkem lemmatu 4 je tato véta.

Véta 1. Konstrukci (K) vznikne vidy R,-graf s mnoZinou uzli U a pFislusnym
isomorfismem indukujicim permutaci p.
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Je zfejmé, Ze rovn&z kazdy takovyto R,-graf lze sestrojit konstrukci (K).

Véta 2. Jsou-li ddna pfirozend ¢isla m,n a m je sudé, m < nf2(n — 1), existuje
R,-graf o n uzlech a m hrandch.

Dikaz. BudiZ n = 4k nebo n = 4k + 1, kde k je pfirozené &islo. Sestrojime
graf G’ o n uzlech isomorfni s jeho dopliikem tak, aby permutace indukovand pfislus-
nym isomorfnim zobrazenim f’ na mnoZing uzli mé&la pouze cykly o &tyfech nebo
jednom prvku (viz [3]). Pak v permutaci indukované timto zobrazenim na mnoZing&
hran tvofi hrany spojujici uzel s obrazem jeho obrazu involutorni dvojice a viechny
ostatni hrany tvofi cykly o &tyfech prvcich. Budiz m’ = n/2(n — 1) — m. Je to
zfejmé &islo sudé: Je-li m’ délitelno ¢tyfmi, odstranime z grafu (n), to jest uplného
grafu o n uzlech, sjednoceni G’ a G', m’/4 takovychto cykld (je-li takovychto cykli
mén€ neZ m’[4, odstranime vSechny tyto cykly a navic je§té né€kolik involutornich
dvojic tak, abychom celkem odstranili m’ hran). Neni-li m’ d&litelno &ty¥mi, odstra-
nime 1/4(m’ — 2) takovychto cykld a jednu involutorni dvojici (pfipadn& opét
viechny cykly o &tyfech prvcich a jest& n&kolik involutornich dvojic). Vysledny graf G
je hledanym grafem a grafy G, = G n G’, G, = G n G’ jsou navzdjem isomorfni,
nemaji spole¢né hrany a jejich sjednocenim je graf G. Necht nyni n = 4k + 2 (resp.
n = 4k + 3) a necht m"” je pfirozené &islo délitelné &tyfmi takové, Ze m” < 2(n — 2),
m—m" £ 1/2(n — 2)(n — 3). Pak sestrojime graf ze 4k (resp. 4k + 1) uzld
a m — m" hran vySe popsanym zplsobém. K tomuto grafu pfipojime dva uzly w,
a w,. Uzel w, spojime s libovolnym uzlem, ktery neni samodruZny, uzel w, s jeho
obrazem, uzel w, opét s obrazem tohoto obrazu a tak ddle, aZ vyCerpame cely cyklus
permutace. Pak opét spojime w, s libovolnym uzlem, ktery neni samodruZny, ndleZi
do ptivodniho grafu a neni dosud spojen s w, ani s w, a postup opakujeme. Tak
pokraujeme tak dlouho, aZ celkovy poéet hran spojujicich uzly w, a w, s uzly piivod-
niho grafu dosdhne m”. Vygerpdme-li do té doby vSechny uzly, které nejsou samo-
druZné, spojime je§t& oba uzly wy, w, se samodruZznym uzlem (to se tykd pouze pfipa-
dun = 4k + 3). Vysledny graf je R,-grafem, pfislusny isomorfismus f je rozsifenim
isomorfismu grafu pivodng sestrojeného (bez w; a w,) a je f(w,) = wy, f(w,) = wy,
uzly w, a w, tedy tvoii involutorni dvojici.

2.

V tomto paragrafu si vSimneme R,-grafii isomorfnich s jejich dopliikem. Budiz G
R,-graf isomorfni se svym dopliikem. BudiZ f isomorfni zobrazeni rozklddajici G
na dva isomorfni podgrafy, g isomorfni zobrazeni G na G. KaZdy cyklus permutace
mnoZiny U indukované zobrazenim g se bud sklddd z jediného uzlu, nebo je pocet
jeho uzld délitelny ¢tyfmi. Pfitom cyklus sestdvajici z jediného uzlu miZe byt nejvyse
jeden.

Grafy Gy, G5, g(G,), g(G,) vlastn& tvofi rozklad tiplného grafu na &tyfi navzdjem
isomorfni podgrafy bez spole€nych hran. (Tim neni oviem fedeno, %e by se viechny
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takovéto rozklady plného grafu daly vyjddfit timto zpisobem, zde jde vlastnd jen
o specidlni pfipad.) Snadno dokdzeme tedy vétu.

Véta 3. R,-gtaf G isomorfni se svym dopliikem obsahuje 8k nebo 8k + 1 uzli,
kde k je pFirozené ¢islo.

Dﬁkaz.’ Z toho, co tu bylo pfedtim feceno, vyplyvd, Ze pocet hran uplného grafu,
ktery vznikne sjednocenim G a G, musi byt dglitelny &tyfmi (kazdy z grafé G,, G,,
9(Gy), g(Gz) obsahuje tenty? pocet hran a ?4dné dva z nich nemaji spole¢nou hranu).
Je-li n po&et uzld grafu G, pak poget hran tohoto uplného grafu je n/2(n — 1). Md-li
byt toto &islo délitelno &ty¥mi, musi byt n(n — 1) délitelno osmi, coZ je moZno pouze
tehdy, je-li bud n, nebo n — 1 délitelno osmi.

Nyni vyslovme dali vétu.

Vita 4. Je-li ddna mno%ina uzlis U o 8k nebo 8k + 1 procich a na ni permuta-
ce p* takovd, ¥e pocet uzlii kaZdého jejiho cyklu je délitelny cétyFmi, s vyjimkou
nejvySe jednoho cyklu tvofeného samodruinym uzlem, existuje R,-graf G iso-
morfni se svym doplitkem, jeho¥ mnoZinou uzlii je U a permutace p* je indukovdna
isomorfnim zobrazenim g grafu G na G.

Dikaz provedeme konstrukei takového grafu. Necht permutace p* nemd samo-
druZny uzel a necht €,, €., ..., €, jsou jeji cykly. Cyklus &, (i = 1, ..., q) obsahuje
uzly u(" ., ul?. Cisla r; jsou dglitelna &tyfmi pro kazdé i = 1, ..., g. BudiZ n po&et

uzlﬁ mnoZiny. U; zfejmé n = Z r;. Pro kazdy uzel nyni zavedeme je§té druhé ozna-
i=1

&eni, a to tak, Ze uzel u{? ozna&ime v;, kde proj < rjf2jek =j + 3y ry proj >
B<i

>rf2je k=j+12n—-r, + Z r,,) Lze dokdzat, Ze je-li v, = u{?, v, = u{?,

pak k = j(mod2), k — k' =j — j (mod 4). Nyni sestrojujeme graf G ndsledujicim
zpisobem. Spojime hranou kazdé dva uzly s lichymi indexy u v. Ddle spojime pro
kaZdé sudé « uzel v, se viemi uzly, jejich? index u v je kongruentni s o« + 1 modulo 4.
Snadno bychom se¢' presv&d¢ili, Ze takto sestrojeny graf Ize isomorfnim zobrazenim
indukujicim permutaci p* p¥evést v jeho doplngk. Nyni definujeme zobrazeni f tak,
Ze pro k S n — 2 je f(v;) = vgs2s f(va-1) = vy, f(v,) = v,. Obsahuje-li nyni U
samodruZny uzel w permutace p*, pak provedeme vySe popsanou konstrukci pro
U = {w} a zliZeni p* na U = {w}. Pak spojime w se viemi uzly mnoZiny U = {w},
které maji lichy index u v. Uzel w bude potam samodruZnym uzlem i ve zobrazeni f.
Tim je hledany graf sestrojen.
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Pe3ome

PA3JIOXKEHHUE I'PA®A B U3OMOP®HBLIE IIOATPADDI

BOI'IAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JInbepen

B 370ii cTaTbe BBenEHO NOHATHE R,-rpada; aTo rpad G, KOTOPBIH MOXHO pa3jo-
XKMTh B ABa M30MOpP(DHBIX Ipyr Xpyry moarpada G, u G,, Kaxaslii U3 KOTOPBIX
COJIEPXUT BCe BepLIMHBI rpada G U KOTOpble He MMeroT obummx pebep. B mepsoit
4acTH ONKMCcaHO nocrpoeHue R,-rpada npu 3aganHoM MHoxecTBe U BEPILIMH M NpPH
3aIaHHOI €ero nepecTaHoBKe, MOPOXACHHON H30MOpPPHBIM oToOpaxenueM G, B G,.
3aTeM [0Ka3aHa Teopema:

Ecau 3a0anv: namypaavHole uucaa m, nu m uemno,m < nf2(n — 1), mo cywecmsyem
R,-2pag ¢ n eepwunamu u m pebpamu.

Bo BTOpOIi yacTu onucanbl cBoiictBa R,-rpada. n3oMop(hHOro ero JOMOJIHEHHIO.
Ioka3aHbl ClieIyIOIEe TEOPEMBL:

R,-2pag, uzomopgnvlii co ceoum oonoanenuem, umeem 8k uau 8k + 1 sepwiun,
20e k - HamypaavHoe uucao.

Ecau 3a0ano muoxncecmso eéepwiun U ¢ 8k uau 8k + 1 saemenmamu u nHa nHem ne-
pecmanoeKa p* maxas, umo HUCAO0 GePUIUH KANCO020 ee YuKaad deaumo Ha uembvipe,
3a ucKkaloueHuem, no 0O0avweil Mepe, 00HO20 YUKAQ, 00pA308AHHO20 HENOOBUNCHOI
eepuiunoti, mo cywecmeyem R,-epagp G, uzomopdueiii co ceoum OonoaHeHuem,
MHOMCECMBOM 6epuiun Komopozo seisemcsi U u nepecmanoska p* noposcoena
uzomopdrvim omobpancenuem g 2paga G na G.

Summary

DECOMPOSITION OF A GRAPH INTO ISOMORPHIC SUBGRAPHS

BOHDAN ZELINKA, Liberec

In this article the term of R,-graph is introduced; that is the graph G, which is
decomposable into two subgraphs G, and G, isomorphic to one another such that
each of them contains all vertices of the graph G and which have no common edges.
In the first paragraph one describes a construction of an R,-graph with a given vertex
set U and a given permutation p of it generated by the isomorphic mapping of G,
onto G,. Then a theorem is proved:

Given natural numbers m,n and m being even, m < nf2(n — 1), an R,-graph
with n vertices and m edges exists.
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In the second paragraph the properties of the R,-graph isomorphic with its
complement are described. Following theorems are proved:

An R,-graph isomorphic with its complement has 8k or 8k + 1 vertices, where k
is a positive integer. 4

Given a vertex set U with 8k or 8k + 1 elements and a permutation p* on it such
that the number of vertices of each of its cycles is divisible by four, except at most
one cycle generated by a fixed vertex, an R,-graph G isomorphic with its comple-
ment exists, such that its vertex set is U and the permutation p* is generated by the
isomorphic mapping g of the graph G onto G.
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