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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 85 (1950), Praha

0 JEDNE SPEKTRALNI ULOZE A O DIRICHLETOVE ULOZE
PRO VLNOVOU ROVNICI

R. DENCGEV, Moskva

(Doslo dne 14. kvétna 1959)

V préci je poddn prehled souéasného stavu bddéni o Dirichletové
tloze pro hyperbolickou rovnici.

Pii vySetfovani dlohy o malych kmitech kapaliny v rotujici nddobé dospél
S. L. Sororev [1] k této tdloze:
Jest nalézti funkei @ proménnych z, y, z, £, kterd je YeSenim rovnice

' o2 o

a spliiuje hraniéni podminku @|g = 0, kde S je hranice néjaké oblasti £2, a poda-
teéni podminky
' oD
¢[t-o = To(x, Y, z) ’ —8_t = l(x: Y, Z) .
i=0

JestliZe v (1) separujeme proménné, dojdeme k této spektralni dloze:
Nalézti ty hodnoty 4, pro néZ ma rovnice
>y

nenulovi ¥eSeni, rovnd nule na hranici. Jinak fedeno jest vySetfiti spektrum

operitoru
*u(&,m, )
@) Lu=4 1—5;_fff0(x Y2 6n,0) —=— o dédydl.

Zde @ je Greenova funkce oblasti £2 pro Laplacetv operdtor. Na spektru tohoto
operatoru zdvisi, budou-li feSeni rovnice skoroperiodické nebo nikoliv. Rovnict

(2) 1ze zapsat ve tvaru
A %
7 Tam T (1 + ) =0.

146




Ly . . (y o 1
Je zfejmé, Ze tato rovnice md nenulové Fefeni s u/S = 0 pouze, je-lil + 7 < 0,

tj. tloha je pievedena na problém jednoznaénosti FeSeni Dirichletovy tlohy pro
vilnovou rovnici.

Dirichletovou lohou pro rovnici pro chvéni struny se zabyvali nékte¥r{ autori
jiz d¥ive. Charakter tlohy, jak na to upozornil jiz HapamarD [2], [3], [4], [5],
je zcela odlisny od prislusné dlohy v eliptickém p¥ipadé. Obecné je tloha ne-
korektni. Piid¢inu toho lze objasniti takto: Zkoumejme rovnici

o
(4) ox oy -

Necht ABCD je obdéInik se stranami rovnobéznymi s charakteristikami této
rovnice # = const, ¥ = const. Pak 1ze snadno nahlédnout, %e hodnoty funkce
u(, y), spliujici (4), jsou ve vrcholech rovnobéznika svazédny vztahem
(5) % 4+ Uc = Ug + Up .

Odtud je vidét toto: Lze-li do vySetfované oblasti vepsat charakteristické
étyidhelniky, nemohou byt hodnoty funkce na hranici libovolné, nybrz musi
byt svazdny vztahy typu (5). Nap¥. v kruhu (obr. 1) uréuji hodnoty funkce
na tiech obloucich PQ, QR, RS jeji hodnoty na &tvrtém oblouku PS.

Z toho je vidét, Ze Dirichletova tloha pro rovnici pro chvéni struny nemusi
mit, vidycky FeSeni. Na druhé strané je snadno vidét, Ze FeSeni této tlohy,
existuje-li, neni vidy jednoznadéné. Napi. funkce 22 + y2 — 1 == 0 spliiuje (4)
na kruhu 22 4+ 92 < 1 a je rovna nule na jeho hranici.

Vysetfujme libovolnou uzavienou oblast, jejiz
hranici protne kazda pfimka rovnobéZné s osou x P
nebo s osou y nejvySe ve dvou bodech. Body, B \ A
v nichZz  nebo y dosahuji maxima nebo minima,
nazyvame jejimi vrcholy (obr. 2).

Snadno se nahlédne, jak ukézal A. HUBER [6], g
ze Dirichletova tloha neni obecné YeSitelnd, ma-li
oblast pouze dva nebo tii vrcholy (obr. 2b, c),
nebot hodnoty funkce na jedné &asti hranice ur-

¢uif jejf hodnoty na druhé hsti. ¢ b
Detailngji je vySetten obdélmik v [7], [8], [15], R
[16]. Zastavime se u ného podrobné&ji pro jedno- Obr. 1.

duchost a charakteristiénost tohoto p¥ipadu.
V [7] vySetiuji autori rovnici
2w *u
© T
v obdélniku se stranami rovnobéZznymi s osami x a y. Na strandch obdélnika
jsou ddny hraniéni funkce rovnajici se nule ve vrcholech obdélnika. Oznaéme o
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pomér stran obdélnika. ReSeni Dirichletovy tlohy je jednoznaing urdeno
prévé tehdy, je-li « iraciondlni. Je-li « iraciondlni, existuje feSeni pro vSechny
dostatetnd hladké hrani¢ni funkece, jestlize « nelze ,,piili§ dob¥e‘* aproximovat
pomoci raciondlnich &sel. Presnéji fedeno plati toto tvrzeni:

Existuji-li konstanty 4 a k (k celé &islo) tak, Ze pro libovoln cels éisla m a n
plati
A

nk+1

m
o — —|
n

(6%) >

potom pro libovolné hraniéni funkce t¥idy C*+* existuje jediné feSeni rovnice
(6), sphiujici hraniéni podminky a patiici do C2.

Obr. 2.

Presndjsi vysledky pro pfipad obdélnika pochézeji od D. Foxe a C. PuccHO
[8]. Uvedeme hlavni vysledky této prace:

Budeme vyXetfovat rovnici (6) v obdélniku R: 0 <2 =n, 0y S om
s hraniénimi podminkami

(7) u(0,y) =ulm,y) =0, 0=y =om;
u(x, 0) = p(x), ulr,on) =ypx), 0=z =m,

kde p(z) a yp(x) jsou funkce spojité v intervalu [0, #]. Viude v daliim budeme
predpokladat, Ze ¢ a y jsou prodlouZeny na celou redlnou osu jakoZto liché
periodické funkce s periodou 2z. Klasickym fefenim budeme nazyvat funkei
z (%, kterd splituje (6) a (7). Funkeci, ktera je limitou posloupnosti klasickych
TeSeni stejnomérné konvergujici na R, budeme nazyvat zobecnénym feSenim.

Je-li & raciondlni, x = g, (p, 9) = 1,1) lze lehce ovétit, Ze funkce

(8) sinngrsinngy, n=12,...

vyhovuji (6) a jsou rovny nule na hranici. Re$eni homogenni Dirichletovy
tlohy budeme nazyvat vlastnimi funkcemi. V [8] je uk4zano, Ze viechny zobec-
néné vlastni funkce homogenni Dirichletovy tlohy jsou tvaru

w(x, y) = 3B + y) — E(x — )],

1) (p, 9) =1 jako obvykle znamend, Ze celd &isla p, ¢ jsou nesouddlnd (pozn. piekl.)-
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2
kde Z je libovolna spojitd sudé funkce s periodou E—n . V8echny tyto vlastni

funkce jsou liché, periodické v z a y s periodou %ﬂ a jsou rovny nule na kazdé

vs nw nw . , . z
piimece z = —q— ay= —é- ,m=20,1,. . Klasické vlastni funkce homogenni
Dirichletovy tlohy jsou linedrnimi kombinacemi funkei (8).

Existence vlastnich funkei pro raciondlni « ukazuje, Ze Dirichletova tloha
mé v tomto piipadé nekoneéné mnoho Fefeni, ma-li viibec néjaké. Je viak zaji-

2 v ¥ VX 7 s . vz 7 nrw nw
mave, ze vSechna tato resenl jsou si rovna na prlmkach r = — Yy =—

3 >

q
nebot se na téchto p¥imkéach viechny vlastni funkce rovnaji nule. Tedy i pro

raciondlni « mame jakousi jednoznaénost. Refeni je jednoznadné urdeno na
mnozing, kterd se pro ¢ — oo stava hustou v R. Existuje tedy, lze-li se tak vy-
jadiit, spojity pfechod od nejednoznaénosti v racionalnim piipadé k jedno-
znadnosti v piipadé iraciondlniho «.

Zabyvejme se otazkou existence: Pro racionalni « bude FeSeni existovat, jak
1ze odekavat vzhledem k nejednoznaénosti, budou-li hrani¢ni podminky vy-

hovovat jistym vztah@m, svého druhu ortogondlnosti k vlastnim funkeim.
Jsou-li

(9) p) ~ > a,sinnz, ya) ~> A,snnw
n=1 n=1

Fourierovy rozvoje funkef ¢ a v, plati véta:

Jsou-li ¢ a y funkece s konednou variaci t¥idy 0(0’352) a jestlize koeficientj
jejich Fourierovych rozvoja (9) vyhovuji vztahtm a,,= (— 1) 4,, n=

=1, 2, ..., potom existuje zobecnéné fefeni a je ddno vzorcem
(10) . P .
© @, sinn|=x —y| + 4, sin ny c_c
u(x, y) = 1 sin nx 4 Z @y 008 kqt sin kqx .
. np
Nn=0 sin — k=1
nzq, 2q, ..

Za udéinénych predpokladd o funkeich ¢(z), y(x) Yady Xla,|, Z|4.,] konver-
guji. Viz [21], str. 136 a 131.

Pro iraciondlni « plati existenéni véta, kterd je v jistém smyslu zostfenim
Bourgin-Duffinovy véty [7]. Necht « je iraciondlni &islo typu Jy.1.°) & celé a
0 < 1 < 1. Jestlie hranitni funkce @, v pat¥i do C%*), 1* > A, potom exis-

2) fe O(s3) znamend, Ze f mé s spojitych derivact a Ze f(s) je Holderovskd s exponen-
tem 4.
3) Rikdme, Ze iraciondln{ &islo « je typu J,, je-li 7 supremum kladnych éisel w, pro néz

lim A |sin 2hna| = 0 (h celé &islo).
——how

149



tuje zobecndné YeSeni Dirichletovy tlohy.t) Le¥i-li ¢, v O®+5%) potom
existuje klasické FeSeni. V obou pripadech je feSeni ddno vzorcem

(11) wz,y) = sin nx ,

i &, sin n(ow — y) + A, sin ny .

sin nax
Na=l

kde a, a 4, jsou definovany v (9). Jsou-li hraniéni funkce dostateénd hladké,
bude Fefeni existovat pro skoro v8echna « (skoro viechna ve smyslu teorie
miry).

Na primkach » = nam, y = nom, n = 1, 2, ... je FeSeni Dirichletovy tlohy
déno vzorci

n-1 n-1
(12)  u(z, now) =j20w[x + (27 + 1 — n) an] ——jZlov[x + (2§ — n) an] ,
n=12 ...,
n-1 n-1
u(no, y) = Zw[zH— (2 4+ 1 — n) o] — Zq)[y+ (2§ — m) an]
n=20,12,...

Vzhledem k periodiénosti u(x, y) davaji vzorce (12) hodnoty » na mmnoZing
husté v R.

V [8] je provedeno zajimavé vySetfovani zdvislosti feSeni na hraniénich pod-
minkéch ¢ a y a na &sle «. Na jednoduchych p¥ikladech lze ukézat, Ze dloha
je nekorektnf jak vzhledem k hrani¢nim podminkim ¢ a o, tak i vzhledem k «.
Libovolné malou zménou hraniénich podminek 1ze docilit libovolng velké zmény
YeSeni a tlohu, kterd m4 YeSeni, 1ze libovolné malou zménou « pfevést v tlohu,
kterd YeSeni nema. |

Tato situace pfipomind, jak bylo ukézano Hadamardem tlohu Cauchyho pro
eliptickou rovnici.

AvSak v naSem piipadé plati jisté specifické skuteénosti: Jakmile YeSeni .
existuje, i kdyZ neni jednoznadné, existuje podmnoZina obdélnika R, na niZ

4) Tato formulace neni spravnd. Spravné znéni je:
Necht « je iraciondln{ &fslo, které neni typu Jy, ., & celé, atd. Snadno se zjisti, Ze &islo «

je typu J,, pravs tehdy, existuje-li posloupnost celych p,, g, tak, Ze loc ——% ) = o(gz""")

(srovnej nerovnost (6%)). "
K omylu doslo v préci [8] tim, Ze auto¥i se opiraji o nesprévné znéni jednoho vysledku
Hardy a Littlewooda, které uvédi Koksma v Diophantische Approximationen, Springer
-]

1

1916, Berlin, kap. 9, § 2, str. 108: Rada z _—
, ni+e|sin |

konverguje pro kazdé « typu
Nl

Jp e>0, 921,

Hardy a Littlewood (Abh. math. Semin. Hamburg, Univ. I (1922)), dokédzali, Ze uvedens
¥ada konverguje, Jesthze o neni typu J,.

Poznamenejme, ze podle zndmé Chmemovy véty (viz Koksma, kap. III, § 5, véta 37,
nre,bo kagd V, §3, véta 17) plati: Je-li # > 1, pak skoro vSechna &isla nejsou typu J,-
(Pozn. red.)
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je FeSeni definovino jednoznadng, a na této mnoZing plati spojitd zdvislost na
okrajovych podminkach.

Budiz « pevné zvoleno a oznaéme R, y mnozinu bodd z R leZicich na p¥im-
kich v = nam, y = nom, » = 1, 2, ..., N a na piimkdach, jeZ z nich vzniknou

©
posunutim o celistvy ndsobek 2z. BudiZ R, = U R, . Na kaZzdé pfimce z R, je
N=1
fefeni ddno vyrazy (12) jakoZto koneénd linedrni kombinace funkei ¢ a y a za-
visi tedy na nich spojité v kazdém bod& mnoZiny R,, kters je hustd v R, je-li
iraciondlni. Zavislost je vSak stejnomérnd pouze na kazdém R, y, tj. existuje
konstanta Cy tak, Ze
lu] < Cy(max |p| + max [p]) v Ry

Pro pevné zvolené okrajové podminky ¢ a y zévisi FeSeni, existuje-li, v R,
spojité na « v tomto smyslu:

Necht «; a &, jsou dvé hodnoty « a u, a u, p¥isluiné jim Fefeni. Potom

[%y (2, Noeyt) — Uo(x, Notymw)| < Dploey — o], n=1,2,...

|y (noeyrm, y) — ug(noegm, 8)] < Dylog — o], n=1,2,...,
kde Dy je konstanta, zavisici na IV a na modulech spojitosti ¢ a .
Z téchto vysledki plyne, %e FeSeni zavisi spojité na okrajovych podminkach
a na « na jisté podmnozing R, a znadme-li tedy piiblizné ¢, v, &, miZeme FeSeni
vypoditat s danou presnosti na libovolné jemné siti v R.

Je-li & priori zndmo, Ze YeSeni mé prvni derivace, omezené konstantou L,
dostaneme v jistém smyslu korektnost v celém obdélniku R. Pfesnéji, oznaéme
I'p t¥idu Yedeni, jeZ maji skoro v&ude prvni derivace omezené v absolutni hod-
noté konstantou L. Oznaéme déle

Il = max f@)),

kde f(z) je funkce spojita v [0, z].
Potom plati véty:

Je-li o = ]1’ (p, @) = 1, potom pro funkce w(xz, y)zI}, ptislu§né hraniénim
podminkim g, p, &, plati
e, 01 S gl + ) + =
Je-li & iracionalni, existuje funkce F,(4), definovand pro 6 > 0, tak, Ze

lim F(3) = F(0) = 0, 0<F,8) <Ln
50

a Ze kazd4 funkee u z I'y, p¥isluSejici hraniénim podminkim ¢, ¥, &, spliiuje v R
nerovnost
lu(z, 1) = Fo(llell + lll) - »
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V t¥{d8 Iy, zaVisi YeSeni v jistém smyslu spojité i na «. Plat tyto véty:
Necht u;(z, ¥) (¢ = 1, 2) jsou dvé funkee z I', pFislusejici ¢;, v;, o; (1 = 1, 2).

Je-li o, = —2, plati nerovnost

(2, ) — Ua(@, 1)) < q(lpr — @al] + 92 — wall + Lioy — o) + ’—;"— .

Necht ¢, 7, o* jsou kladng &fsla a ¢*(z), p*(z) funkee spojité na [0, z]. Necht
I'* je podmnoZina I';, sestgvajici z feSeni Dirichletovy tlohy pro dand «, @, v,
vyhovujici nerovnostem

o —o* <7, llog—¢*l=c, llp—9p*l=e.

Existuje-li v intervalu [a* — 7, a* + 7] raciondlni &islo & = g, (p,q) =1,

I
— -15 7dé & %k
g=1+ [V y P Lr] , )vpotom pro kazdé dvé funkce u,, u,, v I'™* plati

Uy (x, t) — uy(®, t)| < 3)/Ln(2Lt + 4e) .
Tim kondime vySetfovani Dirichletovy tdlohy pro obdélnik.

Piipad libovolné oblasti ohranidené uzavienou kiivkou C, kterou kazdi
rovnobézka s osou z nebo y protne nejvySe ve dvoubodech, vySetfoval pro rov-
nici (4) F. Jorx [9]. Zakladnim rysem jeho vySetfovani je t&snd souvislost mezi
Dirichletovou lohou pro rovnici (4) a topologickymi vlastnostmi nékterych
transformaci C do sebe. VySetiuje se tato transformace 7' (obr. 3):

Z libovolného bodu P kiivky vedme jednu z charakteristik. Jeji praseéik s C
budiz AP. Z AP vedme druhou z charakteristik a jeji priseéik s ¢ budiz TP.

Vysetiujeme posloupnost boda P, TP, T?P, ... Chovani Dirichletovy tulohy
z4visi na tom, jak jsou tyto body rozloZeny na kiivce C.

Jak zndmo, je feSeni Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici v dané oblasti-
tésné svazano s teorii konformniho zobrazeni. Ponévadz je Laplaceova rovnice
invariantni viéi konformnimu zobrazeni;, lze Dirichletovu tlohu pro danou
oblast ptevést pomoci konformniho zobrazeni na touz dlohu pro kruh. Pro kruh
Ize jiz Glohu Fesit pomoci Fourierovych fad nebo Poissonovym vzorcem. Po-
dobné je Dirichletova loha pro rovnici pro chvéni struny tésné svdzana se
zobrazenimi neménicimi rovnici (4), coZ jsou zobrazeni tvaru

(13) o' =fx), ¥ =9@¥)-

K tomu, aby bylo moZno na sebe zobrazit dvé kfivky takovou transformaci, je
nutno, aby jim p¥islusné 7-transformace byly topologicky ekvivalentni.

5111 [r] jako obvykle znamend nejvétsi celé ¢islo, jez nenf vétsi nez redlné éislo r. (Pozn.
prekl.) :
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Hlavni vysledek F. JorNA je tento:

Kazds Jordanova kiivka konvexni vzhledem k x a y°) patii do jedné ze dvou
t¥id, jez jsou charakterisovany takto:

Ktivka C patif do prvni tiidy, lze-li ji rozdélit na dva oblouky C, a C, tak,
Ze hodnoty u na kiivee C, uréuji jiz jednoznaéné hodnoty na C;. MnoZina hra-
niénich podminek, pro né% mé Dirichletova tloha YfeSeni, neni ani ,hustd‘.

Ktivky C druhé tiidy jsou ty k¥ivky, pro néz je po-
sloupnost P, TP, T?P, ... husta na C pro v8echny body
P kiivky C. Kazdou takovou kiivku C' lze spojitym
zobrazenim tvaru (13) pfevést na obdélnik s iraciondlnim 4o
pomérem stran «, pfi demZ strany sviraji s osou z dhel
45° resp. 135°. 'V tomto ptipadé ptrejde Dirichletova
tloha pro vnittek C v touz ulohu pro obdélnik. Pomér «
je jednoznaéné urden C. « je invariant C pii zobrazeni
tvaru (13). p

K¥ivky druhé t¥idy s tym?% « lze na sebe zobrazit ho-
meomorfnim zobrazenim tvaru (13). Pro skoro v8echna
« je Dirichletova tloha fefitelna pro dostateéné hladké
okrajové podminky. Existuji v8ak specidlni hodnoty «, pro néz neni zarucéena.
existence feSeni ani pro analytické okrajové podminky.

Studium Dirichletovy tlohy pro rovnici pro chvéni struny je tedy v rovinném
pifpadé tésné spojeno s topologickymi vlastnostmi jistych transformaci kiivky
na sebe. Je zajimavé, Ze ke studiu takovych transformaci vedou i jiné matema-
tické problémy, napt. vysetfovani diferencidlnich rovnic na toru a jiné. V sou-~
vislosti s tim studovali takové transformace PoiNcarf a Dexsoy [10], [11].

Vratme se k dloze S. L. Soboleva. Jak jsme vidéli, jde o vySetfovani spektra.
operatoru (3).

Rovinny ptipad byl studovin P. A. ALEXANDRIANEM [12], [13], [14], ktery
ukézal, Ze charakter spektra tohoto operdtoru zavisi na oblasti Q2 a sestrojil
oblast, pro niz je spektrum spojité.

Vygsetrovani spektra tohoto operatoru lze ptivést na vySetfovani jednoznad-
nosti Dirichletovy tlohy pro vinovou rovnici. Obracend, zname-li spektrum
tohoto operdtoru, ziskdme jisté poznatky o Dirichletové tloze, takze vySetio-
vani spektra tohoto operatoru davé urdity piistup k vySetfovani Dirichletovy
dlohy.

Vicerozmérny piipad vySetfoval autor [17], [18], ktery dokdzal diskretnost.
spektra v téchto dvou piipadech: !

Obr. 3.

1. 2 je libovolny elipsoid,
2. Q je valec s povrikami rovnobéZnymi s osou 2, jehoZ podstavou je libo-
volnd oblast v roviné z, y.

6) Jordanova k¥ivka je konvexni vzhledem k z a y, jestliZe ji kazdd piimka, rovnobézn4.
S osou z resp. ¥, protind nejvyse ve dvou bodech. (Pozn. prekl.)
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Oznatme W prostor funkei, které maji zobecnéné derivace integrovatelné
s kvadrétem. Zavedme v ném skaldrni soudin

du ov oucv | ouw |
g 3 §
Plati véta:
Pro oblasti 1 a 2 existuje spoletnd mnozina Cisel A, a odpovidajicich jem funket
oz, Y, 2), vyhovujicich podminkdm
%0y,

W——dea,c:O (k=1,2,...), O’k/S=0.

Systém funkci E, sestdvajict ze véech oy, a z c(x) = 1, je Uplny a ortogondini ve
W,

Je-li Q elipsoid, jsou o, polynomy. Je-li oblast kvddr s hranami a, b, ¢, lze
vlastnt hodnoty i viasint funkce explicitné vypolist; platt

mz
P
14) fam = _m
ATETE
a
Lk Il . omm
(15) ok,,n:sm?:vsm-z—ysmTz.

V tomto p¥ipadé je systém vlastnich funkei ortogonalni i v L, a spektrum se
sklddd z husté mnoZiny vlastnich hodnot, z nichZ kazd4d ma nekonednou na-
sobnost.

Pro oblasti 1 a 2 1ze dostat vysledky, tykajici se jednoznadénosti a existence
Dirichletovy tlohy.

Vysetiujme rovnici

*u o*u o%u

(16) i i fx.y, 2)

s okrajovymi podminkami
(17) ufS=0.

Potom pro jednoznadnost feSeni rovnice (16) s okrajovou podminkou (17) je
nutné a stadi, aby bylo 4, == 3.
Pokud jde o existenci Fedeni, predpokladejme, Ze f e WS, a oznatme

P39 = [z — 0 /e, &
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Potom Fe W a F lze rozvést ve Fourierovu fadu piislusnou k funkeim
b

systému Z, konvergujici v W
F = F 0 + ZF kdk .

2
Konverguje-li fada Z _ i mé rovnice (16) FfeSeni v W, splitujici (17).

2’
=
A

Je-li 2 kvadr, dostaneme tyto véty:
Nutnd a postatujici podminka, aby existovala funkce z WL, splitujict (16) o
2 2 2
(17) v kvddru o hrandch a, b, ¢, je, aby rovnice ”0—7'2— - % — é; = 0 neméla fesent
v celych islech.
V tomto piipadé jsou vlastni funkce ortogondlni i v L,. Funkei f(z,y, 2)
muZeme rozvinout v fadu v L, a dostaneme:

Necht fe Ly a 3 frumOum je jejt Fourierova tada piisludnd k funkcim (15).
klm

JestliZe rada

Konvergugje, md rovnice (16) Fedent v WP, spliiujict (17).

Specidlné dostaneme, Ze dloha je Fesitelnd, je-li f(x, y,t) (p + 2)-krdte spojité
diferencovatelnd funkce a existuje-li konstanta A tak, Ze pro vdechna dostatetné
velkd k, 1, m plati

(18) ¢ a2 P

kde N = max (k, I, m) a p je celé &islo. ‘

Je-lt p = 4, plati (18) pro skoro vsechna a, b, ¢, takée pro fe C?*2 md rovnice
(16) fedent pro skoro vdechny kvddry.

Podobnymi vahami lze vySetfovat i jiné ultrahyperbolické rovnice v p¥i-
sludnych oblastech.

Nakonec poznamenejme, Ze pro rovnici pro chvéni struny byly vysetioviny
i jiné okrajové tlohy [19], [20]. ’

m? k2 2 A

>'-ZW,

Literatura

{11 C. JI. Coboacs: O6 omuOR HOBOM 3amage MareMaTmieckoir Pmamrnm. UAH, 18 (1954), 1,
3—50.

{2] J. Hadamard: On some topics connected with linear partial differential equations.
Proc. Benar. Math. Soc., 3 (1921) 39 —48.

155



(3] J. Hadamard: Equations aux dérivées partielles. Les conditions definies en général.
— Le cas hyperbolique. Enseignement Math., 35 (1936), 5—42.

(4] J. Hadamard: Le probléme de Dirichlet pour les équations hyperboliques. J. Chinese
Math. Soec., 2 (1937), 6—20.

[56] J. Hadamard: On the Dirichlet problem for the hyperbolic case. Proc. Nat. Acad.
Sci. USA, 28 (1942), 258—263.

[6] 4. Huber: Die erste Randwertaufgabe fiir geschlossene Bereiche bei der Gleichung

0%z

ox

(7] D. G. Bourgin, R. Duffin: The Dirichlet problem for the vibrating string equation.
Bull. Amer. Math. Soc., 45 (1939), 851—858.

(8] D. Foz, C. Pucci: The Dirichlet Problem for the wawe equation. Annali Mat. Puro
Appl., serie IV, t. XLVI (1958), 155—182.

[9] F. John: The Dirichlet problem for a hyperbolic equation. Amer. J. Math., 63 (1941),
141—154.

[10] H. Poincaré: Sur les courbes définies par les équations différentielles. Journ. de Math.
pures et appliquées, 4° série, 1, 167—244, chap. XV. (Oeuvres de Henri Poincaré,
Tome I, 137—158.)

[11] A. Denjoy: Courbes définies par les équations différentielles & la surface du tore.
Journ. de Math. pures et appl., 11 (1932), 4, 333—375.

[12] P. Asercandpan: Oucceprammsa, MI'V, Mocksa, 1949.

[13] P. Auxexcandparn: O6 omrolt samave CoboseBa A CHENUANLHOTO YPABHEHHA ¢ YACTHE-
MA DPOHWBBOAHBIME YerBepToro nmopanka. JAH CCCP, 73, (1950), 4, 631—634.

[14] P. Asercandparn: O 3agaue [Jupmxile [ ypaBHEeHHA CTPYHLL B O IOJIHOTE OXBOM CHCTe~
Mu ¢pyEKnmi B kpyre. JAH CCCP, 73 (1950), 5, 869—872.

[15] H. H. Bazxarnusa: Oucceprammsa MI'Y, Mocksa 1958.

[16] H. H. Bazanusa: O 3amade [mpmxiae pnsa ypasHeHHS Kodebamua crpymnl. Coolm.
Axan. mayx I'pys. CCP, 21 (1958), 2, 131—138.

[17] P. Jenuee: O cmexTpe ommoro ouneparopa. JAH CCCP, 726 (1959), 2, 259—262.

[18] P. Heruee: O 3apadue dmpmxie aia BonEOBOro ypasHerma. JAH CCCP 127 (1959), 3,
501—504.

[19] C. JI. Coboaes: IIpamep KOPPEKTHOM KpaeBod 3a1adud 1A ypaBHERNA Koslebammi cTpy-
HEl ¢ JABHKIME Ha Bce# rpaEmne. JAH CCCP, 109 (1956), 4, 707—1709.

[20] H. H. Bazarus: O6 ofgBO# KpaeBoi 3afade ¢ 3aflaHNeM Ha Beell TpamEmue Ayisa ramepbo-
JIM9ecKOH CHCTEMEl, SKBHBAJIEHTHOX ypaBHeHmI0 KojxeGamma crpymn. JAH CCCP,
116 (1957), 6, 906—909.

[21] A. Zygmund.: Trigonometrical series, Warszawa 1935.

= f(z, y). Monatsh. Math. Phys., 39 (1932), 79—100.

Peswowme

OB OJIHO CIIEKTPAJIbHON 3ATAYE U 3AJAYE TUPUXJIE
IIJIA BOJTHOBOTO YPABHEHUA

P. JEHYEB, Mocksa
B pa6ore maercs 0630p ceemenuit o 3agage Jupmxie pus runepbonmdgecKoro
ypaBEenusa. Haxk w3BecTHO, HOCTAaHOBKA OTOH B3ajadm He SABJIAETCA KO-

ppextrol. Tem He MeHee, NIA YAacTHHX CiIydYaeB OB JOKasaH DA O4eHb
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IHTePecHHIX TeopeM O CYMeCTBOBAHMM, ONHO3HAYHOCTY ¥ HEIPEPHIBHOH 3aBH-
CEMOCTH 0T KpaeBsIX ycioBmil. Crefyer o6paruTs BHIMaHHe HA TO, 9T0 B CIYyIae
IJIOCKOR 3ajadé STH BOIPOCH! CBFB3AHBL ¢ PA3NMYHLEIMHA pasfejaMy MaTeMaTH-
KM, HAIp., ¢ BompocaM# AHOPAHTOBCKWX NIPHOIMIKEHWH MPpaNHOHAJIbHBIX
YHCeJ, ¢ M3yIeHHeM HEKOTOPHX TONOJOTHYECKHX OTOOpaskeHmH IIIOCKEX
KpHBHX Ha ce0d, K KOTODHM IDUBOIUT HcclefgoBaHme AudQepeHmUaIbHBX
VpaBHEHHA Ha TOpe W T. I

CoGcrBeHHBIE DPe3yIBTATH aBTOPA KAacaloTCA HPOCTPAHCTBEHHBIX 00JacTei
CcIequanpHOro THHa. IIpm momomu MeromoB QYHKIHOHAIBHOIO aHAJIM3a ATBO-
POM MCCIeNyeTca 3[ech CIeKTP HEKOTOPOT'O OIeparopa, o CBOMCTBAM KOTOPOTO
MOKHO CYIHTBH O CBOMCTBAX NaHHOH KPaeBOH 3ajau.

Résumé

SUR UN PROBLEME SPECTRAL ET SUR LE PROBLEME
DE DIRICHLET POUR L’EQUATION DES ONDES

R. DENCGEV, Moscou

L’article contient une revue du probléme de Dirichlet pour 1’équation hyper-
bolique. Ce probléme n’a pas été posé correctement, on a cependant démontré
toute une série de théorémes intéressants sur I'existence, I’unicité de la solution
et sur sa dépendence continue des conditions aux limites. Il est remarquable
que dans le cas du plan ces questions-la sont en connexion avec de diverses
disciplines mathématiques, p. ex. avec les problémes des approximations dio-
phantines des nombres irrationnels, avec 1’étude de certaines applications topo-
logiques de courbes planes sur elles-mémes, & laquelle on est conduit par la
considération des équations différentielles sur le tore, ete.

Les résultats originaux de l'auteur cocernent des domaines dans ’espace,
assez spéciaux, bien entendu. Il envisage, & ’aide des méthodes de I’analyse
fonctionnelle, le spectre d’un certain opérateur, dont les propriétés permettent
alors de juger sur les propriétés du probléme aux limites donné.
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