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Casopls pro pistovani matematiky, rod. 78 (195)

PRACE D. A. MENSOVA O TRIGONOMETRICKYCH RADACH
N. K. BARI a L. A. LIUSTERNIK.

(Rusky originél vysel v &asopise Uspéchi matem. nauk, sv. VI, sed. 4
(1951), str. 187 a% 189.)

Nejznamenitéjdimi pracemi v theorii trigonometrickych ¥ad, které
vznikly v poslednim desitileti, byly prdce D. E. Men&ova, jejichZ cyklus
byl v r. 1951 vyznamenéan Stalinovou cenou.

O starsich pracich D. E. MenSova bylo pojedndno v dasopise Uspéchi
matématiteskich nauk v jubilejnim &ldénku p¥i pifleZitosti 25letého piso-
beni D. E. Menfova na moskevské universitd!) a v specidlnf stati, véno-
vané problému jednoznaénosti rozvoje v trigonometrickou fadu.?)

Theorii trigonometrickych fad bylo v prvnf &tvrting tohoto stoleti
vénovéno mnoho vynikajicich praci. Potom viak pfislo delif obdobi, kdy
8e vyznamné price neobjewovaly a zdélo se, Ze tento obor matematiky je
vyderpédn. Novy vyvoj pfinesly posledni prace D. E. Men&ova, v kterych
byly Gplné vyfeSeny problémy, poloZené pted 30 lety, které se zddly ne-
dostupné v soudasné etapd rozvoje theorie. V r. 1940 D. E. MenSov doké-
zal, Ze ke kaZdé méfitelné a skoro viude konedné funkei existuje trigono-
metrickd Fada, konvergujicf skoro viude k této funkci. Tento vysledek
znamend dosaZenf cile, k nému¥ se pfibliZila na pf. véta N.N. Luzina:
ke kazdé méfitelné funkei, konené skoro viude, existuje trigonometricks
fada, séitatelnd k této funkci skoro viude methodou Riemannovou
a Poissonovou.

Tato véta, dokdzand r. 1915, byla svého ¢asu jednfm z podstatnych
Gspécht v theorii trigonometrickych fad. .

Ditkaz zminéné véty D. E. Men&ova spodivé na jednom neméns dile-
%itém a pozoruhodném vysledku téhoZ autora: dokdzal totiZ, Ze libovol-
nou métitelnou funkei 1ze zménit na mno#ing libovolnd malé miry tak, e
vznikne spojitd funkce, jejiz Fourierova fada konverguje stejnomérnd na
celé realné ose. Tento sdm o sobd pozoruhodny vysledek byl v dalsim
jeitd zpfesnén D. E. Menkovem. Podotkndme, e ndsledkem vlastnostf
C?) stadf provésti zménu u spojitych funkef (misto méfitelnych). V pi-

1) Ycnexm mareMaTHuecKEX Hayk IT (1947), Bum. 6 (22).
) Vcnexn maremarndecux Hayk IV (1949), sum. 3 (31).
3) Jde o tuto vlastnost (Luzin): Vynechdme-li ¢ definiénfho oboru métitelné
funkee vhodnou mnotinu libovolnd malé miry, bude funkee na zbytku definidntho
oboru spojité. — Pozn. red.
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vodni konstrukei zdvisela mnoZina, na které se providdéla zména, na po-
vaze vySetfované funkce. V nové konstrukei D. E. Menfova tato mnoZina
z4visf pouze na pfedepsané mife a na modulu spojitosti vySetfované
funkce.4)

Konedné dokéazal D. E. MenS8ov, %e neni moZno tuto mnoZinu voliti
nezdvisle téZ na modulu spojitosti.

JestliZe viak ponékud oslabime pfedpoklady, poZadované na funkei,
miZeme doséhnouti mnohem vice volnosti ve vybéru vysetfované mno-
#iny. Pfesnéji: je-li f(x) jakékoliv funkce integrovatelnd ¥ (—m,n) (ve
smyslu Lebesguové) a je-li P jakdkoliv Hdkd dokonald mnoZina, je
mozZno zménit funkei f(z) mimo mnoZinu P tak, %e funkce y(z), kterou
takto obdriime, je integrovatelnd a mé Fourierovu fadu skoro viude
konvergentni.

Vratme se k otdzce vyjadieni funkece trigonometrickou fadou. Mlu-
vili jsme jiZ o tom, %e kaZzdou funkci méfitelnou a konednou skoro véude
lze, jak ukdzal D. E. Menfov, vyjadtiti trigonometrickou fadou, kterd
k nf konverguje skoro viude. D. E. MenSov si vytyéil cfl, objasnit, co lze
Hei v obecném pfipads, kdy se pfedpoklddd pouze méfitelnost funkece,
pfipousti se viak, %e nabyvd nekonetnych hodnot na mnoZiné kladné
miry. Tato otdzka je patrné spojena s velkymi obtiZemi. P¥i nejmensim se
v tomto problému séitaci methoda Riemannova a Poissonova chovajf
zcela riizn®; nebof jednak plyne ze spoletné préce N. N. Luzina a J. J.
Privalova, Ze existuje trigonometrickd fada, séitatelnd methodou Pois-
sonovou skoro vdude k +00, jednak z vysledkd Ju. B. Germejera plyne,
%e trigonometrickd fada nemtize byti séitatelnd methodou Riemannovou
k + 00 na mnoZiné kladné miry.

Jak je tomu, pokud se tyde obydejné konvergence, jo dosud ne-
zndmo.

Proto se D. E. Mensov rozhodl studovat, co 1ze ¥ci o asymptotické
konvergenci,5) & dostal tento konedny vysledek: Ke kaZdé méfitelnd
funkei f(x), skoro viude konedné nebo rovné +co nebo — o0 na mno#ind
kladné miry, existuje trigonometricka fada s koeficienty konvergujicimi
k nule, kterd konverguje asymptotioky k f(z) v {(—=x, n}.

Specidln® miiZeme sestrojiti trigonometrickou i‘adu, konvergujici
asymptoticky k 400 v (—a, ). Déle, D. E. Mensov si postavil cil se-
strojiti trigonometrickou fadu s pfedepsanym limsup a liminf &4stednych
souttd.

Dokézal toto: Jsou-li F(x), G(x) dvé méfitelné funkee, je-li F(r) <

" 4) Vlaetnd na odhadu shora pro modul spojitosti. Modul spojitosti funkce £, spo-

j.iw v {a, b), je funkce w, definovanéd pro 8 > 0 rovniof .
o) = Mu M) — fy)]-
XL 2 )
ls—yl=
N ) Pozn. red.

‘) Cxomocws no nepe. Pozn. red.
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< G(x) skoro v8ude v {—,x) a jsou-li budto obd funkce koneéné skoro
viude, nebo je-li G(x) = — o0, F(z) = + o0 skorqvéude, potom existuje
takovd trigonometrickd fada, Ze skoro viude je
liminf8,(z) = G(x), limsupS,(z) = F(z) !
n—>w n—->w
(kde 8, (x) je soudet prvnich n ¢lent fady).

Tato véta mé jiz neobylejné obecny charakter. Dosta.neme ji jako
disledek nésledujici velmi pozoruhodné véty, tykajici se jiZ fad Fourier-
Lebesguovych:

Je-lip(r) = 0 méfitelnd funkee (kterd miiZe nabyvati i hodnoty + oo
na mnoziné kladné miry), potom existuje integrovatelnd funkce f(z) tak,

ze liminf 8,(z) = f(z) — (),
limsupS,(z) = f(x) + @(x)

skoro viude v {—m, ) (S,(x) znadi dstetné soutty Fourierovy fady
funkee f(x)).

- Tento vysledek D. E. Mensova je zostfenim zndmého pi¥ikladu A. N.
Kolmogorova, v ném? je sestrojena Fourierova fada skoro viude diver-
gentnf.

Z ostatnich vysledkii D. E. Menfova, tykajicich se konvergence
a divergence trigonometrickych fad, pfipomenme tyto: Jak zndmo, se-
strojil N. N. Luzin r. 1911 prvni piiklad trigonometrické fady, jejiz
koeficienty konverguji k nule a kterd diverguje skoro viude. D. E. Men-
Sov podstatné doplnil tento vysledek, sestrojiv trigonometrickou ¥adu
s koeficienty konvergujicimi k nule, u které kaZd4 vybrand posloupnost
tastednych soudtd diverguje skoro viude.

Dokézal také, %e kaidou trigonometrickou fadu lze vyjddfiti jako
soudet dvou ,,universdlnich* fad, t. j. takovych, které majf tuto vlastnost:
Ke kaZdé méfitelné funkci existuje vybrand posloupnost &istednych
soudtf, konvergujicf skoro véude k této funkei.

D. E. Men#&ov podrobil prohloubenému studiu Founerovy fady spo-
jitych funkef. Bylo zndmo, Ze tyto fady mohou divergovati i v nespo-
detné mmnozing bodi; aviak viechny fady tohoto typu mély stejno- -
mérné konvergujici vybranou posloupnost ¢dsteénych souéti. D. E. Men-
Sov dokézal, Ze existuji spojité funkce, v jejichz Fourierové fadé kazdd
vybrand posloupnost édsteénych soudth diverguje aspoii ¥ jednom bods;
pfes to viak lze kaZdou spojitou funkei vyjédfiti soudtem dvou spojitych
funkcf tak, %e Fourierova fada kaZdého z obou sditancii obsahuje stejno-
mérné konvergentni vybranou posloupnost &dstednych soudti.

Price D. E. Menfova o trigonometrickych fadédch jsou diistojnym
. dovrienim pracovniho zaméferf moskevské Ekoly nauky o funkeich,
které bylo zahdjeno pfed 40 lety proslulymi pracemi N. N. Luzina.

Prelo#il V. Jarnik, Praha,
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