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éasopis pro péstovani matematiky, ro&. 89 (1964), Praha

UBER EINEN SPEZIELLEN TYPUS DER LINEAREN
GLEICHUNGEN IM HILBERTSCHEN RAUME

Ivo MAREK, Praha
(Eingegangen den 17. Oktober 1962)

Im Hilbertschen Raume Z der auf einer begrenzten Teilmenge des Eukli-
dischen Raumes quadratisch integrabeln Vektorfunktionen wird die Glei-
chung Lx = Bx + ACx + s untersucht, wo L, B, C lineare Operatoren sind,
die ihre Definitionsbereiche 2(L), 2(B), 2(C) in Z abbilden. Es werden die
hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines positiven Eigenwertes und
eines positiven Eigenvektors und die Bedingungen fiir die Losbarkeit der un-
homogenen Gleichung sowie der adjungierten Gleichung angegeben.

1. Formulation der Aufgabe. Es sei U eine offene zusammenhingende Teilmenge
des reellen Euklidischen Raumes £, (I = 1). Unter dem Begriff des Masses wird das
Lebesguesche Mass auf der Punktmenge % verstanden. Es sei & = £,(%) x ... x
x Z,(¥) (m-mal) der Raum der auf ¥ quadratisch integrabeln (im Lebesgueschen
Sinne) komplexen Vektorfunktionen mit dem inneren Produkt

(L1) (x, 7) =j=§1 ) ) dr

WO X = (X1, .0 Xp)s ¥ = (V15> ¥y) und y[r) den komplex konjugierten Wert
bedeutet. Durch diese Skalarproduktdefinition wird Z zu einem Hilbertschen Raume.

Mit dem Symbol [Z] werden wir den Banachschen Raum der stetigen linearen
Abbildungen des Raumes £ in sich mit der Norm

ITI = sup |TxIl, Te[Z],

lixll=1
bezeichnen.
Im Raume & werden wir die lineare Gleichung
(1.2) Lx = Bx + ACx + s

untersuchen, wo L, B, C lineare Operatoren sind, die die Definitionsbereiche 2(L),
9(B), 2(C) in Z abbilden (weitere Voraussetzungen iiber diese Operatoren werden wir
noch angeben), und wo s ein Vektor aus dem Raume & und x die gesuchte Losung ist.
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Gleichzeitig mit der Gleichung (1.2) werden wir die adjungierte Gleichung
(1.3) L*x* = B*x* + ]1C*x* + s*

betrachten, wo L*, B*, C* die adjungierten Operatoren zu L, B, C sind.
Hinsichtlich der Operatoren L, B, C machen wir die Voraussetzung, dass ihre Defi-
nitionsbereiche 2(L), 2(B), 2(C) dicht in & liegen und dass

(1.4) 2(C) > 2(B) > 9(L)

gilt. Ausserdem setzen wir voraus, dass zum Operator L — B der begrenzte inverse
Operator (L — B)™* ((L — B)™! € [Z]) existiert.

Unser Ziel ist, die Bedingungen anzufiihren, die die Existenz der Losungen der Glei-
chungen (1 2) und (1.3) und der dazugehorigen homogenen Gleichungen

(1.52) Lx = Bx + ACx,
(1.5b) L*x* = Bx* + IC*x*

sichern. Die angefithrten Bedingungen fiir die Existenz der Losungen der homogenen
Gleichungen (1.5) sind haufig erfiillt im Falle einiger Typen von Differentialgleichun-
gen der mathematischen Physik. Als Beispiel fiihren wir ein System von Differential-
gleichungen an, das die Neutronenverteilung in einem Kernreaktor im Rahmen der
Mehrgruppendiffusionsndherung beschreibt [1], [6], [7].

Fiir die Konstruktion der Losungen der Gleichungen (1.2) und (1.3) bzw. (1.5)
schlagen wir einige Iterationsprozesse vor, die im Falle der erwdhnten Systeme von
Diffussionsgleichungen als Prozesse der Quelleniteration bekannt sind [6], S. 46,
[11] S. 265—275.

2. Fundamentaler Hilfsatz. Es sei 4 < & der Kegel der nichtnegativen Vektor-
funktionen auf 9. Bekanntlich [4] nennt man den Operator Te [%] o -positiv, wenn
Tx € A fiir jeden Vektor x € . Im Raume & kann man mit Hilfe des Kegels o die
Halbordnung einfiihren. Man definiere [4]

(2.1) ' x<yey—xeX (yrxey—xeX).

Das Symbol x > 0, wo @ der Nullvektor des Raumes & ist, bedeutet, dass fiir x =
= (X1, ---» Xm), X{(r) 2 O fast iiberall im ¥ gilt. Ausser der in (2.1) definierten Halb-
ordnung werden wir die folgende Halbordnung beniitzen. Fiir x = (xy, ..., X,,)s
¥ = (¥1, ---» ¥m) definieren wir

(2.2) x<Ky<ex{r)Sy(r),j=1,...,m, fastiiberallim ¥,
wobei die scharfe Ungleichung fiir wenigstens einen Index j, auf einer Teilmenge vom
positiven Mass gilt. Aus x < y folgt offenbar die Beziechung x < y.

Fiir x = (xy, ..., X,,) Wird mit dem Symbol |x| der Vektor mit den Koordinaten
x4, - «., |x,.] bezeichnet, wo

(@3) bejt (r) = xi(r)l = xAr) exp {— i arg x(r)}
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Offenbar |x|e o und x < |x| fiir jeden reellen Vektor x € Z. Wenn ausserdem
arg x(r) = = fast iiberall im ¥ gilt, so ist x < |x|. Im folgenden werden wir anstatt

xy(r) exp {—iarg x,(r)}, ..., x,(r) exp {—iarg x,(r)},
kurz x(r) exp {—iarg x(r)} oder x exp {—iargx} schreiben.

Definition 1. ¢ -positiver Operator T wird absolut X -positiv genannt, wenn es
gilt: o
() Zu jedem e > O und fiir jeden Vektor x € A, x + ( existiert ein solches natiir-
liches N = N(x), dass die Menge der Nullpunkte des Vektors T"x das Mass kleiner
als ¢ fiir allen = N hat.

(B) Fiir jeden Vektor x € Z, fiir welchen in einer Menge des positiven Masses ent-
weder

(2.42) arg x(r) * ¢;
mindestens fiir einen Index, wo c;, j = 1,..., m, von r unabhdngige Konstanten
sind, oder

(2.4b) i F G
mindestens fiir zwei Indexe j + k, gilt
(2.5) IT¥| < T¥|x| fir N = N(|x|).

Beispiel. Esseim =1,d. h. & = ,5/2(2[). Operator T 'sei ein Integraloperator mit
dem messbaren begrenzten Kern #(r, r'), der auf & x U fast iiberall nichtnegativ ist.
Der Operator T ist offenbar o -positiv. Dabei braucht er jedoch kein absolut £ -posi-
tiver Operator zu sein. Wenn aber fiir jedes ¢ > 0 ein solches natiirliches M existieren
wird, dass die n-te Iteration des Kernes #(r, ') die Eigenschaft haben wird, dass die
Nullpunkte der Funktion #(r, ') = [o £~ (r, ¥") (r", ¥') dr’ fiir fast alle r € ¥ eine
Menge mit dem Masse kleiner als ¢ fiir n = M bilden, dénn wird T ein absolut
A -positiver Operator sein.

Definition 2. Ein Operator T e [.?Z”] wird Operator Radon-Nikolski genannt,
wenn T = U + V, wo U ein kompakter Operator ist, der & in sich abbildet, Ve [%Z]
und dabei gilt

(2.6) nT)> V),

wo r(A) den Spektralradius des Operators A € [%] bedeutet.

Mit dem Symbol ¥ (T) ([14], S. 292) bezeichnen wir die Klasse solcher komplexen
Funktionen f, fiir welche gilt: (1) Der Definitionsbereich A( f) ist eine offene Teil-
menge der komplexen Zahlebene, die das Spektrum o(T’) enthdlt und deren Komple-
ment kompakt ist. (2) f hat die Ableitung in 4(f) und f(2) ist beschrénkt fiir || — oco.

Von grundlegender Bedeutung fiir die weitere Untersuchung ist der folgende Hilf-
satz:

Hilfsatz 1. Setzen wir voraus, dass T ein absolut A -positiver Operator ist und
feU(T) existiert so, dass f(T)=U + V ein Operator Radon-Nikolski und
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|f(A)| > (V) fiir |Al = r(T)ist. Dann hat der Operator T einen positiven dominanten
Eigenwert p,, der ein einfacher Pol der Resolvente R(A, T) = (AI — T)~? ist. Der
entsprechende Eigenvektor x, (|xoll = 1) ist positiv fast iiberall im % und ist der
einzige im A liegende Eigenvektor des Operators T. Dem Eigenwert u, entspricht
ein Eigenvektor x§ des adjungierten Operators T*, der fast iiberall im U positiv
ist und ausser xg (|x3ll = 1) liegt im A" kein anderer Eigenvektor des Operators T*.
Es gelten also folgende Beziehungen

(2-7) Txo = poXo> T*Xg = poXs, Al <po, 2% <po

fiir Ae o(T), A # po; A* € o(T*), A*= po, wobei 6(A) das Spektrum des linearen O pe-
rators A bedeutet.

Beweis. Nach dem Satze 3.2 [10] existiert ein po € o(T) und x, € K, xg € A, S0
dass

(2.8) Txo = poXo, T*xg = poxg, A =po, [2* = p
fiir A € o(T), 1* € o(T*) gilt. Aus (2.8) folgt die Giiltigkeit der Gleichungen

(2.9) T"xo = poxo, T*"xy = ppxg

fiir jedes natiirliche n.

Wir werden beweisen, dass x,, fast iiberall im ¥ positiv ist. Es sei & die Menge der
Nullpunkte der Vektorfunktion x,, d. h. die Menge der Punkte, in denen alle Kompo-
nenten des betrachteten Vektors gleich Null sind. Das Mass der Menge & ist offenbar
endlich. Aus (2.8) folgt, dass fiir r € & yo(r) = 0ist (yo = T"x,). Fiir geniigend grosse
n ist das Mass der Menge der Nullpunkte der Funktion T"x, kleiner als eine im voraus
gewdhlte positive Zahl. Die Menge & muss also eine Nullmenge (Menge vom Mass
Null) sein und der Vektor x, ist also positiv fast iiberall im %.

Es sei I' =« % und yJ die charakteristische Funktion der Menge I'. Setzen wir
xr = (xf> ---» X7)- Es sei x € &, x + 0. Nach Voraussetzung gilt

(2.10) (T"%r X) > 0

fiir jede von einer Nullmenge verschiedene Teilmenge I' = Y und fiir geniigend
grosse n. Es sei & die Menge der Nullpunkte des Vektors xj. Das Mass der Menge
< ist gleich Null, denn widrigenfalls

0 = (x> T*'x5) = (T"Xg, Xo)

fiir alle n, was mit (2.10) im Widerspruch steht. Es ist also x§ ein positiver Vektor fast
iiberall im .

Wir werden beweisen, dass u, ein dominanter Punkt des Spektrums des Operators
T und also auch des Operators T* ist. Setzen wir voraus, dass ein v € a(T) existiert, so
dass [v] = p,. Es ist nicht moglich, dass v & u,. Es sei im Gegenteil

Txy =vxy, X3 F0, v+py,
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so dass TVx, = v"x,. Es gelten offenbar die Beziehungen

(2.11) plxs] = 1TV, < TV|xyl,
#g(lxﬂ, x*) =< (TNlel, x*) = llg(lxll, X*) , X*ed .

Aus diesen Relationen folgern wir, dass fast iiberall im ¥

(2.12) [TVx4]] () = w5 1xal (7)

gilt. Vektor |x,| ist ein Eigenvektor des Operators T, der zum Eigenwert ) gehorig
ist. Nach dem schon Bewiesenen ist |x,| positiv fast iiberall im Y. Setzen wir |x,| =

= (Ix11]s -+ o [X1ml)s %11 (r) = %1 (r) exp {—i arg x,(r)}, so dass
(2.13) [TVIx,1] (r) = b x4(r) exp {—i arg x,(r)} = ‘%exp {—iargxy(r)} [T"x,](r).

gilt. Da der Operator T absolut J -positiv ist, so folgt daraus, dass arg x; j(r) = konst
fir re®, j =1, ..., m, was bedeutet, dass ein passendes Mehrfaches des Vektors x,
im A liegt. Ohne die Allgemeinheit zu verletzen, kann man also voraussetzen, dass
schon der Vektor x; selbst im J" liegt.

Wire der Punkt y, nicht der einfache Pol der Resolvente R(4, T), so wiirde der zum
Eigenwert u, gehorige und zum Eigenvektor x; des Operators T* senkrechte Eigen-
vektor x, des Operators T existieren. Nach der schon bewiesenen Behauptung sind
aber diese Vektoren fast iiberall im % nichtnegativ, so dass die Gleichheit (x,, x3) = 0
ausgeschlossen ist. Dadurch wird bewiesen, dass p, ein einfacher Pol der Resolvente
R(2, T) ist. Ahnlich beweist man, dass y, ein einfacher Pol der Resolvente R(4, T*) ist.

Nun werden wir beweisen, dass im Kegel o~ kein anderer von den Vektoren der
Form cx, verschiedener Eigenvektor des Operators T liegt, wo ¢ eine positive Kon-
stante ist. Wir haben schon bewiesen, dass im Falle, dass der Eigenvektor y, des Ope-
rators Tim X liegt, yo fast iiberall im ¥ positiv ist. Der Vektor y, € K, yo + ¢x,
kann nicht zum Wert p, gehoren. Es sei also Ty, = v{Yg, Yo € K, 0 < v, < p,. Nach
dem Satz 1 im [8] existiert der Grenzwertoperator B = lim p5"T*" und es gilt [14],
S. 299

(2.14) . Bixg=x3, (B)*yo=29.

Aus (2.14) folgt die Giiltigkeit der Gleichungen (yo, x3) = ((BT)* yo, x3) = 0. Diese
Gleichungen stehen aber im Widerspruch mit der Positivitdt der Vektoren yq, xg
fast iiberall im Y.

Ahnlich kann man beweisen, dass im Kegel # kein anderer von den Vektoren der
Form c*xj verschiedener Eigenvektor des Operators T* liegt, wo c* eine positive
Konstante ist. Somit sind alle Behauptungen des Hilfsatzes bewiesen.

Bemerkung. Essei Y’ = Y ein Teilgebiet des Gebietes Y. Weiter sei ™ der Kegel
der fast iiberall im U’ nichtnegativen und fast iiberall im % — U’ identisch verschwin-
denden Funktionen.
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Es gelte: (oc') Zu jedem e > 0 und fiir jedes x € A", x + ) existiert ein natiirliches
N = N(x), so dass das Mass der Menge der Nullpunkte der Vektorfunktion T"x
in Y’ kleiner als ¢ fiir allen = N ist.(yY)Es sei T < A", d. h. Txe A" fiir xe .

Eine Analogie zum Hilfsatz 1 kann man in folgender Form aussprechen:

Hilfsatz 1. Es sei Te [%] ein Operator, der die Bedingungen ('), (B), (y) erfiillt.
Setzen wir voraus, dass fe U (T) existiert, so dass f(T) = U + V ein Operator
Radon-Nikolski ist und |f(2)| > r(V) fiir |A] = (T). Dann existiert ein positiver
dominanter Eigenwert yu, des Operators T und dieser Wert ist ein einfacher Poi
der Resolvente R(A, T) und R(A, T*). Zum Eigenwert u, gehort ein Eigenvektor
x, € A des Operators T und ein Eigenvektor xg e A des Operators T*. Beide
Vektoren x,, x§ sind positiv fast iiberall im U, und ausser den Vektoren der Form
cxy, c*¥xy, WO ¢, c* positive Konstanten sind, liegen im A keine anderen Eigenvek-
toren der Operatoren T, T*.

Den Beweis dieser Behauptung kann man fast wortlich wie den Beweis des Hilf-
satzes 1 durchfiihren und wir werden ihn also nicht wiederholen.

Es seien

o0

(2.15) R(A4T) =3 (2 — po)f T + (2 — po)™* By,

k=0
R(2, T*) =X po) W + (4 — po)™* Cy

die Laurentschen Entwicklungen der Resolventen R(4, T) R(4, T*) der Operatoren
T, T* in einer Umgebung der isolierten Singularitit p,. Es ist bekannt, [14], S. 305,
dass T,e[Z], Wie[Z] und
: :
(2.16) B, =— | RL T, ¢ =--| RGTHan,
2ni J g, 2ni J g,

wo €, eine Kreislinie mit dem Mittelpunkt im p, und mit solchem Radius g, ist,
dass im Kreise |A — po| < 0, ausser p, kein anderer Puqkt des Spektrums cr(T)
und o(T*) liegt. '

Satz 1. Ist T ein solcher absolut A -positiver Operator und dass f(T) = U + V
fiir eine Funktion f € % (T), fiir welche |f(2)| > r(V) fiir |A| = r(T) ein Operator
Radon-Nikolski ist, so sind auch die Operatoren (2.16) absolut A -positiv.

Beweis. Nach dem Satz 1 in [8] ist in der Norm des Raumes [%]

By =lim p;"T", C; = lim py"T*",

n—*oo n— w0

woraus augenblicklich die Behauptung des Satzes folgt.
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Bemerkung. Es ist klar, wie eine Analogie zum Satz 1 fiir den Fall des in der vori-
gen Bemerkung definierten Kegels o zu formulieren ist, und wir werden sie also nicht
anfiihren. Auch im folgenden werden wir die analogischen Sitze nicht ausgesprochen
anfiihren.

3. Die Existenz des charakteristischen Wertes. In diesem Teil werden wir die Er-
gebnisse des vorigen Absatzes fiir die Untersuchung der Existenz von Eigenvektoren -
und charakteristischen Werten der Gleichung (1.5) anwenden.

Setzen wir voraus, dass einer von den- Operatoren

(3.1) T=C(L-B)!, T=(L-B)"'C

absolut J -positiv ist und dass fe % (T) existiert, fiir welche ' f(T)=U + Vein
Operator Radon-Nikolski ist und |f(4)| > (V) fiir |4] = #(T). Wir stellen leicht fest,
dass der zugehorige adjungierte Operator

(3.2) T* = (L* — B¥)™! C*, T* = C*L* — B¥)"!

auch absolut ¢ -positiv ist.

Nach dem Hilfsatz 1 existiert ein dominanter positiver Eigenwert x, und ein fast
iiberall im U positiver Eigenvektor x, € A" des Operators T, sowie ein fast iiberall
im ¥ positiver Eigenvektor x§ e " des Operators T*, so dass (2.7) gilt.

Essei T= C(L— B)™! und py 'Tx, = x,. Setzen wir y, = (L — B)™! x,, so dass
(L= B)yo =xo =o' C(L— B)™" xo = pig 'Cyo = 2¢Cyo. Unter der Voraus-
setzung, dass (L— B)™' A" < A, ist yo € A, das heisst y,, ist fast iiberall im U ein
nichtnegativer Vektor.

Ahnlich sei T* = (I* — B*)™! C* and p5 'T*x§ = xp, so dass (L* — B¥)xg =
= pg *C*xpund A, = pg ' ein charakteristischer Wert der Gleichungen (1.5) ist.

Fiir den Fall, dass die Operatoren T = (L— B)™' C, T* = C*(L* — B¥)™! den
héher angefiihrten Bedingungen geniigen, kann man die Beweise dhnlich durchfiihren.
Somit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 2. Es sei T=(L— B)™! C, (T = C(L— B)™") ein absolut A -positiver und
ein solcher Operator, dass f(T) = U + V fiir eine Funktion fe %, (T), fiir wel-
che |f(2)| > r(V) fiir |A| = r(T), ein Operator Radon-Nikolski ist. Es soll der Ope-
rator (L— B)™' den Kegel A in sich abbilden. Dann existiert ein und nur ein
Eigenvektor yoe A (|lyol = 1) der Gleichung (1.5a). Dieser Eigenvektor gehirt
zum positiven charakteristischen Wert Ay, der zugleich der kleinste charakteristi-
sche Wert der Gleichung (1.5a) ist d. h.

(3.3) (Al > 4o

fiir jeden anderen charakteristischen Wert A der Gleichung (I.Sa). Weiter existiert ein
und nur ein Eigenvektor yy (|ys| = 1) der adjungierten Gleichung (1.5b), der
zu demselben charakteristischen Wert gehort.
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Wenn unter den Voraussetzungen des Satzes 2 f(1) = A im Kreise || < 2u, und
f(2) = 0 fiir [4] > 2p, ist, kann man die Losbarkeitsbedingungen der unhomogenen
Gleichungen (1.2) und (1.3) fiir |A] < 1/r(V) erhalten. In diesem Falle gilt [12], [3],
S. 472 fiir die Operatorengleichung

(3.4) : x—ATx =s

die Fredholmsche Alternative fiir diejenigen A, fiir welche
(3:5) _ A < —

ist. Es gilt also der folgende

Satz 3. Es sei |A| < Ao- Dann unter der Voraussetzung, dass einer von den Ope-
ratoren (3.1) ein absolut A -positiver Operator Radon-Nikolski ist, existiert eine und
nur eine Losung x der Gleichung (1.2) und eine und nur eine Losung x* der Gleichung
(1.3), wobei s, s* beliebige Vektoren in & sind. Fiir A, fiir welche

1
(3.6) )<

ist, existiert eine Lésung x der Gleichung (1.2) bzw. eine Losung x* der Gleichung
(1.3) genau dann, wenn

(3.7) (s,x*) =0, (s*,x) =0

fiir jede nichttriviale Losung x* bzw. x der Gleichung (1.5b) bzw. (1.5a).

Beweis. Der Satz 3 ist eine Folgerung der Giiltigkeit der Fredholmschen Alterna-
tive fiir die angefiihrten A. Man muss nur die Ldsbarkeitsbedingungen (3.7) be-
weisen. Um jede Unklarheit zu vermeiden, wollen wir den Fall der Operatoren T =
= C(L— B)™%, T* = (L* — B*)~! C* untersuchen. Es ist bekannt, [12], [3], S. 472,
dass die Gleichung

(3-9) u— ATu =z (u* — IT*u* = z%)

fiir A, fir welche [A| < [#(V)]™*, genau dann 16sbar ist, wenn (z, y*) = 0, ((z*, y) =
= 0) fiir jede Losung y* (y) der Gleichung

(3.9) y E—IAT*y* =0 (y — ATy =0).

Es ist klar, dass unter unseren Bedingungen die Gleichung (1.2) ((1.3)) genau dann
Iosbar ist, wenn die Gleichung (3.8) Idsbar ist, wobei z = C(L — B)™!s, (z* =
= (L* — B*)™! s*). Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit

162



der Gleichung (3.8) ist, dass der Vektor z (z*) zu jeder Losung y* (¥) der homogenen
Gleichung (3.9) senkrecht steht. Es ist also (denn y* = x*)

0= (z.3%) = (C(L— B) 5, 3%) = (5. T**) = 27'(5, x¥),

was die Bedingung (3.7) ergibt. Dabei haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass
2 # 0ist. Im Falle A = 0 ist aber die Bedingung (3.7) trivial.

Die Losbarkeitsbedingungen (3.7) fiir die adjungierte Gleichung, sowie die ent-
sprechenden Bedingungen fiir den Fall der Operatoren (L — B)™! C, C*(L* — B*)™!
kann man in analoger Weise erhalten.

4. Die Iterationsprozesse. Fiir die Konstruktion der Losung der Gleichungen (1.2),
(1.3), (1.5) kann man die Iterationsmethoden anwenden. Wir werden fiir die Kon-
struktion von Eigenvektoren und von charakteristischen Werten der erwihnten Glei-
chungen Iterationsprozesse angeben, die der formalen Seite nach sehr allgemein sind,
da sie viele bekannte in der Praxis angewandte Iterationsprozesse als Spezialfall ent-
halten. Hierher gehort auch die in der Reaktorphysik angewandte Methode der
Quelleniteration. Die Konvergenz des angefiihrten Typus von Iterationen ist eine
Folgerung der Existenz des minimalen charakteristischen Wertes der Gleichungen
(L5) ([8])-

Die Losung der unhomogenen Gleichungen (1.2), (1.3) kann man auch mit Hilfe
der Iterationen konstruieren. Ausser den Banachschen schrittweisen Ndherungen wer-
den wir noch andere Methoden anfiihren, die die Existenz des minimalen charak-
teristischen Wertes ausniitzen und im Grunde die Konvergenzbeschleunigungs-
methoden von Ljusternik fiir die iiblichen schrittweisen Niherungen sind [5], [9].

1. Betrachten wir zuerst den Fall des Operators T = C(L — B)~'. Die Losung der
homogenen Gleichungen (1.5) suchen wir mit Hilfe von Iterationen

(41) Lugy = Bug, + v®, u®* = Cug,y, ™D = 2,00 o = Cx(9;

(4_2) p* = C*u?;), LHy*@+1) — By xG+1) 4k , u(":,ﬂ) = A(*;)u*(nﬂ) R

“?0) = x*(®) ;
)
(4.3) l(n) - Z"l(u(n+1)) >
170
(44) 7z, = i)

(zo(u** D)

In diesen Formeln formen y,, z, die Folgen von stetigen Funktionalen, die im &
gleichmissig die Lipschitzsche Bedingung erfiillen und zum Funktional y" schwach
konvergieren. Setzen wir also voraus, dass die Ungleichungen

(4.5) a(x) = 7 < eallx — v, 1zi(x) = zZi(Y)| < eallx — yl]
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gelten, wo ¢,, ¢, Konstanten sind, die weder von n noch von x und y abhéingen. Weiter
mogen die Beziehungen

(4.6) yx) = ¥'(x), z(x) > ¥ (x)
fiir jeden Vektor x € & und hinsichtlich der Funktionale y;, z,, ¥’ die Beziehungen
(4.7) Vi(Ax) = A yi(x), zAx) = Az (x), y'(Ax) = A y'(x)

fiir jeden Vektor x € & und jede positive Zahl A gelten. Es moge eine Zahl 6 > 0 exis-
tieren, so dass

(4.8) [ya(x) = Y ()l + lzix) = Yl < es()n ™77
fiir jeden Vektor x € Z bei geniigend grossen n gilt.

Die Anfangsvektoren x(?). x*(©) fiir die Iterationen wihlen wir so, dass

(4.9) Bv® + 0
und

(4.10) Y (Byv®) + 0,
(4.11) Cix*® £ 9,
(4.12) y(Cyx*®) %0,

wo die Operatoren By, C, in (2.15) und (2.16) definiert sind. Es sei zuletzt

(4.13) yi(T@) =0, z(Tw) *0,
y(T*e* @) £ 0, z)(T*x*@) % 0
firn=0,1,...

Satz 4. Es sei T= C(L— B)™! ein solcher absolut Jf—posin:ver Operator, dass
f(T) = U + V fiir eine Funktion f € % ,(T), fiir welche |f(A)| > r(V) bei |A| = r(T)
ein Operator Radon-Nikolski ist. Es mogen die Voraussetzungen (4.5)—(4.13) er-
fiillt sein. Dann konvergieren die Folgen (4.3), (4.4) zu Ao, d. h. Ay — Ao, Ay = Ao .
und in der Norm des Raumes & g, — uq, gy —> Uy, wobei uq (ug) der Eigenvektor
der Gleichung (1.5a) ((1.5b)) ist, der zu dem im Satz 2 besprochenen charakteristi-
schen Wert i, gehort. '

Beweis. Auf Grund des Hilfsatzes 1 sind alle Voraussetzungen der Sitze 10 und 7
in der Arbeit [8] erfiillt, wovon die Behauptung folgt:

II. Fithren wir den Iterationsprozess fiir den Fall an, wenn der Operator T =
= (L — B)~! Cdie Bedingungen der absoluten 2 -Positivitit erfiillt. Dann suchen wir
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die Losung der homogenen Gleichungen (1.5) mit Hilfe der Iterationen

(4.14) U(n) = Cu(,,) > Lu("+1) = Bu(n+1) + U(n) ) U("+1) = ).(n), u("+1) N

0
u(0)=x( )’

(4.15)  L*ufy = B*uf,y + v*®@, u*0+D = Oy, px0HD = 8 k0T D

0 0
p¥0) — ¥kl )’

_ yrlx(u (n))
(4. 1 6) i(n) W >

|

PP y,’,(v*("))
(4-17) ).(”) - W .

Die Anfangsvektoren der Iterationen wihlen wir so, dass

(4.18) Bix® +0, Co*® £0,
(4.19) Y(Bx@) £ 0, y(Co*®) +0.
Weiter fordern wir, dass

(4.20) yi(T"x@) %0, z(Tx®) =*0,

y,’,(T*”v*(O)) *0, z,',(T*"v*(o)) *0
firn=20,1,... :

Satz 4. Es sei T = (L — B)™* C ein solcher absolut A -positiver Operator, dass
f(T) = U + Vfiir eine Funktion f € ¥ (T), fiir welche |f(2)| > (V) bei |4] = r(T)
ein Operator Radon-Nikolski ist. Es mdgen die Voraussetzungen (4.5) — (4.8)
und (4.18)—(4.20) erfiillt sein. Dann gilt fiir die Zahlenfolgen (4.16), (4.17) Ay = os
Aty = 2o und fiir die Folgen (4.14), (4.15) gilt in der Norm des Raumes & u, — u,
ugy = ug, wobei ug (uy) der Eigenvektor der Gleichung (1.52) ((1.5b)) ist, der zu dem
im Satz 2 besprochenen charakteristischen Wert 1, gehort.

Es seien s € &, s* € & beliebige Vektoren. Bei der Konstruktion der Losungen der
unhomogenen Gleichungen (1.2), (1.3) werden wir zwei Fille unterscheiden.

I. T= C(L— B)™*. Fiir 4, fiir welche

(4.21) Al < 4
gilt, kann man die Gleichungen (1.2), (1.3) mit Hilfe der Iterationen
1
(4‘22) Zp+1 = (z'(n)yn+1 - 2’yn) >
m —*
1
(4'23) z:‘+1 = ).*——I ('1:;)}":“ - Iy’(';,))
(m
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losen, in denen Ag,, A%y, durch die Formeln (4.3), (4.4) definiert sind, und Yy, Yu die
durch

(424) an+1 = Bxu+1 + j'yn + s, xoe-%, In = an:
(4.25) L*yiey = B*ypes + AC* S + 5%, yo =€ %

definierten schriftweisen Niherungen sind.

Satz 5. Es sei T= C(L— B)™* ein solcher absolut X -positiver Operator, dass
f(T) = U + V fiir eine Funktion f € ¥ (T), fiir welche | f(A)| > r(V) bei [A| = (T)
ein Operator Radon-Nikolski ist. Es mdge die Bedingung (4.21) erfiillt sein.
Dann gilt fiir die Folgen (4.24), (4.25)

(4.26) xw = xl L ey NlyF = x*| ¥, r> r(T) = r(T¥),

wobei x (x*) die einzige Losung der Gleichung (1.2) ((1.3)) ist; s, xo (s*, x3) sind
beliebige Vektoren und c, c* sind von n unabhdngig. Fiir die Folgen (4.22), (4.23)
gilt

(4.27) lza — xIl < v, llzg — x*[| < 5v",

wo cg, ¢ nicht von n abhdngen und v ist der Halbmesser eines Kreises mit dem
Mittelpunkt im Anfangspunkt, der ohne den Punkt y, o(T) (o(T*)) enthdlt, so dass
v < (7).

Beweis. Die Giiltigkeit der Beziehungen (4.26) folgt aus der Voraussetzung (4.21)
[13]. Die Giltigkeit von (4.27) ist durch die Existenz des dominanten Eigenwertes des
Operators T (T*) garantiert [9].

II. T=(L— B)~! C. Fiir 4, fiir welche (4.21) gilt, kann man die Lésungen der
Gleichungen (1.2), (1.3) mit Hilfe der Iterationen (4.22), (4.23) konstruieren, in denen
Amyy Ay it Hilfe der Formeln (4.16), (4.17) definiert sind und y,, y* durch die schritt-
weisen Naherungen folgendermassen definiert sind:

(428) Lyn+1 = Byn+1 + )Lcyn + 8, Yo = Xo ex >
(4.29) L¥xF, . = B*x¥., + IC*yF + s*, yr=C*), xpe%.

Satz 5'. Es sei T = (L— B)™! C ein solcher absolut X -positiver Operator, dass
f(T) = U + V fiir eine Funktion f € % (T), fiir welche |f(Z)| < r(V) bei [A| = r(T)
ein Operator Radon-Nikolski ist. Dann bleibt unter Voraussetzung (4.21) die
Behauptung des Satzes 5 giiltig, wo man die Folgen (4.24), (4.25) durch die ent-
sprechenden Folgen (4.28), (4.29) ersetzt.

Folgerung. Wihlen wir in den Formeln (4.24), (4.28) ((4.25), (4.29)) xo=(L—B)™* s
(x3 = (L* — B*¥)~* s¥), so erhalten wir die Iterationsfolge
*

Aen, " ax S
W1 = = E— Y1 + 2 Vs Wiy = = v+ ) Vi
Ay — A k=0 Moy — 4 k=0
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WO yi, Vi fiir den Fall T = C(L — B)™* durch die Formeln (4.24), (4.25) und fiir den
Fall T= (L — B)~* C durch die Formeln (4.28), (4.29) definiert sind.

5. Anwendungen. Als Beispiel zur Illustration der Anwendung der Ergebnisse der
vorangehenden Absitze filhren wir ein System von Differentialgleichungen fiir die
Neutronenflussverteilung in einem Kernreaktor in der Mehrgruppendiffusions-
ndherung an. Die erhaltenen Resultate iiber die Existenz der charakteristischen
Werte und Eigenvektoren sind meistens bekannt [2] und wir werden deshalb nicht bis
in die Einzelheiten gehen. Urspriinglich betreffen unsere Resultate besonders die Kon-
vergenz der angefiihrten Iterationsverfahren. Ein anderes Beispiel fiir die Anwendung
unserer Ergebnisse ist das System von Integro-Differentialgleichungen fiir den Neutro-
nentransport in der Mehrgruppennaherung der kinetischen Theorie. Die Beweise der
fundamentalen Existenzsétze fiir diesen Fall wurden noch nicht angegeben [6], S. 48.
Mit Hinsicht auf die Wichtigkeit dieses Problems werden wir den erwédhnten Fall in
einer Sonderarbeit behandeln.

Es sei G = 4, eine offene zusammenhingende Menge (das Reaktorgefiss) und so

beschaffen, dass G = C) G;, wo G; eine zusammenhéngende offene Menge ist und fiir
j=1

j # kist Gy = G; n G, die gemeinsame Grenze der Mengen G, G, (mit dem Streif
wird die topologische Abschliessung in der natiirlichen Topologie des Raumes %,
bezeichnet). Setzen wir voraus, dass die Grenze G des Gebietes G glatt ist (d. h. es
existiert die Normale). Es sei m die Anzahl der energetischen Gruppen von Neutronen
und dj, by, c; seien reelle Funktionen (Diﬁ'usionskonstanten). ‘Wir setzen voraus,
dass dj, b, c; stetige erste und zweite partielle Ableitungen fiir jede Komponente
Gy, 1 £ h £ p, haben. Bemerken wir, dass die erwdhnten Funktionen auf G
Unstetigkeiten haben.

Setzen wir ¥ = G. Es sei & < & das Lineal von Vektorfunktionen, die die folgen-
den Eigenschaften haben:

(a) Jede Koordinate x; des Vektors x = (xy, ..., X,,) hat beschrénkte und stetige
partielle Ableitungen zweiter Ordnung in jedem Teilgebiet Gy,

(b) Jede Komponente x; sowie die Komponente d; grad x; in der Richtung der
Normale ist stetig lings der Grenze G,,, was bedeutet, dass sie stetig in jedem Punkte
ist, der genau den zwei Teilgebieten G,, G,, h + s gemeinsam ist und in welchem die
gemeinsame Normale definiert ist.

(¢) Jede Komponente x; geniigt der Randbedingung

(5.1) xr) + o) a—anxj(r) —0 fir reé,

wo 0d/dn die Ableitung in Richtung der dusseren Normalen bedeutet und fiir die
Funktion «;

(5.2) ar)=0 fir reG, j=1,...,m
gilt.

b
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Fiir x € 2 definieren wir die Differentialoperatoren L; durch
(5.3) Lix; = —div (d;(r) grad x(r)) + o (r) x,(r) ,
(5.4) L= (3;L;)

wo & das Kroneckersche Delta ist. Es sei weiter B = (by), C = (cj).

Die physikalische Bedeutung der eingefiihrten Grossen und Operatoren werden wir
nicht erwihnen. Einzelheiten wird der Leser in der Arbeit [1] oder in der Mono-
graphie [6], S. 282290 finden.

Bemerken wir, dass

(5.5) bu(r)2 0, by(r)=0 fir k> j,
d{r) 2 d> 0 (d hingt von j und r nicht ab),
ci(r)2 0.

Es seien Fj, = G die folgendermass definierten Mengen
ij={rEG’ka(r)+Cjk(r)>0} flir J*k.

Wir werden voraussetzen, dass fiir jedes Paar j, k, 1 < j, k £ m, eine endliche Folge
von solchen Indizes j = o, 3, ..., ®;—y = k existiert, dass das Lebesguesche Mass:
der Mengen Fy 4, fiir f = o, B+l=o0,,,h=0,...,t— 2 positiv ist. Nament-
lich setzen wir voraus, dass ¢in(r) % 0 ist. v

Mit Hinsicht auf die Existenz von Nullpunkten der Funktionen c; werden wir
wihrend unserer Untersuchung mit dem Kegel der in U nichtnegativen Funktionen
nicht ausreichen und wir sehen uns gezwungen, die Untersuchung mit dem Kegel 2"
der in Y’ nichtnegativen Funktionen durchzufiihren, wo

QI' = U[G— Qj],
=t

wo .
Q;={reGlcy(r)=0fir k=1,...,m)}

(siehe die Bemerkung zum Hilfsatz 1 und den Hilfsatz 1).

Man kann beweisen, dass der Operator L symmetrisch und positiv definit ist. Weiter
kann man beweisen, dass zum Operator L der inverse Operator L™ ! existiert. Der Ope-
rator L™! ist durch die Integralkerne bestimmt, die die zu den Differentialoperatoren
L;, j=1,...,m, gehorigen Greenschen Funktionen G j(r, r') sind. Die erwahnten
Greenschen Funktionen sind infolge der positiven Definitheit der Operatoren L;in U
nichtnegativ und es gilt G{(r, r') = G{r',r) > 0fiir re G, ¥ € G,.r' + r. Durch die
analytischen Eigenschaften der Greenschen Funktionen ist die Kompaktheit des
Operators L™ ! gesichert. Eine leichte Folgerung der Kompaktheit des Operators L™ *
ist die Kompaktheit des Operators (L — B)™, unter Voraussetzung seiner Existenz.
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Wenn es uns gelingt zu beweisen, dass der Operator C(L — B)~! den Voraussetzun-
gen des Hilfsatzes 1’ geniigt, so werden wir die Ergebnisse der Absitze 1 —4 auf un-
seren Fall des Systems von Gleichungen in der Mehrgruppendiffusionsniherung an-
wenden konnen. ' '

Der Operator T = C(L — B)~! ist kompakt und r(T) > 0; desto mehr ist er ein
Operator Radon-Nikolski, so dass man die im Hilfsatz 1" verlangte Funktion
f € U (T) leicht konstruieren kann (zum Beispiel (1) = A fiir [A] < 2r(T) und f(3) =
= 0 fiir || > 2r(T)). In der Arbeit [2] wird gezeigt, dass der Operator (L — B)™!
existiert und ein J -positiver Operator ist, und der Operator T = C(L — B)~*' durch
die Integralkerne der Form c;Hy, bestimmt ist, wo H, solche Funktionen sind, dass

Z th(r) Hhs r, r”) Csr(r”) Htk(r”, r/) dr" > 0

hs,t )6

fiir alle re Y, r' e Y gilt, weshalb der Operator T den Voraussetzungen des Hilf-
satzes 1" geniigt, was wir eben beweisen wollten.

Wir fiihren einige Ergebnisse an:

1. Es existiert ein positiver charakteristischer Wert Ay und zu diesem Wert gehort
die einzige, fast iiberall in U positive, Lésung des Systems

(5.72)  —div(d(r) grad x(r)) + a(r) x,(r) =k;ml [6a(r) + 2 cip(r)] xilr)

mit den Randbedingungen
(5.7) x(r) + afr) ai x[r)=0 fir reG.
n .

2. Fiir alle Punkte A, fiir welche |A] < Ao, hat das System'(5.7) nur triviale Losung.

3. Zur Konstruktion der Lésungen des Systems (5.7) kann man die im Absatz 4
angefiihrten Formeln anwenden. Wir werden einige von den meist beniitzten For-
meln anfiihren. Die Konvergenz dieser Prozesse wurde grdsstenteils nicht untersucht.
Bei den Verfahren, fiir welche die Konvergenz schon bewiesen worden ist, zitieren
wir die Arbeit, in der der Konvergenzbeweis angegeben wurde."

(4) | yi(x) = 7i() = ¥ (x) = Ix]
Die Konvergenz dieses Prozesses wurde in [2] bewiesen.
(B) vix) = z(x) = y'(x) = x(ro) ,
wo ro € U ein passend gewihlter fester Punkt ist. Der Konvergenzbeweis fiir diesen
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Fall wurde fiir den allgemeinen Fall des Reaktorgefdsses noch nicht angegeben; er
wurde nur fiir den Fall, wenn m = 1 G = Gy, [6], S. 90—94, durchgefiihrt.

(© ) = ) = ¥ = [ )T o
G
wo p ein fester Index ist und
L¥x*() — Bryxx() 4 k(1) s x* Qe K, x*¥©) £ 0

und x?;) — x*(')/(x*(’), x*(O))_

(D) . ) = 2469 = (5 T )

" T*nx*(0) n

Die Konvergenz der Prozesse (C) und (D) wurde hier offenbar zum erstenmal be-
wiesen.
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Vytah

O SPECIALNIM TYPU LINEARNICH ROVNIC
V HILBERTOVE PROSTORU

Ivo MAREK, Praha

V praci se vySetfuji rovnice

(1.2) Lx = Bx + ACx + s,

(1.3) L*x* = B*x* + 1C*x* + s*,

kde L, B, C jsou linearni, obecné neohranicené, operatory zobrazujici pfislusné defi-
niéni obory 9(L) = 2(B) = 2(C) do %, kde & = %, x ... x %,, nadi kartézsky
soucin m prostord ; = & 2(%),j = 1, ..., m, funkci integrovatelnych se &tvercem na
oblasti % = &%, (#, — l-rozmé&rny eukleidovsky prostor) a L*, B*, C* jsou operéatory
adjungované k operatorim L, B, C.

Vysetfovana je specidlni tfida, obecné nesymetrisovatelnych operatord, pro néz je
zarulena existence charakteristickych hodnot. Vysledkd je potom uZito pro vysetfo-
véni rovnic (1.2), (1.3) a je dokédzéna platnost n&kterych vé&t Fredholmova typu pro A
nachazejici se v pfesné definovanych oblastech komplexni roviny. Zakladnimi pro nase
vySetfovani jsou pojmy ,,absolutné A -kladného operdtoru‘ (deﬁnice 1) a ,,operdtoru
Radona-Nikolského* (definice 2).

Pro sestrojovani n&kterych FeSeni rovnic (1.2), (1.3) je navrZen pom&m& obecny
iteraCni proces a je dokazana jeho konvergence.

Vysledky jsou ilustrovany na pfiklad€ rovnic typu (1.2), (1.3) z teorie jadernych
reaktord.

Pe3momMe

OB OJJHOM CIELIMAJIFHOM THIIE JIMHEVHBIX YPABHEHUL
B ITPOCTPAHCTBE I'MJIBBEPTA

MBO MAPEK (Ivo Marek), IIpara

B cTaThe paccMATpMBAIOTCS JMHEHHLIE YpABHEHHA
(1.2) ' Lx = Bx + ACx + s,
(1.3) L*x* = B*x* + IC*x* 4+ s*,

rpe L, B, C — nuHeiHbIe, B 00IIEM HEOrpaHHYEHHBIE, ONEPATOPEI, OTOOPaKAFOLIHE
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cooTBeTCTBYIomMe obnactu onpenenerus P(L) < Z(B) = 2(C) =« Z 3 , e
Z=% x..x %, — IpsMoe TPOM3BE[ICHAE XOMIICKCHBIX IPOCTPAHCTB &; =
= Z,(¥), Z,(¥) — rmm6epToBo MPOCTPAHCTBO DYHKIHMIL, HHTETPAPYEMBIX C KBa-
ApatoM Ha obnacty U — %, (%, — €BKIMIOBO MPOCTPAHCTBO pasmepa [, 1= 1)
u oneparopwl L*, B*, C* compsxensl ¢ onmepatopamu L, B, C. ’
BBomuTca cenuansmeni xrace, B oOMieM HECHMMETPU3YeMBbIX, ONEPATOPOB, JULL
KOTOPBIX 00ECIIEYeHO CyIIecTBOBaHKE COGCTBEHHBIX 3HAUYeHMM. Pe3ybTaThl UCHOMb-
30BaHBI s McclenoBanus ypasuenuit (1.2), (1.3). Jloxasana COpaBeIIMBOCTH He-
KOTOPBIX TeopeM Tuma OpenrojibMa IS BIOJHE ONpPeAeIeHHON 001acTH 3HAYeHMH
A. OCHOBHBIME IS UCCIIEJOBAHUS SBISIOTCA TIOHATUS ,,a6COMOMHO A -NOA0NHCU-

meabHo20 onepamopa’* (onpenenenue 1) u ,,onepamopa Padona-Huxoabckoz0** (orpe-
OeJenue 2).

Mg moctpoerus HexoTopsIx pemeruil ypasueruii (1.2), (1.3) mpeioxeH K0Bob-
HO OOILMIf WTepanmORHEIL mpoTecc X JoKa3aHa €T0 CXOIUMOCTE.

M wiumocTpamun paccyxueruii IpusesieH npuMep ypasuennit Tama (1.2), (1.3)
U3 TEOPUM SNEPHBIX PEAKTOPOB.
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