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112 (1987) CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY No. 4, 401—410

ZUR GLOBALEN KINEMATIK
EINER FUNFGLIEDRIGEN UNTERGRUPPE
DER EBENEN LAGUERRE-GRUPPE

HeLMUT POTTMANN, Wien
(Eingegangen am 9. Oktober 1985)

Zusammenfassung. Das Studium von Zwangldufen im Sinne der siebengliedrigen ebenen eukli-
dischen Laguerre-Gruppe £, bzw. gewisser ihrer Untergruppen war bereits mehrmals Gegen-
stand bemerkenswerter Untersuchungen (vgl. [7, 8, 9, 19]), wobei allerdings nur lokale Eigenschaf-
ten zur Diskussion standen. Globale Fragestellungen in der ebenen Kinematik wurden bisher
hauptsachlich fiir dreigliedrige Gruppen erdrtert (vgl. etwa. die globalen Eigenschaften eukli-
discher Zwanglaufe in [5, S. 113 ff.]), wiahrend hohergliedrige Gruppen nur wenigen einschldgigen
Arbeiten zugrundeliegen [10, 14, 15, 17, 18]. In dieser Hinsicht soll die vorliegende Note einen
kleinen Beitrag liefern und globale Eigenschaften von Zwangldufen im Sinne der fiinfgliedrigen
Gruppe Z5 < £, die von der viergliedrigen ebenen euklidischen Ahnlichkeitsgruppe und der
eingliedrigen Dilatationsgruppe erzeugt wird, zum Inhalt haben.

1. GRUNDLAGEN

Die Speere g als Grundelemente der reellen euklidischen Laguerre-Ebene X
seien mit den iiblichen Vorzeichenfestsetzungen (vgl. etwa [2]) durch

(1) xcosv + ysinv=d, deR, ve[0,2n)

dargestellt. Hierin ist » der mod 2n bestimmte Winkel einer Drehung, welche die
positive y-Achse nach g bringt und d der vorzeichenbehaftete Radius des im Ursprung
O des kartesischen Koordinatensystems (O; x, y) zentrierten, g beriihrenden Zykels.
Der Speermenge S von X entspricht bekanntlich vermdge der inversen zyklo-
graphischen Projek’tion

(2) {lg(d,v)> g™ = R¥: xcosv + ysinv+z=d

die Menge der isotropen Ebenen eines pseudoeuklidischen Raumes IT,, mit dem
kanonischen inneren Produkt x,x, = x,x, + y1¥, — z,z, (bei x; = (x;, y;, z,)); die
Ebene 2 denkt man sich gern als Ebene z = 0 in den IT 3,_, eingebettet. Durch An-
wendung der Nullpolaritit u mit der Achse x =y =0 und &(y — z = 0) > eu =
= (1, 0,0) erhalt man schlieBlich ein von W. Blaschke [2, 4] gefundenes Punkt-
modell von &: Den isotropen Ebenen des IT3, entspricht nimlich vermoge p die
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Menge 4 der eigentlichen Punkte des Drehzylinders x2 + y? = 1. Die Abbildung 8
der Speermenge S auf den ,,Blaschke-Zylinder A

(3) B: g(d, v) — gB(—sin v, cos v, d)

filhrt offenbar einen als Menge seiner Tangentenspeere aufgefaBten Zykel von X
in die Punkte eines ebenen Schnittes von 4 iiber. Weiters gehdren zu parallelen
Speeren g, 8, (v, = v;) Punkte derselben Erzeugenden von 4.

Eine Laguerre-Abbildung A€ %, in X induziert eine pseudoeuklidische Ahnlich-
keit des H:e bzw. eine automorphe Kollineation des Blaschke-Zylinders A. Wir
betrachten nun insbesondere die Untergruppe ¥s < ¥,, die von der Gruppe
AGO™*(R?) der gleichsinnigen Ahnlichkeiten von X und der Gruppe 9, der Dilata-
tionen & von X:

(4 5:8(d, v)— gé(d + a, v)

erzeugt wird. Die Elemente A € ¥ besitzen also die Eigenschaft, den orientierten
Winkel v, — v, jedes Speerpaares (g,(d,,v,), 8,(d2,v,)) unverdndert zu lassen.
Im zyklographischen Modell bestimmt jedes A € %5 eine pseudoeuklidische Ahnlich-
keit, welche zugleich Ahnlichkeit in einem euklidischen Raum IT? mit dem karte-
sischen Koordinatensystem (0; x, y, z) und Ahnlichkeit eines einfach-isotropen
Raumes IT} mit dem Bogenelementquadrat ds? = dx? + dy? ist. Wir betten nun
den Blaschke-Zylinder 4 (als singulire isotrope Kugel) in den IT; ein und sehen dann
ein Ae &, als (eine auf A eingeschriinkte) gleichsinnige lingentreue Ahnlichkeit

des IT}:
(5) Xo = X COS @ — ysin ¢,
.= B71AB: y, = xsin ¢ + ycos o,

20=ao+a1x+a2y+a32.

Dabei schreiben wir der Einfachheit halber auch fiir das in den ganzen IT} erweiterte
Blaschke-Bild der Laguerre-Abbildung A € £ bloB A%, Somit gilt: Die Gruppe Z5
ist isomorph zur Gruppe S s der gleichsinningen lingentreuen Ahnlichkeiten des IT},
welche eine feste isotrope Gerade (x = y = 0) in sich iiberfiihren.

Ein C'-Zwanglauf im Sinne von % ist eine C*-Abbildung eines reellen Intervalls I
in die Gruppe .#5 und wird im Blaschke-Modell durch (5) mit ay, ..., a3, ¢ € C'(I)
beschrieben. Hierbei ist es iiblich, die Ausgangsebene X als Gangebene und die die
Laguerre-Bilder tragende Ebene X, als Rastebene zu bezeichnen. Durch (5) wird
natiirlich ein #;-Zwanglauf des IT; mitbestimmt.

Jedes A € & 1aBt sich in eindeutiger Weise in der Form

(6) =a.6, a€AGO*(R*), 6€2,

faktorisieren, wobei stets 0 auf a folgen soll. Damit kann jedem % -Zwanglauf
Z = 2|2, ein Kurvenpaar (JjurJs)zugewiesen werden: j, soll als Diagramm der Ahnlich-
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keitsfaktoren a;(t) in Abhingigkeit vom Drehwinkel ¢(f) (t € I) von X gegeniiber X,
dienen und ist durch die in X, liegende Speermenge

(7) Jai={8o(do = a5(1), vo = ¢(1)) | tel}

definiert. j, soll im folgenden als ,,Ahnlichkeitsindikatrix* bezeichnet werden').
Im IT} wird j, durch

(7 JaB: xo(t) = —sin @(t), yo(t) = cos @(t), zo(t) = as(t)

erfaBt. Weiters soll als Schaubild der Dilatationskoten a,(¢) in Abhingigkeit von ¢
die als Menge von Tangentenspeeren definierte ,,Dilatationsindikatrix*

(8) Js 1= {8o(do = ao(t), vo = (1)) | tel}
beniitzt werden. Die IT}-Darstellung von j; lautet damit
(3" JaB: xo(t) = —sin (1), yo(t) = cos @(t), zo(t) = ao(t).

2. #s-ZWANGLAUFE MIT GLEICHARTIGEN SPEERHULLBAHNEN

Ein &s-Zwanglauf Z = X[X, 1aBt sich dadurch angeben, daB man fiir vier nicht
konzyklische Speere g;€ X (i = 1,...,4), von denen keine drei parallel sind, die
Hiillkurven ko(g;) in der Rastebene vorschreibt?). Im zyklographischen Urbild
entspricht Z ein pseudoeuklidisch-dquiformer Zwanglauf, der durch vier Ebenen-
hiilltorsen, namlich die isotropen Torsen ®; < H;e durch ko(g;), festgelegt ist.
Diese Zwangliufe sind nach Abschnitt 1 gleichzeitig euklidisch-dquiform und wurden
vom Verfasser in [13] studiert. Schreibt man nun fiir einen auf den Drehwinkel ¢
beziehbaren Zwanglauf Z die Lagen der Speere g; in der Form

) g:(9) € Zo: xsin (¢ + ¢;) — ycos(@ + ¢;) — ho + ¢;) =0,
¢;=consteR (i=1,...,4), ol =R,

was der Angabe der Fiihrungskurven ko(g;) durch ihre Stiitzfunktionen h,(¢)
entspricht, so besitzt die Stiitzfunktion h(¢) der Hiillbahn eines beliebigen gangfesten
Speeres g gemiB [13] die Bauart

(10) h(p) =élihi(¢ + ) mit (Ay,..., A) R, éli =1,
[.'g Aisin(@ + ¢))]* + [éll; cos(p + @) =1,

1y In [14] wurde die FuBpunktkurve von Jjo beziiglich 0y(0, 0) € Xy als Indikatrix jo eines
ebenen dquiformen Zwanglaufs definiert.

2) Da wir die Speere als Grundelemente der Laguerre-Ebene auffassen, ist eine C!-Kurve
als Ergebnis einer C1-Abbildung eines reellen Intervalls I in die Speermenge erkldrt. Demnach
koénnte man ko(g) einfach als Bahnkurve des Speeres g bezeichnen.
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sofern die Ausgangslage fiir die Messung des Winkels ¢ fiir jedes g geeignet gewahlt
wird. Damit gelingt es, eine Reihe von Beispielen fiir £ s-Zwangldufe mit gleich-
artigen Speerhiillbahnen anzugeben. Einige davon seien angefiihrt im

Satz 1. Sei F eine der folgenden Familien von Kurven der euklidischen Laguerre-
Ebene X,:
(I) Die Familie der Zykel,
(IT) die Familie der zykloidalen Kurven mit demselben Modul p samt deren
Parallelkurven,
(III) die Familie der Kurven konstanter Breite,
(IV) die Familie der zentralsymmetrischen C*-Eilinien samt deren Parallel-
kurven.
Umbhiillen nun im Rahmen eines & s-Zwanglaufs Z = Z|X, vier nicht konzyklische
gangfeste Speere, von denen keine drei parallel sind, Kurven aus &, so ist die
Hiillbahn jedes gangfesten Speeres eine & angehdrende Kurve.

Beweis. Man braucht im Hinblick auf (10) bloB die kennzeichnenden Stiitzfunk-
tionen der genannten Kurvenfamilien zu beachten (vgl. [12, 13]). So besitzt etwa
die Stiitzfunktion einer zykloidalen Kurve (d.i. eine Epi- oder Hypozykloide, Pseudo-
zykloide, logarithmische Spirale oder eine Kreisevolvente) vom Modul pe R die
Bauart

h(p) = asin¢ + bcoso + g(p), a,b = consteR,

wenn g(¢) die Differentialgleichung

9(p) + ng(e) =0

16st [6]. Eine Kurve konstanter Breite d sei eine geschlossene, von Wendepunkten
und Schnabelspitzen freie C!-Kurve mit der Umlaufzahl 1, bei der parallele Tangen-
ten den Abstand d besitzen; fiir die Stiitzfunktion h((p) gilt somit:

h(¢) + h(p + m) =d, h(p) = h(e + 2m).
Die C*-Kurven aus (IV) sind durch
h(p) = asing + bcos¢ + ¢ + g(¢), a,b,c=consteR,
0<|g(e) + d(p)) <M, MeR*, g(9)=g(e +n)

erfaBbar. Hierbei habe eine C2-Eilinie definitionsgemiB keine Punkte mit unendli-
chem Kriimmungsradius (Flachpunkte). [J
Die Kurvenklassen I—-IV gehen unter den 4 € £ in sich iiber.

3. LANGEN DER SPEERHULLBAHNEN GESCHLOSSENER .#,-ZWANGLAUFE

Den folgenden Uberlegungen liege ein geschlossener C'-Zwanglauf Z = Z/Z,
im Sinne von %5 zugrunde. Die Zwanglauffunktionen in (5) sind damit periodisch
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mit der minimalen Periode Te R*:
(11) at+T)=aft) (i=0,..3), ot+T)=9()+2nv, veZ.

Zur Diskussion stehe nur eine volle Periode von Z (t € [0, T)) mit der Drehzahl v.
Unter Z erzeugt jeder gangfeste Speer g eine Hiillbahn ko(8) = Z,, der im IT? eine
unter Z# durchlaufene geschlossene Kurve ko(g) B auf dem Blaschke-Zylinder 4
zugeordnet ist. Die mit der Durchlaufzahl multiplizierte formale Léinge L(g) von
ko(g) berechnet sich im IT;} zu

(12) L(g) = L(gpf) = J Tzoq') dt mit ¢ = do/dt

und wird damit im Blaschke-Modell als (orientierter) Fldcheninhalt zwischen ko(g) B
und z, = 0 deutbar [2]. Obwohl L(g) nicht mit der elementargeometrischen Linge
von ko(g) iibereinzustimmen braucht (vgl. [14]), soll diese (euklidische) Integral-
invariante im folgenden kurz als Linge der Hiillbahn ko(g) bezeichnet werden.
L!g)ist zwar keine % s-Invariante; das Studium der GroBe L ist aber deshalb sinnvoll,
weil man ihr Transformationsverhalten unter den Elementen A von % kennt:
Einer Hiillbahn ky(g) mit der Drehzahl v und der Linge L entspricht nimlich ver-
moge einer Abbildung A € #5 mit dem Ahnlichkeitsfaktor a; und der Dilatations-
kote a, (im Sinne der Zerlegung (6)) eine Kurve kq(g) 4 von der Linge

(13) L{ko(g) A) = asL + 2nva, .

Weiters wollen wir mittels (12) den Definitionsbereich von L auf den ganzen IT}
erweitern. Die unter Z? erzeugte Bahnkurve eines Punktes P(x, ¥, z) ell ,3 besitzt
damit die ,,Linge*:
(14) L(P) = La + Alx + Azy + L,Z

T

T T
mit L5=Jao¢dt, Ai=J apdt (i=1,2), La=fa3¢dt.

0 0 0

Hierin bedeuten L; und L, die mit der Durchlaufzahl multiplizierten formalen Lingen
der Dilatations- bzw. Ahnlichkeitsindikatrix. Wir sehen: Punkte des IT 3, die auf
dieselbe GriPe Lihrer vermige Z* erzeugten Bahn fiihren, liegen in einer Ebene
¢(L) aus einem Parallelebenenbiischel des IT;. Dies liefert den

Satz 2. Bei einem geschlossenen ¥ s-Zwanglauf Z bilden jene Speere g der
Gangebene X, die auf dieselbe Linge L ihrer Hiillbahn fiihren, einen Zykel oder
ein Paar von Parallelenbiischeln®), je nachdem ob die Linge der Ahnlichkeits-.
indikatrix ungleich oder gleich Null ist. Zu verschiedenen Werten von L gehdren

3) Zu diesen Biischelpaaren sind auch zwei doppelt zu zdhlende Biischel paralleler Speere
zu rechnen, die in der gemeinsamen Symmetralenrichtung liegen. Sie rithren von den 4 be-
rithrenden Ebenen & her.
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konzentrische Zykel bzw. Biischelpaare mit einer gemeinsamen Symmetralen-
richtung.

Bei Kenntnis der Stiitzkoordinaten (d, v) von g besitzt (14) wegen (3) die Form
(15) Lg) =L, — A;sinv + A,cosv + Ld.

Diese Gleichung ermoglicht uns die Angabe von Holditch-Sdtzen fiir Hiillbahn-
lingen. Angefiihrt seien:

Satz 3. Umbhiillen bei einem geschlossenen & s-Zwanglauf XX, drei paarweise
nicht parallele Speere g/(d;, v;) € X (i = 1, 2, 3) Kurven ky(g;) = Z, mit den Lingen
Ly, so ldpt.sich bei Kenntnis der Indikatrixgrifen Ly(oder L,)die HiillbahnlingeL,
fiir jeden weiteren Speer g4(d,, v,) € X durch
(16) Ly = Ly = [Ly(d; sin (v, — v3) + dysin (v, — vg) + dgsin (v3 — v3)) +

+ Ly(dj sin (v, — v,) + dgsin (v, — v3) + dysin (v; — v,)) +
+ Ly(dy sin (v, — vy) + dy sin (04 — v;) + dysin (v — v,))]/
[[dy sin (v3 — v,) + dj sin (v, — v3) + dsin(v; — v,)]
mit L;:= L, — L,
bzw. mittels
(17) L, = Ld4 + [Li(sin (vg — v3) + sin (v; — v,) + sin (v; — v,)) +
+ Lj(sin (vy — v,) + sin (v; — v3) + sin (v; — vy)) +
+ Li(sin (v, — v,) + sin (v, — v,) + sin (v; — v,))]/
[[sin (v3 — v;) + sin (v — v3) + sin (v, — v,)]
mit L,:= L, — Ld,
berechnen. )
Der Radius r;j des die drei Speere g;, g;, 8 beriihrenden Zykels berechnet sich zu

(18) ok = di Sin (v,‘ el J) + dj Sin (vi -_— v,‘) + dk Sin (v, - 1),) .
g sin (v — v;) + sin(v; — v,) + sin (v; — v))

Damit kann der Gleichung (16) die Form

(161) E1"4235423‘+ Lyra31Sass + Lara1za1s = Lar1238123
gegeben werden, sofern man die .#s-Invariante

(19) Sk 2= sin (v, — v;) + sin (v; — v,) + sin(v; — v))
einfiihrt. Weiters schreibt sich nun (17) als

(17" Lissz3 + L3Sass + Lisggs = LiS1a3 -
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Mit (18) sehen wir auch, daB der Nenner in (16) verschwindet, wenn g, g2, 83
kopunktal sind. Kopunktale Lage wird aber durch eine Dilatation zerstort, so daB
diese Ausnahmelage bloB bei dquiformen Zwangliufen (ao = 0) zu verbieten ist.
Weiters gilt:

Satz 4. Kennt man von einem geschlossenen & s-Zwanglauf Z/Zo die Indikatrix-
grofen L, und Ly sowie die Hiillbahnlingen L; zweier schneidender Speere
g(d;, v,) € %, so ldft sich daraus die Linge Ly der Hiillbahn jedes weiteren Speeres
83(ds, v3) € X ermitteln:

(20) L3 = L‘, + Lad:; + [(La + Ladl - Lx) sin (1)3 - Uz) +

+ (Ls + L,d, — L,)sin(vy — v;)]/sin (v, — v,).
SchlieBlich erwihnen wir noch ein dem klassischen Holditch-Satz (vgl. [5, S. 120])
ndher kommendes Resultat:

Satz 5. Umbhiillen im Rahmen eines geschlossenen & s-Zwanglaufs X|Z, zwei
gangfeste Paare paralleler Speere gy | 8;, 8 || 8+ Kurven mit den Lingen L,
(Ly # Ly, Ly # L,), so nimmt die Zs-Invariante J := (L; — L,)|(Ly — L,) den
Wert
(21) J = dy3/dy,

an, worin d;; den orientierten Abstand der parallelen Speere g;, g; bezeichnet*)

4. FLACHENINHALTE DER SPEERHULLBAHNEN BEI GESCHLOSSENEN
£5-ZWANGLAUFEN

Bei einem geschlossenen, auf den Drehwinkel ¢ als Parameter beziehbaren C2-
Zwanglauf im Sinne von %5 kann der mit der Durchlaufzahl multiplizierte orientierte
Flicheninhalt F(g) der Hiillbahn k,(g) eines gangfesten Speeres g im I} durch

' 2xv
(22) F(g) = F(gp) = %'[ zo(zo + Zo)de ... mit zo = d%zo[/de?
0

berechnet werden. F ist erneut keine £ s-Invariante, man kennt jedoch das Verhalten
von F unter einem A€ %5. Einer Kurve ko(g) mit der Linge L und dem Inhalt F
entspricht namlich vermdge A € &5 (mit den Bezeichnungen von (13)) eine Kurve
ko(g) A vom Inhalt

(23) F(ko(g) 4) = a}F + aoasL+ ajmv.

Nach Erweiterung von F in den ganzen IT? finden wir fiir die unter Z? erzeugte Bahn

4) Der orientierte Abstand zweier paralleler Speere g;(d;, v) und g;(d;, v) ist durch dj; :=
= dj —d; definiert.
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des Punktes P(x, ), z) e IT; die ,,Fliche*
(24) F(P) = Q(x, y, 2)

mit einem quadratischen Polynom Q in x, y, z. Dies bedeutet: Jene Punkte P € IT 3,
die unter Z# Bahnen mit demselben Wert F erzeugen, liegen auf einer Fliche ¢(F)
2. Ordnung, wobei verschiedenen Werten von F i.a. konzentrische homothetische
Quadriken ® entsprechen. Auf eine Diskussion der Sonderfille wird hier verzichtet.
Der Schnittkurve einer Quadrik @ mit A wird durch B~! ein Hyperzykel f < X
zugeordnet [3] Dem gemeinsamen Asymptotenkegel der konzentrischen Flichen
&(F) < IT} entspricht unter der Nullpolaritidt u aus Abschnitt 1 ein Kegelschnitt
I = IT}; lings | werden die Flichen &y von einem im IT? isotropen quadratischen
Zylinder A beriihrt. Die A beriihrenden euklidischen Minimalebenen beriihren
damit auch alle du sowie den absoluten Kegelschnitt des IT3,, sind also gleichzeitig
pseudoeuklidische Minimalebenen. Mithin sind die Schnittpunkte der Fokalachsen
von A mit X: z = 0 die gemeinsamen Brennpunkte simtlicher Hyperzykel f(F )< Z:

Satz 6. Die Speere g der Gangebene X, welche bei einem geschlossenen ¥ s-
Zwanglauf auf dieselbe Hiillbahnfliche F(g) fiihren, erfiillen einen Hyperzykel
f(F) < X, wobei zu verschiedenen Werten von F i.a. konfokale Hyperzykel gehoren.

Bei einem dquiformen Zwanglauf (a, = 0) liegt I in X, was zur Folge hat, daB die
Kurven f(F) konfokale Kegelschnitte sind [14].

5. ZWANGLAUFE IM SINNE DER VON DER BEWEGUNGSGRUPPE GO*(R?)
UND DER DILATATIONSGRUPPE 2, ERZEUGTEN UNTERGRUPPE
£, VON 2,

Wir wihlen nun in (6) die Abbildungen o aus der ebenen euklidischen Bewegungs-
gruppe GO*(R?), setzen also ay = 1. Gleichung (5) zeigt: Die Gruppe £, ist iso-
morph zur Gruppe #, der Bewegungen des einfach isotropen Raumes IT}, welche
eine feste isotrope Gerade in sich iiberfiihren. Die Ahnlichkeitsindikatrix j, = X,
liegt dann im Einheitskreis um O, und ihre Linge L, nimmt den Wert

(25) L, = 2my

mit v als Drehzahl von Z an. Gleichung (13) lehrt uns, daB die Differenz L(g,) — L(g,)
zweier Lingen von Hiillbahnen eines .Z ,-Zwanglaufs eine £ 4-Invariante ist, wihrend
man zur Bildung einer % -Invariante etwa Differenzenquotienten von Lingen
heranzuziehen hat (vgl. Satz 5). Ein & ,-Zwanglauf ist bereits durch Vorgabe der
Hiillbahnen dreier Speere bestimmt, sofern deren Trigergeraden nicht demselben
Parallelenbiischel angeh6ren. Damit lassen sich die angefiihrten Resultate iiber
& s-Zwanglaufe unschwer fiir Zwanglaufe im Sinne der Gruppe %, formulieren.
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Souhrn

O GLOBALNI KINEMATICE PETICLENNE PODGRUPY
ROVINNE LAGUERROVY GRUPY

HELMUT POTTMANN

V praci je pojednano o globalnich vlastnostech nucenych pohybu, definovanych na péti- ‘
parametrické pohybové grupé, ktera je podgrupou Laguerrovy grupy £5.
Je vysvdtlen vyznam Laguerrovych pohybu a jsou nalezeny zakladni vlastnosti t&chto pohybt

»,ve velkém®’,
’
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Pe3soMme

O KMHEMATHUKE B LIEJIOM 5-TIAPAMETPUYECKOM! ITOArPYIIBI
TUIOCKOCTHOI I'PYIIHI JIATEPA

HELMUT POTTMANN
B pabGore paccMaTpuBaroTCs riao0GanbHBIC CBOUCTBA BHIHYXACHHBIX ABIDKCHHMU ONpeREICHHBIX

Ha 5-mapaMeTPHYECKOH Ipymme NBAKCHHH, ABJAIOMeNCA noarpymoi rpynnsl Jlarepa £, O65a-
CHEHO 3HaveHHMe ABIWKeHul Jlarepa B HafiieHB! HEKOTOPhHIE X OCHOBHBIE CBOMCTBA ,,B LIEJIOM*.

Anschrift des Verfassers: Institut fiir Geometrie der Technischen Universitidt, Wiedner Haupt-
straBe 8— 10, A-1040 Wien, Osterreich.
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