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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 83 (1958) Praha

REFERATY

PRINCIPY APROXIMACE FUNKCIONALU LINEARNIMI FUNKCIONALY

(Vlastni referat L. JANOSE o piedniSce konané v matematické obei prazske
dne 3. biezna 1958)

V technickych védach se Sasto setkdvame s tlohou stanovit veliéiny zévislé na jedné
nebo vice funkeich. Takovou veliéinu nazyvdme funkciondlem. Pro jednoduchost se
omezime na funkciondly s jednim funkeciondlnim argumentem. Definiéni obor bude tedy
urdit4 mnoZina funkei. Jako piiklad uvedme nosnik délky I = 1, zatiZeny p¥i¥nymi silami.
Algebraicky soudet vSech sil na intervalu <0, s> oznadime Q(s); @(s) je funkece s koneénou
variaci na intervalu <0, 1>. Je-li I'(z, s) p¥i€inkové funkece nosniku, pak prihyb nosniku
y(x) v bodé z je dén vztahem 1 '
v = [T(e, 9) dQ(e).

Pri pevném x je velilina y(x) z4visld na rozloZeni sil podélnosniku a je tedy funkeiondlem
definovanym na mnozing funkei Q(s) s konetnou variaci na intervalu <0, 1>. Tato mnoZina
je linedrnim prostorem (modulem nad t8lesem redlnych &isel) a je tedy moZno mluvit
o linedrnosti nebo nelinedrnosti funkcionald na ném definovanych. Veli¢ina y(x) je oéi-
vidng linedrnim funkciondlem. Definujeme nyni funkeiondl ¢(Q) pfedpisem

1
9(Q) = max | [T(y,s)dQ(s)| -
2e<0,1> 0

Funkeiondl ¢(Q) znadi maximilni prihyb vyvolany silami @(s) a je to pfiklad nelinedrni-
ho funkcionélu.

Jako dali piiklad uvedme urdeni vlastnich frekvenci w,, w,, w,, ... pfiénych kmita
pruznych kontinui (nosniky, htidele, struny) v zévislosti na rozloZeni hmot. PoloZime-li

1
A = — » znadi-li I'(z, s) pii€inkovou funkei kontinua (délka kontinua bud rovna jedné)
@3
a je-li M(x) celkové hmota rozloZend na intervalu <0, z), jsou velidiny 4; vlastnimi &isly
integrélni rovnice 1
[I(z, 5) y(s) dM(s) = 4, y(=) .
(]
Ka¥dé vlastni dislo 4 (fixujeme index ¢ a piSeme prost§ A = A[M] misto ;) zévisi na
rozloZeni hmot a je tedy funkciondlem na mno¥in¥ & viech neklesajicich nezéporngch

funkei M(z) na intervalu <0, 1). Na rozdil od ptedchoziho piikladu neni mnoZina &
modulem, nybrZ pouze semimodulem.

Je nasnadé prozkoumat oté.zku aproximability funkeiondlu A[M] linedrnimi funkclo-
naly na &, tedy vyrazy typu f V(x) dM(z), kde V(z) je vhodn4 spojité funkce. Za neptes-
1 0 ' .

nost aproximace [V(z)dM(z) pokldddme &islo

NV]=s [V an 1 I
= Su —_— .
sess| M
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Jak patrno, nepresnost N[V] je sama funkcionélem definovanym na mno#ind C(0, 1) vech
spojitych funkei na intervalu <0, 1).
Stanovme ¢&islo
«(A) = inf N[V].
VeC(0,1)

Toto &islo pak uddvé nejmensi moZnou chybu aproximace funkciondlu A[M] linedrnimi
1

funkcionsly typu [V dM.
0

V préci ,,Aproximace prvni vlastni hodnoty integrélni rovnice lineédrnim funkeciondlem,
Cas. pro pést. mat. 81 (1956), 304—330 jsem ukézal, Ze pro funkeional AAM] = A,[M] je
mo#no udat nejlepsi aproximaci (a to jedinou), na niZ je realisovano minimum nepiesnosti.

2

X A ok . *lom Sa Jéois o (o _
Prislugné véahové funkee V*(x) je ddna vztahem V*(x) =  F(z, x), kde g = S N T an TN a1
Popsané metody bylo pouZito ke stanoveni kritickych otaéek turbinovyeh hiideld. Mini~
mélni chyba «(4;) ddvé v tomto pfipad® hodnotu 1, jde-li o prismaticky hfidel uloZeny ve
dvou loZiskéch. To znamené, %e prvni kritické otafky w, jsou urdeny s relativni nepres-~
nosti 'z, coZ znaéi, Ze chyba jeasi7%,. V praxi se 724d4, aby chyba nepfesahovala hodnoty
29%,. Bylo proto nutno hledat lepsi aproximaci.

Jak bylo uvedeno, &islo x(4) je definovéno predpisem

deM_ll}.

ALM]

«(A) = inf max
VeC0,1) | MeS
Jak patrno, &islo «(1) se mbiZe zmenSit, prejdeme-li od mnoZiny & k ngjaké jeji pod-
mnozing &'. Vzniké tedy myslenka aproximovat funkeiondl A[M] linedrnim funkcionédlem
1
f V dM nikoli na celé mnoZing &, nybr# na urité jeji ,,technické podmnoZing, jejimi%
0
prvky by byla jen v praxi pfichdzejici rozloZeni hmoty. Aby bylo moZno dosaZené vy-
sledky co nejpohodIngji pfenést na nové hledisko, bylo pfirozené zédat, aby se algebraicka.
struktura mnoZiny &’ neliila od &. Zvolime proto za &’ néjaky subsemimodul modulu &:
(coZ znamené podmnoZinu uzavienou vidi séitdni a nésobeni nezdpornymi &isly).
BudiZ nyni C(z) libovolné funkee spojitd na intervalu <0, 1). Za mnoZinu &’ vezmeme
vSechna rozloZeni M ¢ & spliujici nerovnost

1
[Clx)dM(z) = 0.
0

Je zfejmé, Ze &’ je subsemimodul. &’ zdvisi na volbé funkece C(z). Bude-li funkee C(z)
napf. u kraju zdporné a ve stfedu kladnd, budou v &’ jen takové rozloZeni, kterd majt
vétdinu své hmoty ve stfedni &dsti intervalu, &imZ je déna ,,technidnost* subsemimo-~
dulu &".

Jde nyni o to, stanovit ¢&islo
1
[VvdaMm
0
N[V] =max | —— — 1
] Mes | ALM]

Ztejmé je N’[V] < N[V]. Aby bylo mo#no N’[V] stanovit podobnou metodou jako N[V}
(metoda je vyloZena ve zmindni préci), bylo odvozeno lemma, které je samo o sobd zaji-
maveé:
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BudteZ A(x) B(x) spojité funkece na <0, 1> viude kladné a C(») spojité. Jde o to, sta-
novit

1
sup [A(z)dM(z)
MeS 0

pii vedlejsich podminkéch
1 1
[Ble)dM(x) =1, [O(z)dM(z)=0.
0 0

Tomuto problému budeme fikat problém I.
. Oznadme nyni J mnoZinu vsech &isel ¢ takovych, e B(x) 4 ¢t C(z) > 0 pro z € <0, 1. Jo
z¥ejmé, ¥e mnoZina J je intervalem. Zvolme nyni libovolné ¢ e J a feS§me problém stanovit

1
sup [A(z) dM(z)
0
pii jediné vedlejsi podmince
1 ‘
[(Blx) +tC(x)]dM(z) = 1,
0

coZ je trividlni problém, ktery oznadime jako problém II.
Oznadime-li §; nalezené suppremum problému I a S (¢) problému II, pak plati

S = inf S, () .
teJ
Dosavadni dvahy lze aplikovat také na libovolny funkeiondl homogenni prvniho fddu

na &. Nyni si véimn8me funkciondlu A[M], ktery je nejvétsim. vlastnim &islem integralni
rovnice

1
(_)J'I’(x, 8) y(s) dM(s) = Ay(x),
kde I'(z, s) je positivné definitni jddro. Tento funkeionédl 1ze pak definovat formuli

L ,
[T(, s) y(@) y(s) dM (x) AM(s)

] .
AM] = su
= V(@) AM (@)

Bylo ukézéno, %e funkecional A[M] takto definovany je subaditivni a dokonce striktn$
subaditivni, coZ znamené, Ze pro M,, M, ¢ & plati

MM, + M,) = ALM,] + A[M,],

O

pfiéemZ rovnost muZe nastat jen v tom piipads, Ze n8kterd z funkei M; (¢ = 1, 2) vznikne
nésobenim druhé nezdpornym. Sislem.
Vlastnosti subaditivity a striktni subaditivity lze vyuZit p¥istanoveni supréma a infima

vyrazd t HM]
u
P JodM

N’[V]. Oznagime-li totiZz K ronoZinu viech M takovych, Ze

na libovolném subsemimodulu &’, co% vede ke snadnému urdeni &isla

1
[V(z) dM(z) = 1
0
a polozime-li K’ = K N &, jde o to, stanovit extrémy funkeciondlu A[M] na K’. Zavede-

me-lina & slabou topologii, pak mnoZiny K a K’ jsou kompaktni. Funkeionél A[M] proto
nabyvé na K’ svych extrémnich hodnot.
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Viimnéme si, e mnoZina K’ je konvexni, tj. ¥e obsahuje s kaZdymi svymi dvéma body
i usetku je spojujici. (Usetkou o krajnich bodech M,, M, ¢ & rozumime mnoZzinu viech
MeS tvaru M = (1L —1t) M; +tM, kde 0 ¢t < 1.)

Piipomenime je§té pojem vrcholu libovolné konvexni mnoZiny H C &. Element M*
nazyvéme vrcholem mnoziny H, neni-li vnitfnim bodem Z4dné uselky o krajnich bodech
v mno¥iné H.

Nyni mizeme formulovat nésledujici v&ty o extrémech subaditivnich a striktng
subaditivnich funkciondli:

1. Subaditivni funkciondl A[M] nabyvd na K’ svého maxima alespori v jednom vrcholu
mnoziny K’. Je-li A[M] strikiné subaditivni, pak nabyvd svého maxima jen ve wvrcholech
mmnoziny K’.

2. MnoZina téch M ¢ K', v nichZ subaditivnt funkciondl ALM] nabyvd svého minima na K’,
je konvexni podmnofinou H C K'. Jestlite ALM] je strikiné subaditivni, md mno¥ina H jediny

element.
Ludvik Janos, Praha

0 KRITICKYCH GRAFECH

(Vlastni referat K. CuLfga o prednsice proslovens v ,,Diskusich o novych pracich
brn&nskych matematikd‘ dne 14. 4. 1958 v Brné)

Chromatickym rozkladem aRS-grafu F(g) (¢ CF x F je areflexivni a symetricks
bin4rni relace) se rozumi rozklad F na mnozing F, ktery spliiuje podminku

z,yeP, PeF = (z,y)nonepg. (1)

Nejmensi mohutnost y[F(g)] ze systému mohutnosti vS8ech chromatickych rozklada
aRS-grafu F(g) se nazyvé chromatickym &islem grafu F(g). Je-li y[F(g)] = m, pak graf
F(p) nazyvame m-chromatickym grafem.
Dvojici @, y ¢ F nazyvame souhlasnow pFip. nesouhlasnou v aRS grafu F(p), jestlize
plati
2eX,yeY, X,YeF, kde F je chromaticky rozklad grafu F(p), (2)
pro ktery platt kard F = y[F(o)] = X =Y prip. X + Y.

Lemma 1. Je-lt 2, y souklasnd a y, z nesouhlasnd dvojice v aRS-grafu F (o), pak z, z je
nesouhlasnd dvojice v F(p).

Lemma 2. Je-li 6 mno#ina véech nesouhlasnych dvojic v aRS-grafu F(g), pak y[F(o)] =
= z[F(e L )]

Veta 1. Necht F(p) je aRS-graf. Pak bindrni relace 0 CF X F, dcfmovana podminkou:
(:c, ) e 0 <= x, y je souhlasnd dvojice v F(p), je ekvivalenct.

Véta 2. Dvojice z, y € F je souhlasnd v aRS-grafu F(p), ktery 'md koneéné chromatické &islo,
prdvé tehdy, kdyz x[F(e)] < x[F(¢')), kde ¢’ = o {(x, ¥), (y, x)}. Z véty 2 plyne, Ze kazdy
kriticky (m + 1)-chromaticky aRS-graf (viz G. A. Dirac: 4 theorem of R. L. Brooks and
a conjecture of H. Hadunger, Proc. London Math. Soc. 7 (1957), 161—195) pro kaZdé ptiro-
zené &islo m vznikne z vhodného m-chromatického aRS-grafu obsahujiciho alesponl jednu
souhlasnou dvojiei z, ¥ tim, Ze k nému pfidéme hrany (z, y), (y, ).
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