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JEDEN PRiIKLAD HARMONICKEHO SVAZKU

Joser KRAL, Praha
(Doslo dne 24. unora 1975)

Bud X lokalng kompaktni (Hausdorffiv) topologicky prostor. V teorii harmonic-
kych prostort (viz [3]) se harmonickym svazkem na X rozumi zobrazeni #, ptifa-
zujici kazdé neprazdné oteviené mnoZin€ U < X vektorovy prostor #(U) spojitych
realnych funkci na U takovym zplisobem, Ze jsou splnény nasledujici poZzadavky:

a) Jsou-li mnoZiny § + .U <= V < X oteviené, pak pro kazdou funkci h e #(V)
patfi jeji restrikce na mnoZinu U do prostoru #/(U).

b) Je-li mnoZina U sjednocznim neprazdného systému {U} s otevfenych mnoZin
U, + Qaje-li h takova funkce na U, Ze jeji restrikce na mnoZinu U, patfi do #(U,)
pro kazdé (e 1, pak h e #(V).

Pfipomeiime jesté, Ze relativné kompaktni oteviena mnoZina V < X s hranici
dV + 0 se nazyva s -regularni, jestlize ke kazdé spojité realné funkci f na dV existuje
pravé jedna funkce H} e #(V) takova, Ze

lim HY(x) = f(y)

x—y
xeV

pro kazdé y e 9V, a jestlize navic H. = 0 na Vv ptipadg, Ze f = 0 na V. V Bauerové
i Brelotové axiomatice harmonickych prostori se zada, aby s#-regularni mnozZiny
tvotily bazi topologie prostoru X a tento tzv. axiom baze se dopliiuje vyse formulo-
vanym axiomem svazku (sestavajicim z poZadavk a), b)) a vhodnym konvergenénim
axiomem. N. Boboc, C. Constantinescu a A. Cornea dokdzali v [1] (viz téZ kap. 1
v [3]), Ze prostor X je nutn& lokalné souvisly, je-li opatfen harmonickym svazkem #,
jenZ je nedegenerovany v kazdém bodé x e X (v tom smyslu, Ze existuje oteviené
okoli U bodu x a funkce h € #(U) tak, ze h > 0 na U) a spliiuje nasledujici Baueriiv
konvergenéni axiom:

Pro kazdou neprazdnou otevienou mnoZinu U = X a kazdou lokalné omezenou
neklesajici posloupnost funkci h, € #(U) je lim h, € #(U).

n

V definici Brelotova harmonického prostoru se postuluje axiom svazku, axiom

baze a nasledujici Brelotiiv konvergenéni axiom (srv. [2]):

Je-li D oteviena souvisld podmnoZzina v X a {h,} neklesajici posloupnost funkci
z #(D) takovd, Ze posloupnost {h,(x)} konverguje aspoii pro jeden bod x e D,
pak tato posloupnost konverguje pro viechna x € D a lim h, € #(D).
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Tyto axiomy se zpravidla dopliiuji poZadavkem lokélni souvislosti prostoru X.
S ohledem na vyS$e citovany vysledek N. Boboca, C. Constantinesca a A. Cornea
pfirozené vznika otizka (kterou na seminafi z matematické analyzy formuloval
J. Lukes), zda souvisly prostor X opatfeny nedegenerovanym harmonickym svazkem
spliiujicim axiom baze a Brelotliv konvergenéni axiom je jiZ nutné lokdlné souvisly.
Poznamenejme pfi této pfileZitosti, Ze v knize [4] je poZadavek lokalni souvislosti
prostoru X pfi definici Brelotova harmonického prostoru opominut, i kdyz se v dal§im
vykladu jeho lokalni souvislosti vyuziva; tato okolnost vzbuzuje dojem, Ze odpovéd
na pravé zminénou otazku by mohla byt kladna. Nasledujici jednoduchy pfiklad
v8ak ukazuje, Ze tomu tak neni a Ze v definici Brelotova prostoru je tfeba lokalni
souvislost zvlast pozadovat.

Ptiklad. Polozme S = {[x, y]; x > 0, y = sin(1/x)} a definujme na S funkci

X

s [x, ¥] HJ J(1 4+ x"*cos? x ) dx,

1/n

jejiz hodnotou v bodé& [x, y] je orientovana délka grafu funkce y = sin (1/x) mezi
useCkou 1/m a useCkou x (tuto délku mé&fime zaporné v pfipadé x < 1/x). PoloZme
Xo =1{0} x (=1, 1)anecht X = X, U S; na prostoru X uvaZujme topologii induko-
nou z roviny. Pro kaZdou otevienou mnoZinu U < X ozname symbolem #(U)
tfidu vSech spojitych realnych funkci h na U s nasledujici vlastnosti:

Ke kazdé komponenté D mnoziny U n S existuji realné konstanty k,, k, tak,
Ze h = ky + k,s na D. :

Neni obtizné nahlédnout, ze # : U — #/(U) je harmonicky svazek na X, jenZ je
nedegenerovany v kazdém bodé& prostoru X (poznamenejme, Ze konstantni funkce
na X patii do #(X)). Snadno se téz zjisti, Ze H#-reguldrni mnoZiny tvofi bazi topo-
logie X. Je-li D libovolna oteviena :souvisld mnoZina v prostoru X, pak v pfipadé
D n X, + 0 sestivi #(D) jedin& z Konstantnich funkci a Brelotiiv konvergenéni
axiom je pro D splnén; v pfipadé D < S je tento konvergenéni axiom rovnéZ splnén,
nebot funkce z #(D) jsou pak linearni v s. Prostor X je pfitom souvisly, ale nikoli
lokaln& souvisly.
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