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5asopis pro péstovani matematiky, ro&. 88 (1963), Praha

INFLEXNI BODY NEKTERYCH ROVINNYCH KVARTIK

BoHUMIL BYDZOVSKY, Veseli nad LuZnici

(Doslo dne 1. zafi 1962)

Ma-li rovinnd kvartika inflexni body v poétu, ktery je ndsobkem C&tyf,
vznikd otazka, mohou-li inflexni body byti dplnym prisekem kvartiky
s kfivkou vhodného stupné. Tato otazka je zde FeSena pro dvé kvartiky rodu
jedna, totiZ pro kvartiku binoddlni (12 inflexnich boda) a pro kvartiku bi-
kuspidalni (8 inflexnich bod), a pro jednu kvartiku rodu nula, totiz kvartiku
s dvéma obylejnymi uzly a jednim bodem uvratu (4 inflexni body). V prvnich
dvou pfipadech jsou nalezeny geometrické podminky pro to, aby inflexni
body byly na kvartice vytaty k¥ivkou tfetiho, resp. druhého stupné, v pfi-
padé tfetim je ukazino, Ze inflexni body kvartiky nemohou leZeti v pfimce.

Utzitim Pliickerova vzorce pro inflexni body se zjisti, Ze je pét pfipadd, kdy pocet
inflexnich bodd kvartiky je ndsobkem jejiho stupné. Jsou to:

kvartika bez singularnich bodi — ma 24 inflexni body,

kvartika s jednim obyCejnym bodem tvratu bez dalsich singularit — ma 16 singu-
larnich bodi,

" kvartika s dvéma obyéejnymi uzly bez dal§i singularity — ma 12 inflexnich bodd,

kvartika s dv€ma obycejnymi body tivratu bez dalfi singularity — ma 8 inflexnich
bodi a konecné

kvartika s dvdma oby&ejnymi uzly a jednim (oby&ejnym) bodem dvratu — m4 4 in-
flexni body.

Vzniké otdzka, zda-li v t&chto pfipadech mohou byti inflexni body kvartiky uplnym
jejim prisekem s kfivkou pfisluSného stupné. Pro kvartiku bez singularit tomu tak je,
jeji inflexni body jsou soustavou priseciki kvartiky s kfivkou 6. stupné, totiZ s jejim
Hessidnem. V tomto ¢lanku se zabyvam tfemi poslednimi z uvedenych pfipadd.

I. KVARTIKA BINODALNI

Tento pfipad v podstaté rozresil jiz H. W. RicaMoND [1]. Podavam nicméné nové
YeSeni tohoto piipadu, jeZto metoda, které uZivam, vede k bohatS§im geometrickym
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vysledk@im a zaroveri zahrnuje feSeni dalSiho pFipadu, totiZz kvartiky s dv€ma body
uvratu.

Zvolime uzly kvartiky za soufadnicové body O,, O, a za bod O, zvolime prii-
seCik primky oddélujici harmonicky spojnici 0,0, od teCen kvartiky v bod€ O,
s pfimkou oddélujici harmonicky touZ spojnici od te€en kvartiky v bod€ O,. V sousta-
v& soufadnic takto volené mé kvartika rovnici _

(1) f(x) = axi + x3(byxy + byxy) + x3(cox] + €1%;%, + ¢,x3) + dxix3 =0.
Snadno spo&itime, %e Hessidn této kfivky je dan rovnici

(2)  H(x) = (2cox3 + 2dx3) (2¢,x3 + 2dx7) [12ax3 + 6xa(byx; + byx,) +
+ 2cox? + eyx1%; + €5%3)] + 2(eyx3 + 4dx;x,) (3byx3 + deoxXs + 2¢1%,%3) .
S(3b2X3 + 2¢y%;X3 + 4cyX,%5) —
— (2cox3 + 2dx3) (3b,x3 + 2¢;x,x3 + 4eyx5x3)* —
— (2c,x3 + 2dx}) (3byx3 + deox; x5 + 2¢5%,%3)7 —
— [12ax3 + 6x5(byxy + byx,) + 2(cox} + c1xy%, + ¢,%3)] (ex3 + 4dx;x,)? = 0.

Uvazujme soustavu k¥ivek -
(3) H+Qf=0, :

kde Q je kvadratické forma o koeficientech a;;. VSechny tyto k¥ivky obsahuji' inflexni
body kfivky f. Ur&ime koeficienty a;; tak, aby bylo mo#no z levé strany rovnice (3)
vytknouti x5 v nejvy$8i moZné mocniné. Snadnym vypodétem se zjisti, Ze pro

a1 = 24COd s Qjp = 24C2d, Ay = 126161 s A3 = 36b1d s Q33 = 36b2d

lze z levé strany (3) vytknouti x3, p¥i ¢em¥ koeficient as3 je libovolny. I plati pro
takto volenou formu Q

(4) H + Of = x3K*,
kde K* je forma &tvrtého stupné urdena rovnici

(5) K*=[H + (24codx] + 24c,dx3 + 24c,dx;x, + T2bydx x5 + T2bydx,x;) f] :
1 x3 + azsf.

Rovnice

(6) K*=0

vyjadfuje pfi proménném a,; svazek k¥ivek &tvrtého stupné, které vesmés obsahuji
viechny inflexni body kvartiky £, jak ukazuje identita (4). Ze vzorce (5) se snadno vy-
potita, Ze koeficienty formy K* pfi x} a x% jsou rovny nule, co¥ znamens, Ze k¥ivka K*
prochézi body O, O, a ov§em jednoduse, jeZto jinak by neprotinala kvartiku f je§té
v dal§ich dvanécti bodech. Nalezli jsme tim znamy vysledek A. BriLLA [2], podle kte-
rého je 12 inflexnich bod binodalni kvartiky vytinano kvartikami svazku, k jehoZ basi
naleZeji oba uzly kvartiky. Kvartiky tohoto svazku maji v kaZdém uzlu spoleénou
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teénu, nebot jen tak je moZno, Ze jedna kfivka svazku, totiZ kvartika dana, ma tyto
body za dvojnasobné.

Aby inflexni body kvartiky f leZely na kubice, k tomu je nutno a staci, aby jedna
z kvartik nalezeného svazku se rozpadla na tuto kubiku a pfimku spojujici oba uzly,
&ili, aby pro tuto kvartiku koeficient p¥i x3 v levé stran& rovnice (4) byl identicky
roven nule. Snadny vypodet ukazuje, Ze tento koeficient je

72co¢1dx3x, + (192¢oc,d + 24cid — 144ad® + ay3d) xixj + 72¢,c,dx, x5 .
Kratime &slem d (= 0, nebof jinak by kvartika f byla rozloZiteln4) a dostaneme tedy
tfi podminky:

T20¢; = 0, 192coc, + 24¢? — 144ad + a3 = 0, 72cic, = 0.
Prostfedni podminka urcuje
(7 ass5 = l4dad — 192cqc, — 24c%.
Prvni a posledni podminka jsou splnény bud pro ¢, = ¢, ="0 nebo pro ¢, = 0.
Prvni vysledek znamena, Ze oba dvojnasobné body jsou body vvratu, a tim se ocitame
u daldiho pfipadu kvartiky, k némuZ se v dal§im vratime. Druhy vysledek vede ke
kvartice o rovnici
(8) axi + x3(byx; + byx,) + x3(cox? + cx3) + dxix3 =0,

jejiz charakteristickou geometrickou vlastnost snadno najdeme. Teény kvartiky f
v bodé O, jsou dany rovnici ,

dxZ + cox3 =0,
v bodé O, rovnici

dxi + ¢;x3 =0.

Kvartika skladajici se z té€chto teen

9 (dx3 + cox3) (dx] + ¢x3) = 0
protne kvartiku (1) v bodech leZicich na kuZelose&ce
(10) (ad — coey) x3 + dxy(byx; + byx,y) + ¢ydx;x, =0,

jak zjistime, kdyZ od levé strany rovnice ( 1) nasobené d odetteme levou stranu rovnice
(9) a kratime x3. KuZelosetka (10) se rozloZi na piimku x; = 0 (kterd obsahuje jen
prisetiky Oy, O, obou kvartik) a dal3i p¥imku tehdy a jen tehdy, kdyZ ¢, = 0. Tato

dalsi pfimka pak obsahuje dali &tyfi priseéiky obou kvartik, tj. dalsi prisediky teen
kvartiky (1) v bodech O, O, s touto kvartikou, takZe plati vysledek:

Nutnd a dostacujici podminka pro to, aby inflexni body binoddlni kvartiky byly
na ni vytaty kubikou, je ta, aby teény v uzlech protaly kfivku mimo uzly ve étyfech
bodech pFimky. (Tim je také dopln&n vysledek Richmondiv.)

Dostaneme zajimavy vedlejsi vysledek, kdyZ uZijeme dosavadnich uvah na kvar-
tiku, jejiZ oba uzly jsou inflexni, tj. jejiZz te¢ny v uzlovych bodech jsou te¢nami in-
flexnimi. Mimo uzly leZi pak jest€ osm inflexnich bodd. JeZto v tom pfipadé pro-
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tnou tetny v uzlovych bodech kvartiku jen v t&chto bodech, kuZelosetka (10) se
redukuje na rovnici

x2=0,
takZe je
bl = b2 = Cl = 0
a rovnice kiivky je
@1y axi + x3(cox? + ¢;x3) + dxix3 = 0.
Predchozi vypodty ziistavaji v platnosti, je jen tfeba v nich poloZiti nuly za koeficienty
by, by, cy.
To znamena, Ze z levé strany rovnice
(12) H+Qf=0,
kde koeficienty kvadratické formy Q jsou
ayq = 24cod, a,, = 24c,d, asz = 144ad — 192¢4c, ,
Ay = Gy3 = a3 =0,
Ize vytknouti x3. Snadno spoditame, Ze v tomto pfipadé je rovnice Hessidnu
H = 48acoc,x5 + 24(2ad — cocy) (cox? + €,x3) x5 +
+ 24dx3[— cdxt — 3x3 + 6(coc, — ad) x3x3] —
— 24d%x}x3(cox] + c3x3) =0

a e v levé strand rovnice (12) jsou jen sudé mocmny X3, tj. koeficient pti x3 je roven
nule. Lze tedy vytknouti x3 a plati

H+ of=x30',

kde Q' je kvadratick4 forma, a napsana rovnice pravi, Ze inflexni body kvartiky (11)
leZi na kuZelosedce Q' = 0.

Kvadratickou formu Q' uréime, kdy#? vykoname vypolet v rovnici (12) uZivajice
nalezeného vyrazu pro H. Dostaneme

Q' = 72(ad — ¢ocy) . [3(cox? + cx3) + 2ax3] .
NapiSeme-li rovnici (11) v tvaru
x3(ax3 + cox3) + x3(c,x3 + dx}) =0,

vidime, Ze kdyby bylo ad — c¢oc, = 0, byly by oba dvojéleny v zdvorkidch im&rné
a kfivka by byla rozloZitelna. Je tedy tento vyraz nenulovy a kuZelosecka inflexnich
bodid ma rovnici

3(cox? + cpx3) + 2ax3 =0,

jez nemiZe byt rozloZitelna (nebof coc, # 0, jeZto Zadny dvojndsobny bod neni
bodem tvratu, a + 0, jeZto jinak by kvartika méla dal§i dvojnasobny bod O, jak
ukazuje rovnice (11)). Mame tedy vysledek:
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Binoddlni kvartika, jeji¥ oba uzly jsou inflexni, md dalsich 8 inflexnich bodi,
které jsou z kvartiky vytaty reguldrni kuZeloseckou.

II. KVARTIKA BIKUSPIDALNI
Ma-li kvartika dva obylejné body tivratu, je jeji rovnice
(13) axy + x3(byxy + byx,) + ¢yx1x,x3 + dxix3 = 0.
Vypodty kapitoly I ziistavaji v platnosti a je t¥eba jen poloZiti v nich
co=¢,=0.

V levé strané rovnice (3) 1ze vytknout x3, tak¥e plati

(14) H+ Qf = x3K3,
kde K3 je kubicka forma. Identita pravé napsana ukazuje, Ze k¥ivka
(15) K3=0

prochazi inflexnimi body kvartiky, jichZ je v tomto pfipad€ 8. Rovnice (2) Hessidnu se
nyni zjednodusi na tvar
(16) 2dx% . 2dx3[12ax3 + 6x3(byx; + baX,) + 2¢1%1%,] +
+ 2(c;x3 + 4dx;x,) (3byx3 + 2¢1%,%3) (3b,X5 + 2¢1%,%3) —
— 2dx3(3b,x3 + 2¢,%,x5)* — 2dx}(3byx3 + 2¢,x,%5)* —
— (e1x3 + 4dx,x,)* [12ax3 + 6x3(byxy + byX5) + 2¢1%,%,] = 0.
UZitim tohoto vyrazu pro H a pamatujice, Ze je nyni

Ay = Ay = 0, a3z = 144ad - 240% s

zZjistime snadno, Ze koeficient pfi x3 v levé strang identity (14) je

(17) 72b,c,dx3x, + T2bye dx x5 .

To je zaroven v rovnici kiivky (15) ¢len neobsahujici x5. V této rovnici se tedy x; a x,
vyskytuji v nejvys§i mocning druhé a kfivka tedy prochazi jednoduse body O,, O,.
Nalezli jsme tedy vysledek:

Inflexni body bikuspiddlni kvartiky, jichZ je osm, jsou z této kfivky vytaty ku-
bikou, kterd prochdzi jednoduse obéma body uvratu.

Nés ovSem zajimé otdzka, miZe-li osm inflexnich bodd byti vytato kuZeloseSkou.
Kdyby to nastalo, méla by tato kuZeloseCka s kubikou K3 osm bodi spolenych a ku
bika by se tedy rozloZila na tuto kuZelosecku a na pfimku 0,0,. Podminka pro to je,
aby vyraz (17) byl identicky roven nule. ProtoZe p¥edpoklad b, = b, = 0 je vy-
louden (vedl by k rozloZitelnosti kvartik,y), je nutné

¢; =0.
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Za tohoto predpokladu Ize z levé strany (14) vytknouti x3 a koeficient pii této mocning
poloZeny roven nule dava rovnici kuZelosecky obsahujici inflexni body. Je nyni a;, =
=0, as3 = 144ad a vyraz ( 16)' se zjednodusi. Snadno se spoditd, Ze rovnice hledané
kuZeloseCky je

3b2x2 + 3b2x2 + 8ax3 + 12b1byx,x, + 12ab;x x5 + 12abyx,x5 = 0.
Diskriminant této kuZeloseCky je roven nule, kuZelosetka je rozloZitelni. Vedeni
obdobnym vysledkem kap. I, uréime snadno charakteristickou geometrickou vlast-
nost k¥ivky (13) pro ¢; = 0. Rovnici kfivky lze psati

x3(byxy + byx, + axsy) + dxix3 = 0.
Pfimka b,x, + b,x, + ax; = 0 protne kvartiku na osach x, = x, = 0, jeZ jsou
te¢nami Gvratu, vzdy dvojndsob, co? znamen4, Ye tato pfimka je dvojndsobna teéna
kfivky. MiZeme tedy vysloviti tento souhrnny vysledek:

Nutnd a dostaéujici podminka pro to, aby osm inflexnich bodii bikuspiddini kvar-
tiky bylo z kvartiky vytato kuZeloseckou, je, aby priseciky teen dvratu s kfivkou
byly dotykovymi body dvojndsobné tecny krivky. Tato kuZelosecka se sklddd ze dvou
pFimek.

Jinymi slovy, inflexni body kvartiky s uvedenou vlastnosti leZi po étyFech na dvou
pFimkdch.

II. PRIPAD CTYR INFLEXNICH BODU

To je pfipad kvartiky s dvéma uzly a jednim bodem uvratu. Ma-li kvartika tii
dvojnasobné body a zvolime-li je za soufadnicové vrcholy O, O,, O5, ma kvartika
rovnici
(18) ayx2x2 + a,x3x2 + asxix% 4+ 2b;x3x,%5 + 2byx;X3%5 + 2b3x;%,%x3 = 0>
kde

a,a,a; £ 0,

jeZto jinak by kvartika byla rozloZitelna. Rovnice v tomto tvaru je invariantni vici
cyklické permutaci indexti. TutéZ vlastnost ma ovSem i Hessian kfivky. Vypodteme jej
(vypodet neni pfili§ pracny, jednak vzhledem k vlastnosti pravé uvedené, jednak
vzhledem k tomu, Z¢ Hessidn m4 s kvartikou spoledné uzlové body i tedny v nich).
Dostaneme timto vypo&tem (d&lime 24mi):

a1 H = (b} — a,a5) x{(asx3 + a,x3 + 2byx,x3) +
+ (b3 — ayas) x3(asx} + ayx3 + 2byxx3) +
+ (b3 — aja,) x3(ax} + a;x3 + 2byx,x,) +
+ 2a,(2byby — a;by) x3x3 + 2a5(2b;by — ayb,) X3x3 + 2a4(2b,b, — ashy) x3x3 +
+ 2(azas + 2b7) xjx,x3(by%; + bsyXs) + 2(ayas + 2b3) x,x3x3(byx; + bsx3) +
+ 2(aya; + 2b3) x;x,x3(byx; + byx,) + 6(ayaa5 + bybybs) xix2x? .
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Spojnice dvojnasobnych bodit protnou Hessian kfivky mimo tyto body ve tfech
dvojicich bodt. Pro x; = 0 je dana tato dvojice rovnici

(bg “ ala3) x% + (b% - alaz) x% + 2(2b2b3 - albl) XZX3 = 0 .
Cyklickou zamé&nou se dostanou rovnice obou dvojic pro x, = 0, x5 = 0:

(bf - aza3) xi =+ (bg bl alaz) x§ + 2(2b1b3 - azbz) X1X3 = 0 >
b? — 24 (b3 - 2 4+ 2(2byb, — asb =0
(b% — aqa3) x7 + (b7 — aya3) x5 + 2(2byb, — azbs) x,x, = 0.

Tyto tfi dvojice leZi na kuZelosedce

Q0 = (b — aza;) x7 + (b3 — aja;) x5 + (b3 — aya,) x} +
+ 2(2b1b2 - a3b3) xlxz -+ 2(2b1b3 - albz) x1x3 + 2(2b2b3 - albl) x2x3 = 0 .

Ka?da kfivka svazku
(20) H+ A0f=0,

kde A je parametr ve svazku, protne pfimku 0,0, mimo (dvojnasob) tyto body jests
ve dvou bodech leZicich na Q, coZ plati celkem za Sest priseciki. Jestlize tedy urgi-
" me A tak, aby prislu§na sextika obsahovala dalsi bod spojnice 0,03, ma tato sextika
s touto spojnici spoleénych sedm prisefiki a obsahuje ji tedy jako soudast. Leva
strana (20) davé pro x, = 0, kdyZ kratime a,x3x3:

(b3 — aja;) x3 + (b3 — a,a;) x5 + 2(2b,b; — a;by) x,x5 +
+ 1[(b§ — a1a3) %5 + (b§ — a,a;) x5 + 2(2byby — a;by) x,x3] = 0,
coZ je identicky rovno nule pro 4 = — 1. Pro tuto hodnotu 4 obsahuje sextika svazku

(20) jako sougast pfimku x; = 0, ale také x, = 0 a x; = 0, jak plyne z vlastnosti
rovnice (18) vySe zdrazn&né. To znamena, Ze

(21) H — Qf = x;x,%:,K> .
Odtud dostaneme snadnym vypocétem
(22) K3 = 2(a2a3 —bi) x%(ble + b3X3) + 2(a1a3 - b%) x%(blxl + b3X3) +

+ 2(aya, — b3) x3(byx, + byx,) — (3aja,a5 — 6bybyby + aibt + ayb +

+ a3b3) x;%,%;5 .

Tento vyraz ukazuje, Ze kubika K> = 0 prochézi jednoduse dvojniasobnymi body O;
kvartiky a protne ji tedy jeSt& v 6 bodech, coZ jsou, jak ukazuje identita (21), inflexni
body kvartiky, jichZ je pravé Sest, kdyZ dvojnasobné body jsou obydejné uzly. Identita
(21) dale ukazuje, Ze tato kubika protne Hessian v Sesti bodech, ve kterych je Hessidn

protat kuZeloseCkou @ mimo spojnice uzlovych bodd. Dostavime tak mimochodem
zajimavou vétu o inflexnich bodech trinodalni kvartiky:

Hessidn trinoddini kvartiky protne spojnice uzlii mimo tyto uzly v Sesti bodech

vr

leZicich na kuZeloseéce. Tato kuZelosecka protne Hessidn v dalsich Sesti bodech a ku-
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bika poloZend uzly a témito Sesti body protne kvartiku v jejich Sesti inflexnich
bodech.")

Vratime se k naSemu problému. BudiZ jeden dvojnasobny bod kvartiky bodem
uvratu. Je-li to bod O,, znamen4 to, jak plyne z rovnice (18), Ze

a;a, — b3 =0.

Uvahy vedouci k rovnici kubiky K3 ziistavaji v platnosti, ale v této rovnici odpada
&len obsahujici x2, kfivka K®> ma dvojnisobny bod O,. Tento bod je tedy &tyi-
nasobnym priisedikem kvartiky a kubiky K3, kter tedy protne kvartiku mimo body
dvojnasobné jesté ve &tyfech bodech, pravé v inflexnich bodech kvartiky. Je otazka,
mohou-li tyto étyfi body leZeti v pfimce. Kdyby tomu tak bylo, rozloZila by se kubika
K3 na tuto pfimku, jeZ oviem neobsahuje Z4dny bod O,, a na kuZelosecku, ktera by
prochézela viemi body O; a to bodem O; dvojnasob. Byla by to tedy kuZelosecka
X%, = 0.
Kdyby leva strana (22) obsahovala &initel x,x,, platilo by identicky

2((12(13 bt bi) b3X%x3 + 2(0103 - b%) b3x§x3 =0.

AvSak b, + 0, nebof jinak by bylo a;a, = 0, jeden koeficient a; by byl roven nule
a kvartika by byla rozloZitelna. Bylo by tedy nutné

aa, — b3 =0, aja;—b:=0,
coZ by znamenalo, Ze také body O,, O, jsou body tuvratu. Je tedy dokazano:

Inflexni body kvartiky o dvou uzlech a jednom bodu uvratu, které jsou poétem
CtyFi, nemohou leZeti v pFimce.
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1y Dostavame mimochodem dalsi zajimavy vysledek. Kubika K 3 protne spojnice uzld mimo
uzly je§té ve tiech bodech, které, jak se snadno spocita, lezi v pfimce. Kubika K 3 je protata kubi-
kou sloZenou z tfi spojnic uzl v uplném proniku dvou kubik, jehoz tfi body leZi v pfimce a tedy
zbyvajicich $est, jak je zndmo, na kuZeloseéce. V naSem pfipadé to znamen4, Ze uzlové body kvar-
tiky jsou dotykové body kubiky K3 s kuzelosetkou. Kvartika protne -kubiku X 3 ve.12 bodech,
z nichZ tfi, dvakrit poditané, lezi na kuZeloselce, takZe zbyvajicich Sest, coZ jsou inflexni body
kvartiky, lezi rovnéz na kuZeloseéce, jak rovnéz plyne ze znidmych vlastnosti kubiky. To je po-
mérné struény a jednoduchy dikaz zdkladni véty, Ze inflexni body trinodalni kvartiky leZi na ku-~
Zelosecce.
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PeszroMme

TOYKH IEPETMBA HEKOTOPBIX ITJIOCKHX KBAPTHUK

-

BOI'VYMMIJI BBIPKOBCKHH (Bohumil BydZovsky), Becemu 1. JTyxumnu

BBIBAIOT CIyYaW, KOIJa YHWCIO TOYEK meperuba IUIOCKOH KBapTHKH SBJISAETCS
KPaTHBIM YeTHIPEX, YTO IPHUBOJUT K BOIPOCY, MOIYT JIH B 3THX CJIy4asX TOYKH
nepernba OBITH HONHBIM IIEPECEUCHWEM KpHMBOH C IOPYroil XpuBOM ITOIXXQIALIEH
crenend. Ha 3TOT Bompoc aercs OTBET B NpEeNbIAYIUEH cTaThe IS TPeX CIyd4aeB.

BuHonanpHas kBapTHka f obiamaer 12 Toukamu neperuba. Ecim ee ypaBHEHHE
TIpHEBECTH X BHAY (1) wemickoro Texcra, TO ee KpuBas Xecce H BhIpaxaeTcs ypaBHe-
mEeM (2). B ceMeiicTBe KpHBBIX

A3) H+0f=0

rage Q O3HAYaeT KBa[paTHyHyIo (opmy, Ko3OHIMEHTH a;; 3TOH (OPMEI MOXHO
OIIPENETUTH TaK, YTO MMEEeT MECTO TOXIECTBO

@ H + Of = x3K*,

rae K* — popma yeTBepToit crenenn. IIpuToM KOIPOHUUHEHT @33 OCTAETCA HEONpPE-
OeNeHHBIM. Y paBHEHWE

(6) K*=0

BBIpaXaeT IIpH IEPEMEHHOM di3 CBSA3KY KDHMBBIX, KOTOPHIE CONEPXKAT BCE TOYKH
neperu6a xpupoii f. ITOT pe3yabTaT ObUI IOJy4YeH yxe A. Bpunmem. Hanee, nis
TOro, 4ro6nl TOYKH Ieperuba KpHBOH [ BBICEKAIHMCh KPHBOH TPETHErO MOPSAIKA,
YacThbIO ONHOM M3 KpHBBIX CBS3KHM (6) IOJDKHA OBITh HpsiMas, coenuHsroulas oba
y37a KpHBO#; IanbHeiIed 4YacTpio OymeT HCKOMas KpHBas TPETHEro MOPSIKA.
OT0 BBIpaxaercs anredpamyeckum ycioBueM c¢; = 0. (3To ycnoBHe BBIBENI B HHOM
page X. B. PHYMOHZ, KOTOpHIH HE HCCIEOOBAI €r0 IeOMETPHYECKHM IyTEM.)
C zeomempuueckoti mouku 3peHus 6UHOO0AIbHAA K8APMUKQA, MOYKU nepeuba Komopoii
BbICEKAIOMCA KPUBOL mpembe20 NOpAOKA, XAPAKMEPU3Yemca mem, Ymo ee Kacamenb-
Hble @ Y34aX NepeceKarom Kpugyio KpOMe Y3408 8 uembvlpex MOUKAX, AeHCAWUX Ha
00HO1l npAMOIL.

B Bume ocoboro ciydas paccMOTpeHa KpHBasi, 00e BOWMHBIE TOYKH KOTOPOM
SABJIIIOTCS Y3JIaMH Iiepernfa, Tak YTO y KPHUBOM MMEETCs ellle BOCeMb NaJIbHEHIIUX
TOYeK Ieperuba. Omux 6ocemb mouek nepezuba Aexcam Ha pezyaapHOM KOHUYECKOM
CeueHuu.

BukycnuoanbHas XpuBas ¢ BOCEMbIO TOYKAMM Ilepernba MOXeT pacCMaTpHBATLCS
KaK YaCTHBIM ClIyyall IpeJBIAYLUEro ciydas: B GOpMyJIax IOCTATOYHO MOJOXKHTH
¢y = ¢, = 0. Tornma 6yner

(14) H+ 0f = x3K3
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¥ TOYKH neperuba Jexar Ha KpMBOM TPETLErO MOPANKA, COAEpXallel, kKak HETPYAHO
BUIETh, 00€ TOYKH BO3BpaTa. [Jig TOro, YToGhl TOUKH Iepernba Ha KpHUBOi BHICEKa-
JIACh KOHMUECKHM CEYeHHEeM, HajiIeHHAs KpHBas TPETbEro IOPSIKA JOJDKHA Pacia-
IaTBCS Ha 3TO KOHMYECKOEe CeYeHUE W Ha NPSMYIO, COSIUHIIOLIYIO TOYKH BO3BpaTa.
"3TO BEIPAXKAETCS YCIOBHeM ¢; = 0. Konuueckoe ceuenue pacnadaemcs Ha 08e npamvle,
U KpUBQA 2e0MEeMPULECKU XAPAKMEPUIYemCA mem, Ymo OatbHelduue moyKu nepeceye-
HUA KacameabHvlX 8038pamMa ¢ KpUueoli Cymy ee Mouku KACaHus ¢ 080LHO KACAmeabHOl.

B xadvecTBe TPETHETO Cllyyas PacCMaTpPHBACTCS KBAPTHKA C YETHIPbMSA TOYKAMH
neperu6a. Y 370# KpUBOR MMEIOTCs 1Ba OOBIKHOBEHHBIX Y3JIa H OJHA TOYKa BO3Bpa-
Ta. ECJIK TpH NBOMHbBIE TOYKU KBAPTHUKHM f B3ATh B KA4€CTBE OCHOBHBIX TOYSK CHCTEMBI
xoopauHaT, TO (18) Oymer ee ypammenmeMm, a (19) — ee ompemenmresiem Xecce.
Kpusast Xecce nepecexaeT COeIHHUTEIBHbIE NMPSIMbIE TPEX OBOHHBIX TOYEK, KpOMeE
3THX TOYEK, elle B TpeX Iapax TOYEK, JIeKAILIHX Ha KOHWYECKOM ceueHud Q = O,
TIpUYEeM CHPABEIIUBO TOXIECTBO

3)) H—Qf = xyx,x3K> .

3necs K>® — xy6uyeckas ¢opma, BepakeHHas ¢opmyinoi (22). Kpusas TpeTsero
nopsinka K* = 0 COmepXHT JBOMHEBIE TOYKH KBAPTHKH H IIEPECEKAET €€, KDOME.TOTO,
B ee LIECTH TOoYkax meperuba B ciyyae, KOraa BCE NBOHHBIE TOYKH —OOBIKHOBEHHEIS
yaimer. Ecim ke OffHa M3 JBOMHBIX TOYEK €CTh TOYKa BO3BpATa, UMEET MECTO Hamp.
a,a, — b% = 0, xpusas K> ob6namaer mBoitno#t Touxoit (0,0, 1) w mepecexaeT Kpu-
BYIO KaK B JBOWHBIX TOYKaX, TAK M B YeThIpex Toukax meperuda. Eciam GbI 3TH TOYKH
neperu6a Jexan Ha IpsMol, kpuBas K> mosokHa 6b11a 6bI COmEpXaTh 3Ty IPSIMYIO
B BHIE CBOEH YacTH, NpuyeM JajIbHEHIe# gacThio OBUIO OB KOHWYECKOe CEYEHHE,
XOTOpOE comepxairo Ovl Bce ABoiHbIe TOUYKH (ToUKy (0, 0, 1) IBaXKabI), T.€. KOHUYECKOE
cedeHre x;x, = 0. JIerko BHAETh, 4TO TAKOE pacHmaicHue KpmBoi K> HEBO3MOXHO,
€CIIH TOJBKO BCE NBOWHBIE TOUKH HE SBJISIOTCS TOYKaMH Bo3Bpara. WTtak, ecau
Keapmuxa umeem uemvipe MouKu nepe2uba, Smu MoYKu He MO2YM AeHCaAmy HA OOHOTL
npAMo.

Zusammenfassung

UBER DIE INFLEXIONSPUNKTE
EINIGER EBENEN KURVEN VIERTER ORDNUNG

BoHUMIL BYDZoVsKY, Veseli n. LuZnici

Es gibt Fille, wo die Anzahl der Inflexionspunkte einer ebenen Kurve vierter Ord-
nung ein Vielfaches von vier ist, was zu der Frage Anlass gibt, ob in diesen Fillen die
Inflexionspunkte den vollstindigen Schnitt der Kurve mit einer zweiten Kurve von
passender Ordnung bilden konnen. Diese Frage wird im bevorstehenden Artikel in
drei Fillen beantwortet.
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Die binodale Quartik f besitzt 12 Inflexionspunkte. Wird ihre Gleichung auf die
Form (1) des tschechischen Textes gebracht, so ist ihre Hesse’sche Kurve H durch (2)
dargestellt. Im System von Kurven

3) H+Qf=0,
wo Q eine quadratische Form bedeutet, kénnen die Koefizienten a;; dieser Form der-
art bestimmt werden, dass die Identitéit

(4) H + Qf=x3K
besteht, wo K* eine Form der vierten Ordnung ist. Dabei bleibt der Koeffizient a3
unbestimmt. Die Gleichung

(6) K*=0

driickt bei verdnderlichem a5 einen Biischel von Kurven aus, welche insgesammt die
Inflexionspunkte der Kurve f enthalten. Dies deutet auf ein schon von A. BRILL ge-
fundenes Ergebnis. Sollen nun die Inflexionspunkte der Kurve f durch eine Kubik
ausgeschnitten werden, so muss eine Kurve des Biischels (6) die Verbindungslinie der
beiden Knoten als ihren Teil enthalten; der weitere Teil ist dann die gesuchte Kubik.
Algebraische Bedingung dafiir ist ¢, = 0. (Diese Bedingung in anderer Form hat
H. W. RicHMOND angegeben, ohne auf ihre geometrische Deuturig einzugehen.) Die
binodale Quartik, deren Inflexionspunkte von einer Kubik ausgeschnitten werden,
ist geometrisch dadurch charakterisiert, dass die Tangenten in ihren Knoten die
Kurve ausserhalb der Knoten in vier in einer Geraden liegenden Punkten schneiden.

Als Spezialfall wird die Kurve behandelt, deren beide Doppelpunkte Inflexions-
knoten sind, sodass die Kurve noch weitere acht Inflexionspunkte besitzt. Diese acht
Inflexionspunkte liegen auf einem reguldren Kegelschnitt.

Die bikuspidale Kurve mit acht Inflexionspunkten kann als Spezialfall des vorher-
gehenden Falles behandelt werden, indem in den Formeln ¢, = ¢, = 0 gesetzt wird.
Es gilt nun

{14) H + Qf=x3K

und die Inflexionspunkte liegen auf einer Kubik, die, wie leicht festzustellen ist, die
beiden Riickkehrpunkte enthilt. Sollen nun die Inflexionspunkte auf der Kurve von
einem Kegelschnitt ausgeschnitten werden, so muss die gefundene Kubik in diesen
Kegelschnitt und die Verbindungslinie der beiden Riickkehrpunkte zerfallen. Bedin-
gung hiefiir ist ¢, = 0. Der Kegelschnitt zerfdllt in zwei Geraden, und die Kurve ist
geometrisch dadurch charakterisiert, dass die weiteren Schnittpunkte der Riickkehr-
tangenten mit der Kurve die Beriihrungspunkte dieser Kurve mit einer Doppeltan-
gente sind.

Als dritter Fall wird eine Quartik mit vier Inflexionspunkten behandelt. Diese
Kurve hat zwei gewdhnliche Knoten und- einen Riickkehrpunkt. Werden die drei
Doppelpunkte einer Quartik f zu den Grundpunkten gewihlt, so ist (18) ihre Glei-
chung und (19) ihre Hesse’sche Determinante. Die Hesse’sche Kurve schneidet die
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‘Verbindungslinien der drei Doppelpunkte ausser in diesen Punkten noch in drei
Punktepaaren, die auf einem Kegelschnitt Q = 0 liegen, wobei die Identitit

{21) H — Of = x,X,%x,K3

besteht. Hier ist K> eine kubische Form, die durch die Formel (22) ausgedriickt ist.
Die Kubik K® = 0 enthilt die Doppelpunkte der Quartik und schneidet sie ausserdem
in ibren sechs Inflexionspunkten im dem Falle, wo alle Doppelpunkte gewdhnli-
<he Knoten sind. Ist jedoch ein Doppelpunkt ein Riickkehrpunkt, so gilt z. B.
asa, — b} = 0, die Kurve K? hat den Doppelpunkt (0, 0, 1) und schneidet die Kurve
ausserhalb der Doppelpunkte noch in den vier Inflexionspunkten. Sollten diese
Inflexionspunkte auf einer Geraden liegen, so miisste K> diese Gerade als einen Teil
-enthalten und der weitere Teil wire dann ein Kegelschnitt, der alle Doppelpunkte ent-
hielte, und zwar den Doppelpunkt (0, 0, 1) doppelt, also der Kegelschnitt x,x, = 0.
Es ist leicht zu erwigen, dass ein solcher Zerfall der Kurve K> nicht mdglich ist, so-
lange alle Doppelpunkte nicht Riickkehrpunkte sind. Besitzt also eine Quartik veri
Inflexionspunkte, so konnen diese Punkte nicht auf einer Geraden liegen.
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