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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 90. (1965), Praha

O KOMPAKTNICH MNOZINACH V LOKALNE KONVEXNICH
PROSTORECH

Jiki Fi1AaLA, Praha
(Doslo dne 21. kvétna 1964)

V 1. 1938 dokdzal I. M. GELFAND [1] toto kriterium kompaktnosti pro banachovy
prostory: K tomu aby mnoZina K v banachové prostoru X byla (relativn&) kompaktni
je nutné a v pfipadé, Ze X je separabilni i stadi, aby pro kazdou posloupnost linedr-
nich funkciondld, kterd slab& konverguje k nule, byla limitni relace

(1) fux) =0

splnéna stejnomérné na K. Pfeneseme tento vysledek na neseparabilni lokdIné
konvexni prostory a dokdZeme nékteré véty o vnofeni.

1. KRITERIUM KOMPAKTNOSTI V PROSTORECH C(S) -

Nechf S je lokdln& kompaktni Hausdorffiiv prostor. C(S) oznaujme mnoZinu
viech spojitych funkei na S. Struktura lokdln& konvexniho prostoru je na C(S) uréena
skoro stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci na S. Posloupnost a podpo-
sloupnost v dalSim je totéz co ,,net* a ,,subnet* u KELLEYho [2] Preformulujme pro
nasi potfebu Arzela-Ascoliho kriterium kompaktnosti systému funkei z C(S) ([2],
str. 234):

PodmnoZina K prostoru C(S) je relativn® kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyZ je
skoro omezend (tj. omezend na kazdé kompaktni podmnoZing) a stejn& spojitd na S.
Posledni podminka je ekvivalentni s touto: Je-li {s,} posloupnost z S konvergujici k s,
pak f(s,) = f(s) stejnom&rmné& na K.

2. VETY O VNORENI

Véta 1. KaZdy lokdlné konvexni prostor lze vnofit (linedrni homeomorfismus,
v pFipadé normovaného prostoru isonormni linedrni zobrazeni) do prostoru C(S),
kde S je lokdlné kompaktni (v pFipadé normovaného prostoru kompakini) Haus-
dorffiv prostor.
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Diikaz. Nejprve nechf je X normovany prostor. Jednotkovd koule (siln& uzavie-
nd) Q prostoru X* je podle Alaogluovy véty slab& kompaktni. Prvku x € X pfifadime
tuto funkci na Q:

u(f) = 1(x) -

Funkce u je spojitd ve slabé topologii na Q. KdyZ totiZ f, - f je u(f,) = f.(x) »
— f(x) = u(f). Ddle je zfejm& toto pfifazeni linedrni. Konetn& |u(f)| = |f(x)| <
< ||| a tedy max |u(f)| < ||x|. S druhé strany podle Hahn-Banachovy véty existuje
takovy linedrni funkciondl f na X, Ze ||f| < 1 a f(x) = ||x| pro ten nd§ prvek x.
Tedy celkem max |u(f)| = |x|. Necht nyni je X lokdln& konvexni. Podle zndmé
véty (viz napf. [3] Ch. II, § 5, Proposition 7) je moZno X vnofit do kartézského
soudinu normovanych prostorii a tedy do kartézského soudinu

(2) : [rces),

el

-

kde S, jsou kompaktni Hausdorffovy prostory. Oznaime S topologicky soudet (direct
join) prostort S,. S je zfejm& lokdln& kompaktni prostor. Vnofime nyni souin (2)
do C(S): Prvku {f,} z (2) ptifadime takto definovanou funkci na S:

f(x) =fx) pro x€8,.
Toto pfifazeni je zfejmé Zddanym vnofenim. Tim je dtikaz ukonden.

Pozndmka. Je-li normovany prostor X separabilni, lze totéZ Zddat i od S. V pfi-
padé lokdIn€ konvexniho prostoru to plati, je-li metrisovatelny. Diikaz plyne z toho,
Ze S je slabé separabilni, je-li X separabilni a ddle z toho, Ze kartézsky soudin spodetné
mnoha separabilnich prostori je opét separabilni prostor.

Jako dusledek dokdzaného tvrzeni dokdZeme nyni vétu o vnofeni metrickych
a uniformnich prostori.

Véta 2. KaZdy metricky prostor je isometricky néjaké podmnoZiné prostoru C(S),
kde S je kompaktni Hausdorffiw prostor. Kazdy (oddélitelny) uniformni prostor je
ekvimorfni (prosté a vzdjemné stejnomérné spojité zobrazeni) néjaké podmnoZiné
prostoru C(S), kde S je lokdlné kompaktni Hausdor{fiw prostor.

Dikaz. Necht nejprve X je metricky prostor. Zvolme libovoln€ y, € X. KaZzdému
prvku y € X pfifadime funkci f, na X:

Sx) = o(x, y) = e(x, o).

Plati ziejm& |f,(x)| < o(y, ¥o)- Tedy f, € m(X), to jest prostoru viech ohranitenych
funkci na X. DokdZeme, Ze

oy, 2) = max |£,(x) = £(x)] -
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Jednak mdme

max |f, — f,| = max |o(x, y) — o(x, z)| < o(y, 2).
Dile

max |(x) = £.(3)| < |1,00) = £0)] = ey, 2) -

m(X) je normovany prostor a miZeme jej tedy podle v&ty 1. vnofit do C(S) s kompakt-
nim S. Hausdorffav uniformni prostor miZeme vnofit do kartézského soudinu
metrickych prostori ([2], Ch. 6. THM. 15). Déle je postup stejny jako u pfedchdze-
jiciho diikazu véty 1.

3. KRITERIUM KOMPAKTNOSTI

Véta 3. Necht K je podmnoZina lokdlné konvexniho prostoru X takovd, Ze pro
libovolnou k nule slabé konvergujici posloupnost {f,} linedrnich funkciondli na X
je limitni relace

fx)=0
splnéna stejnomérné na K. Pak je K relativné kompaktni.

Diikaz. Necht nejprve je X normovany. MnoZina K je ohrani¢end. Kdyby tomu
tak nebylo, existovala by posloupnost (v oby&ejném smyslu) x, € K tak, Ze |x,| = n.
Pak by ale existovaly funkciondly g, [|9.] = 1 a g.(x,) = |x,|- Posloupnost

_ 1
o= T

slab& konverguje k nule, ale

Flxa) = ] 7F -l = Jxall* 2 /() > o0

a tedy nekonverguje stejnomérné na K. Podle véty 1. je X isomorfni né&jaké podmno-
Zin& prostoru C(Q), kde @ je siln& uzaviend jednotkovd koule > prostoru X*. Pii pfi-
fazeni odpovidd mnoZiné K né&jakd ohrani¢end podmnoZina K =C(Q). Dokédzeme,
e K je stejné spojitd. Necht f, — f, tj. f, — f = 0, slab& (f,, fe K) a necht ue K
odpovidd x. Pak

u(fy = f) = u(f) — u(f) = fulx) = F(x) = (fa =) (x) > 0

stejnomérné na K podle pfedpokladu. Podle Arzela-Ascoliho véty je K relativnd
kompaktni a tedy i K. Je-li X lokdln€ konvexni, vnofime ho do kartézského soudinu
normovanych prostort X,. OznaCme projekce na soudinitele takto: pr, K = K.

Déle definujme
fg:)(x) = fa({x)'}) >
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kde x, =0 pro y # ta x, = x pro y =¢. To jsou linedrni spojité funkciondly na X,
slab& konvergujici k nule a to na K, stejnomé&rné. Proto jsou K, relativné kompaktni
a podle véty Tichonovovy je relativn€ kompaktni i jejich kartézsky soucin. ProtoZe K
je podmnoZina tohoto soudinu, je i ona relativné kompaktni.

Pozndmka. Dl’lkaz pro lokdlné konvexni prostor Ize vést i pfimo bez uZiti vnore-
ni, aplikujeme-li Arzela-Ascoliho v&tu pro C(S) s S lokdln& kompaktnim.

Z véty Banach-Steinhausovy ([3], Ch. IIL § 3) plyne okamZit& toto &dstené obra-
ceni:

Je-li X t-prostor (espace tonnelé) a K prékompaktni podmnoZina X, pak libovolnd
posloupnost (f,).ey (N je mnoZina pfirozenych &isel) slab& konvergujici k nule na X,
konverguje na K stejnomerng.

Literatura

[1] I. M. Gelfand: Abstrakte Funktionen und lineare Operatoren. Matém. Sb. 1938, 4, 235—286.
[2] J. L. Kelley: General Topology, Van Nostrand 1955.
[3] N. Bourbaki: Espaces vectoriels tologiques, Hermann 1955.

Pes3ome

O KOMITAKTHBIX MHOXECTBAX B JIOKAJIBHO
BBITITVKJINX ITPOCTPAHCTBAX

UPXHM ®UAIJIA (Jiti Fiala), IIpara

B 3T0if paboTe MOKA3BIBAIOTCS CIEAYIOUIME TEOPEMBI:

1. BcsiKoe JIOKAJIBHO BBIMYKJIOE MPOCTPAHCTBO MOXKHO BJIOXKHTH B IPOCTPAHCTBO
C(S), rne S — NOKaJNBbHO KOMIAKTHOE MPOCTpaHCTBO Xaycaopbda.

2. Bcesixoe MeTpUYECKOe MPOCTPAHCTBO U3OMETPHUYHO HEKOTOPOMY IOJMHOXECTBY
NIPOCTPaHCTBA C(S), rae S — KoMmakTHoe npocrpaHcTtBo Xaycmopdda. Besikoe
PaBHOMEDHOE IPOCTPAHCTBO SKBUMOP(HO HEKOTOPMY IOAMHOXECTBY IIPOCTPaH-
CcTBa C(S), rae S — JIOKaJbHO KOMIIAKTHOE MpocTpancTBo Xaycmophda.

3. Iyctes K — MOAMHOXECTBO JIOKAJILHO BBINYKJIOTO IPOCTPAHCTBA X TaKoe, YTO
Ui BCAKOM HOCTeNOBaTeNbHOCTH {f,} JuHeliHbIx ¢(yHKuuoHanioB Ha X, cmabo
cxopsmeiics K HYJIIO, IPeIeSIbHOE COOTHOLICHHE

/. a(x) -0

BBINIOJIHACTCSI pABHOMEPHO Ha K. Torga K sBisieTCs OTHOCHTEIBHO KOMIIAKTHBIM.
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Résumé

SUR LES ENSEMBLES COMPACTES
DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

Jikf F1aLA, Praha

Dans cet article nous démontrons les théorémes suivantes:

1. Chaque espace localement convexe X est isomorphe & un sous-espace d’espace
C(S), ou S est un espace de Hausdorff localement compact.

2. Tout espace métrique est isomorphe & un sous-ensemble d’espace C(S), ou S
est un espace de Hausdorff compact. Chaque espace a structure uniforme (séparé)
est équimorphe a un sous-ensemble d’espace C(S), ou S est un espace de Hausdorff
localement compact.

3. Soit K est un sous-ensemble d’un espace X localement convexe, tel que pour
chaque suite {f,} des fonctionelles linéaires sur X, qui tend vers zéro, la relation

suivante
fx)>0, xekK

est satisfaite uniformément. Alors, K est relativement compact.
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