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O nékterych novéjsich vysledcich z teorie
miiZovych bodi.
Od Arnolda Walfisze) 2)

Dovolim si v nasledujicim podati zpravu o nejdulezitéjsich
pokrocich, které zaznamenala teorie m¥iZovych bodud asi b&hem
posledniho roku. Pii tom je vS8ak vhodno zminiti se také o dii-
véjsich vySetfovanich v tomto oboru, aby nejnovéji docilené
pokroky byly postaveny do pravého svétla.

Miizové body jsou body o celistvych soufadnicich ve 2, 3 neb
vicerozmérném’' cartezském prostoru. V takovém prostoru udame
koneény, uzavieny obor B(x), ktery zavisi na jedné positivni
proménné z, a v podstaté jde pak o to, odhadnouti shora a zdola
podet G(x) miiZovych bodt v B(z) s rostoucim z. (O-problémy a
Q-problémy.) Obory B(x) musi pfi tom byti ,,slusné*, aby ptipous-
tély vySetfovani v tomto sméru. Co v8ak znamenda ,slusny‘, ne-
musim vykladati, nebot v dalsim budou uvaZoviny jen problémy
docela specielnfho druhu, pii kterych obor B(z) bude explicite
vypsan. Pfi téchto problémech, jako viubec pii nejdilezitéjsich
problémech tohoto oboru, tvoli geometricky pivod oboru B(x)
jen vhodny plast &isté aritmetického jadra. Nemiize tudiZz pie-
kvapiti, Ze se nahlizi na teorii mfiZovych bodu jako na oddil teorie
éisel.

Acgkoliv klasické problémy z teorie miiZovych bodi jsou velmi
davné, pfece zadalo systematické vySetfovani podle modernich
principt teprve pied étvrt stoletim. Jedind udebnice, kterd vénuje
témto otdzkdm ndleZitou pozornost, je trojsvazkova udebnice od

1) Tento ¢lanek jest rozSifend znéni referdtu, ktery pan Dr. A. Walfisz
fednesl ve VarSavé na prvnim sjezdu slovanskych matematiki dne 26.
z4¥ 1929. Pan Walfisz vypracoval laskavé rukopis tohoto ¢lanku pro nés
Basopis. Preklad obstaral p. Vladimir Knichal, asistent matematického
seminé¥e na Karlov® université. Casovym odkazéim jest rozuméti vzhledem
ke dni 26. z&¥i 1929; tedy ,,poSatkem minulého roku‘‘znamens,, poditkem

roku 1928¢ a pod. Red..
2) Panu V. Knichalovi d8kuji srdend za laskavé obstarani prekladu.
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Landaua ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie, vySla roku 1927.
Odkazuji zejména na druhy dil tohoto monumentalniho dila k do-
plnéni nésledujicich vyvodi.

Z problému o mifZovych bodech upoutavaly odeddavna zijem
dva problémy, kterymi se jiz Gauss a Dirichlet zabyvali. Mdm na
zfeteli Gaussiv kruhovy problém a Dirichletav problem délitelt.
V prvém piipadé je B(x) kruh

w4 < x (1)
se stfedem v podatku systému soufadnic (u, v) a s polomérem V;,

ve druhém ptipadé je B(z) tiiroh omezeny dvéma Gsetkami a
obloukem hyperboly:

uzl, v>1, w<x (2)

(0,1).(1.1)‘

(0,0) (1,0)

Obr. 1.

Aritmetické jadro téchto otdzek je nasnadé. Funkce G(z)
odpovidajici kruhu (1) vyjadifuje podet vSech part celych é&isel
(m, m), které spliiuji nerovninu

m? + n? < 2.

G(x) tedy udava, kolika zptsoby lze vyjadfiti vSechna &isla
nezapornd < x jako soutet dvou celych kvadrati. Funkce G(x)
0dp0v1da]1ci hyperbolickému t¥irohu (2)— je ¢asto oznaovana
D(z) a my ji budeme také tak nazyvati — udava, kolik paru p¥iro-
zenych &isel (m, n) hovi nerovniné

m.n< w,

t. zn. kolika zplsoby lze vSechna pfirozend é&isla < x vyjadfiti
soudinem dvou pravé ta,kovych giniteld, t. zn. kolik posmvmch
“déliteli maji v8echna pfirozend &isla < .
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Na kruhovy problém a na problém délitelt musime se divati
jako na jisty druh matematickych dvojéat — adkoliv prvy vyskytl
se o nékolik desftilet{ dfive — nebot jejich zplisob vySetfovani je
velice analogicky a aZ posud kaZdy vysledek pro jeden z nich dal
se s pfibliZn& stejnou ostrosti pfevésti na druhy (tato dalekosahls
analogie spotfva pfedevifm v tom, Ze zndmé Jacobiho véta o postu
vSech rozkladu urditého éfsla na soudet dvou kvadrita vyjadiuje
tento pocet délitelovou funkei). P¥i tom chové se problém kruhovy
trochu sludnéji, coz v zasadé spoéiva v dokonalé okrouhlosti za-
kladnfho oboru, kdezto hyperbolicky tifroh mé ostré rohy.

+ + + ¥ 3 .

+ + + + + +

+ + + + * *
+ + + + + -
+ > + + + +
+ + + + * *
* + + » + +
, + +* + + + *
CY)) B
Lo,o) (1,0) (=1)
I ")
Obr. 2.

V nésledujicim podam zpravu jen o problému déliteld, nebot/
k tomuto problému vztahuje se pokrok docileny J. G. van der
Corputem?) pfed kratkym céasem (van der Corput pienechal pak
svému Zidku L. W. Nielandovi aplikaci svoji metody na kruh;%)
jiné aplikace podal jsem na zadatku tohoto roku®)).

D(x) oznaduje, jak jiz bylo fefeno, podet vSech miiZovych
bodit v hyperbolickém tfirohu (2). Pak je, jak jiz Dirichlet ele-

. 8) 1 ,,Zum Teilerproblem*‘‘, Mathematische Annalen 98 (1928), S.
697—716. Srovnej k tomu jestd 2 ,,Neue zahlentheoretische Abschétzungen‘*
(Zweite Mitteilung.), Mathematische Zeitschrift 29 (1929), S. 397—426
a 3 ,,Zahlentheoretische Abschétzungen mit Anwendung auf Gitterpunkt-.
probleme*. (Zweite Mitteilung.), Mathematische Zeitschrift 28 (1928),
S. 301—310. i ~

4) ,,Zum Kreisproblem‘‘, Mathematische Annalen -98 (1928), S. 717 aZ
736. ’
" 8) ,,0 pewnem za.%a,dnieniu dzielnik6w Ramanujana (Uber ein Rama-
nujansches . Teilerproblem.)*, -Prace ' matematyczno-fizyczne, 34 (1929),
S. 101—126. : ‘
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mentarné dokézal, D(x) pfiblizné déno vyrazem:
zlogze + (2C— 1)z
(C je Eulerova konstanta) a sice tak, Ze klademe-li
D(z) —zlogx — (2C — 1) z = A(x),
je —
A(x) = O(J2). (3)
Ve (3) vystupuje P. Bachmannem zavedeny odhadni symbol
0, o jehoz vSeobecné rozsifeni se pfidinil zejména Landau. (3) pravi,
Ze ' '
A(x)
[
a analogicky je rozuméti vSem ostatnim O-formulim.
Pies mnohé pokusy trvalo mnoho desitileti, nez se podafilo-
tento odhad zostfiti. Teprve 1903 podafilo se ruskému badateli.
Voronoiovi dokazati: ’

A(x) = 0 (Jz log ). (4)
Musime se pfi této formuli trochu zdrzeti, abychom vidéli, jak asi
jest oceniti pokrok proti formuli (3).
Funkce log = roste s « do nekoneéna, ale pfece slab&ji nez libo--
volnd sebe mensi pevna positivni mocnina x. Nebot pii pevném .
e > 0 a libovolném z > 1 je ) '

lim sup
Tr=

< 0

z z
gz = [—
1 0

log

x!

1e 2
U == xie,
u €

a tedy
2 1
< - r—*—>0.

Odhad (4) pravi tedy méné nez

A(z) = O(=h),
ale vice nez .
A(z) = O(a+*) , (5)

pii kazdém pevném & > 0. .
Srovnéni (5) a (4) ukazuje tedy, Ze se Voronoiovi podafilo
sniZiti zbytkovy exponent } v Dirichletové formuli (3) ,,témé&F*‘ na }.
"Elementarni, ale dosti obsfrny a dlouhy (40 tiskovych strinek)
Voronoiiv dilkaz vzorce (4), ktery spoéiva na zvla$tnim spojeni
geometrickych a aritmetickych principi, byl v dal§im velice zjedno-
dusen. Za pfisluiné metody dikazi vdééime hlavné dvéma bada-
telim. Od r. 1912 vénoval Landau kruhovému problému, problé-
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mu dé&liteld a pfibuznym otdzkdm celou fadu pojednani ziklad-
ntho vyznamu a 7 let pozdé&ji ptipojil se k nému van der Corput,
ktery rovnéZ uvetejnil sluSny podet praci. Oba badatelé vytvorili
a zdokonalili celou fadu metod, které bperuji s nejriznéj§imi po-
mickami (redlna funkéni teorie, komplexni funkéni teorie, geome-
trie a aritmetika), a viechny tyto metody, aplikujeme-li je na
problém délitelti, vedou svorné k Voronoiovu odhadu (4).8)
SoubéZné s tim probihaji od r. 1915 vySetfovani Hardyho
a Landaua, jejichZ cilem je odhad funkce A(x) zdola Ne]ostre]s1
docileny vysledek (Hardy) je:
) A(z) = 2(x! logt x log log x). (6)
Zde vystupuje Hardym a Littlewoodem zavedeny odhadni
symbol 2, ktery v predlozeném piipadé vyjadiuje, Ze

lim A(z)
&= msup ztlogt zlog log

2

ostatnim Q-formulim je rozuméti analogicky. Ve vzorci (6) ptiro-
gené logtx a log log x padaji méné na vdhu. Formule vyjadifuje

vice nez
A(z) = Q(=t), ' (7)

A(z) = Q(xie)

pro jakékoliv pevné ¢ > 0, tedy ne o ,,mnoho*‘ vice nez (7).
Zminil bych se jesté, Ze se poda¥ilo — ne sice pro funkei 4(z),
~ale pro stfedni hodnotu

M) =~ j | Aw) | du—

_ale méné nez-

doclhtl odhadt shora, jez daleko prekondvaji Voronoituv vysledek
(4). (Je zfejmo, Ze tento integral ex1stu]e, nebot D(z) je funkce po
&astech konstantni, ,,Treppenfunktlon .) Podle Hardyho (1916)
je totiZz pro kazdé pevné &£ > 0 '

4y(z) = O(x*e), (8)
kdezto H. Cramér (1922) ]esté mohl ¢ v exponentu Skrtnouti:
4y(z) = O(=}). (9)

-

8) V této souvislosti bylo by jest& zminiti se o tom, Ze W. Sierpiniski
jiZ 1906 uZil Voronoiovy metody na kruhovy problém. Asi do r. 1916 spadaji
publikace Hardyho, Wigerta a Vinogradova. Za jednu ze svych nejplodngj-
sich metod d&kuje Landau nezdafenému pokusu Pfeifferovu z osmdesatych
let minulého stoleti. Tato ,,Pfeifferova metoda‘‘ byla také Cauerem, Hammer-
steinem, Rogosinskim & van der Corputem ufita a vybudovéna, dnes se
viak na ni pohliZi, pravé tak jako na metodu Voronoiovu, jako na zastaralou.
Za jinou metodu d&kuje Landau a van der Corput neuvefejnénym naérttm
Piltzovym, jemu¥ se viak nezdatilo dokézati ani vztah (5).
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Ze jsme mohli jiti tak daleko, tkvi v tom, Ze se nerovnomérnosti
vychylek funkce A(x) integraci hodné vyrovnavaji.
Z (6) nasleduje, Ze odhad (9) by byl jisté nespravny, kdyby-
chom v ném funkei 4,(x) nahradili funkei 4(z). Nebot
Ax) = O(zd) (92)
pravi, Ze

A(x)

xi

pro velkd z je ohranifeno, z éehoZ nésleduje
A(x)
1 1 +
xtlogt xlog log

b

coz je ve sporu se (6). TuSime ale, snad jiz 50 lét, %e odhad (8) plat{
také pro A(z), ze tedy

A(x) = O(z+°) (10) .

pro kazdé pevné ¢ > 0. Tésilo by mé velice, kdybych se dozil
dikazu formule (10). Pravdépodobnost pro to je ale velmi nepa-
trna. MizZe se zdati podivnym, Ze véfime v odhad (10), adkoliv
tolik raznorodych metod, které uzivaji nejrozmanitéjsich prostied-
ki, poskytuji viechny v podivuhodné harmonii Voronoiiv vysledek,
takZe tento se zda piirozenym a definitivnim. Ale kazda z téchto
metod, sebe duchaplnéjsi konstrukce, obsahuje na nékterém misté
odhady, které nebylo sice moZno nahraditi lep$imi, jejichZ nedo-
stateénost viak zietelné citime, zatim co 2-metody Zadné takové
citelné slabosti neukazuji. Domnénka (10) ziskala také na pravdé-
podobnosti od té doby, co byl zndAm Hardyho odhad (8).

Harmonicky charakter vzorce (4) byl koneéné 1922 porusen,
kdyz van der Corputovi zdafilo se elementirni, ale neobydejné
komplikovanou metodou dokazati, Ze

A(x) = O(x®), pro jisté vhodné @ < 033.
Jeho presny vysledek znél ostatné:
- A(z) = O(xt8l), (11)

Pokrok proti (4) spodiva v podstaté v uziti Weylem objevené
(1914), dnes klasické véty o diofantickych aproximacich. (Nauka.
o diofantickych aproximacfch — nazev pochdzi od Minkowskiho
— pojednava v podstaté o problémech, které souvisi bud p#imo
nebo nepifmo s piibliZnym vyjadfenim iracionalnich é&isel racio-
nalnimi. Jednou takovou otazkou budu se zabyvati v druhé &asti.
tohoto referatu, kdyZz budu pojednivati o jedné z Jarnikovych
praci.) Ale teprve technicky svrchované tézké, mnohondsobné
opétované pouZiti této véty podavé odhad -(11). Usilf Little~
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‘woodovu, Landauovu a prednifejiciho zdafilo se dale (1924) jiz
po ]ednom uzitf Weylovy véty zbytkovy exponent v A(x) sniziti
pod } a dokézati aspon

A() = Ot (12)

pro kazdé ¢ > 0. (P¥i tom podaiilo se Landauovi jesté ve zbytko-
- vém élenu nahraditi 2* vhodnou mocninou logaritmu.)

Metody vedouci ke (12) jsou daleko prihlednéjsi nez van
der Corputuv dikaz vzorce (11). Vysledek sam vSak proti jeho je
méné ostry, nebot’

163 37

194 <112
Metody téchto t¥i spisovatelt, jakoz i van der Corputovy, uzil
jsem jeSté na rozmanité otazky.

Velmi komplikované odvozeni vzorce (11), kteryZto vysledek
se nepodafilo od té doby jednoduleji dokazati, dalo badatelim |,
malo odvahy, pokusiti se o.zlepSenf tohoto odhadu. A tak bylo
opétné van der Corputovi vyhrazeno, podniknouti novy uspeény
napor Na zaéatku tohoto roku objevila se od n&ho velice vyznamna
Pprace. (je citovana v poznamce 3) pod 2), ve které dokazal nové,
svrchované hluboce zaloZzené véty o diofantickych aproximacich.
Také zde jedna se o opétované pouziti vét Weylova druhu, jejichz
‘odvozenf neni jiz vSak tak spletité. Uzitim novych pomicek (inter-
polace parabolickymi oblouky — myslenka jeSté neuZita v této
- souvislosti) zdafilo se van der Corputovi vytvoriti nastroj, ktery
dovoluje piekonati jeho dosavadni vysledek (11). Jak van der
Corput dokézal (v préci citované v poznamce 3) pod 1), je .

A(z) = O(ati log «it), (13)
&imz% skuteéné formule '(ll) vje zostfena, nebot
27 163
82 <104

- a mocnina logaritmu ziejmé ve vzorci (13) nevadi.

Jak vidite, jsme jest& od cile (10) nesmirné vzdaleni. Pokrok
‘proti Voronomw kdyZz vezmeme v uvahu pouze numerické
zlepSeni zbytkového exponentu, je velmi maly. Velkd ndmaha,
kterou si vyZddalo toto zlepSeni, ukazuje rozhodné, Ze nejsme ]eété
dnes pfi vySetfovani O-problému na spravné cesté — tim spise,
Ze také pfi van der Corputovych vySetiovanich nedostate¢nost’
u¥itych prostfedku z teorie diofantickych aprox1maci zrovna tak

» jasné vystupuje, jako tomu bylo pied tim pii jednodudsich pro-
stfedcich vedoucich ke (4). Zdé se také, Ze dneSnf matematika
(jakoZ vibec tak Zasto v éiselné teorii) je jesté slaba, aby doséhla

s
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vytouZeného. cile. Stojime pred uzavienymi dvefmi, které -pres
veSkerou ndmahu muZeme pooteviiti jen o nékolik milimetri.

Ale pokusi o otevieni téchto dvefi nebude se nedostavati —
tato vétev matematiky m4 totiZ také je$ts sportovni zajem, ktery
kaZzdému badateli dava podnét k predstizeni rekordd jeho pied-
chtidet. Mohl bych tento b&h o zavod, abych se vyjadiil trochu
odvaznou analogif, srovnati se sprintem, s b&hem na kratkou
vzdalenost. Té8me se tedy tim, Ze ku piikladu v béhu na sto metra
zlepiil se rekord pfed sto lety docileny dnes tfeba jen o jedhu sekundu.
Pohlizfme-li na van der Corputovy vykony v tomto svétle, nesmime
je mé&Fiti minimalnim zmen8enim zbytkového exponentu, nybrz
musime vziti v Gvahu velky ostrovtip, kterého bylo potieba k tomu,
aby se pii naSich nedostateénych prostfedcich téchto vykonu
dosahlo. Van der Corput je od r. 1922 v teorii mifZovych bodu
svétovym O-mistrem na kratké vzdalenosti a nebude snadno,
odejmouti mu tento titul.

Obratime se nyni k jinému problému z teorie mnzovych bodi,
ktery bychom mohli nazvati ,,vytrvaleckym problémem*.

Bud k> 2 celé,

Quy, up . ., ug) = Z Ay u# Uy (@ = ayy) (14)
pv=1
bud positivné definitni kvadratickéd forma s libovolnymi redlnymi
koeficienty — t. zn. takova kvadraticka forma, ktera pro vSechny
systemy realnych hodnot proménnych je > 0 a jen tenkrate vy- .
mizi, kdyZz vSechny proménné jsou = 0. ,

Determinant
) au a12 .. Nk
. azl azl oo azk
D= ..
QAky Qkg - .. Qkk

takové formy je positivni ‘¢islo. Budeme povaZovati systémy
redlnych hodnot (u,, %y, . . ., uz) za body v k-dimensiondlnim pro-
storu a rovnéz formu samotnou budeme nazyvati k-dimensionalni.
Za zékladni obor B(%) zvolime souhrn vSech téch bodu, které hovi
nerovning:

Q(’{h, Uy oo Up) X (15)

Pro k = 2 pfedstavuje obor (15) elipsu, pro & = 3 elipsoid, tedy
vejlité téleso; pro k > 2 nazyvame (15) analogicky k piipadu
trojdimensiondlnimu k-dimensiondlnfm elipsoidem. Podet mifo-
vy'ch bodd, lezicich v elipsoidu (15), oznaéime Ag(x); index @ ma
pii tom naznaditi, Ze tato funkce zévisi na kvadratické formé Q.
Jak vidite, jednéd se pii-vySetfovani funkce 4q(x) — p¥i problému

|
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elipsoidi — o dalekosdhlé zevSeobecnéni Gaussova kruhového
problému, ke kterému dospéjeme, volime-li pro formu @

Q (w1, us) = us® + u?.
Klademe-li obecnéji

Q(ul, ’uz, .oy uk) = u12 + uzz + oo + ukz, (143.-)’
tu poskytuje (15) k-dimensionalni kouli
u?+u?. ..+ u <z, (15a)

ktera obsahu]e jako specidlni pnpad kruh (£ = 2) a trojdimensio-
nalni kouli (k = 3).

Elipsoidu (15) nalezi objem
Io2)=[.. fdu1 dus . . . dug.

Q(Uy, Uy ey Up) =2z
Vyétislime-li tento k-nisobny integral — integruje se pies cely
elipsoid — dostaneme
1
To(e) = s’ 2k, (16)

, | VDI @k +1)
pii ¢emz pro k = 2 a k = 3 dospéjeme ke znamym formulim. Pro-
blémem elipsoidu zabyval se — i kdyZ ne pro néj samotny — jiz.
Eisenstein. Z jeho vySetfovani vyplyva, Ze pro velka x funkce
Ag(x) je asymptoticky vyjadfitelna objemem elipsoidu (16):

: Aq(x) oo Io(2);
to znamens, Ze
poisd Io(x)
Lezi nyni nasnadé vytvof‘iti zbytkovou funkei
Po(z) = Aq(x) — Io(x).

Ponévadz neni t¥eba se obavati nedorozumeni budu misto toho
kratce psati P(z).

Jak Minkowski (1905) dokazal, je
P(z) = O(x¢=D),
Tento vysledek odpovida co do ostrosti Dirichletovu odhadu (3);
pro kruh byl jiz znam Gaussovi.
Od r. 1912 vySetfoval Landau ehpsmdmky problém svou
komplexn{ ,,sprinterskou’ metodou. Jak (1915) dokazal, je
- k . )
P(x) = 0@ FF), 17y
Tento vysledek odpovidé Voronoiovu odhadu (4) a byl pro kruh

+
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odvozen Sierpifiskim (1906) Pozdéji (1919) odvodil vztah (17) .
van der Corput Pfeifferovou redlni metodou.
Co se odhadu zdola tyée, docilil Landau (1924) odhadu

P(z) = Q (xt®—D), N (18)

ktei}’r je o néco slabsi nez vysledek Hardyho (6). Pro k-dimensio-
nalni kouli obdrzel Szego (1926)

P(z) = Q(xi®—D logik—1y); * (19)

v tom je obsaZzen pro kruh odhad rovnocenny formuli (6), jejz
odvodil Hardy (1916). Metody, vedouci k (19) a (18) nalez{ v pod-
staté také ,sprinterskému‘‘ oboru.

Jiz r. 1912 wiil Landau p¥i vySetfovani dtyfdimensionalni
koule nové myslenky, kterd tvoi{ pfechod k pozdéjsimu vySet¥o-
vani ehpsoxdlckeho problému pomocf ,,vytrvaleckych* metod.
Uzil pii tom zndmé Jacobiho véty o podtu vsech vyjddieni urdi-
teho ¢isla souStem &tyf kvadrati a obdrzel tak

- P(x) = .0(x'*) _ © (20
pro kazdé & > 0. Jak Landau pozdé&ji (1924) pravem poukizal,
vede jeho metoda davajici (20) také k ostiejSimu vysledku

P(z) = O(x log ). _— - (2D)
Jak (20) tak také (21) jsou pfirozend podstatné lepsi nez zbytek
O(z?) ’

ziskany ze (17) pro k = 4. SniZeni zbytkoveho exponentu obnasi
,,témeé“ §. Spojenim Landauovy metody s prostfedky teorie
diofantickych aproximaci (Weylova véta) zlepsil jsem (1927) jests
o néco malo odhad (21) na
x log ) , .
Pz)=0 (log log « - (22 '

Béhem poslednich péti let byl elipsoidicky O-problém velmi
intensivné vySetfovan, pfi éemZ se predevdim uplatnila proslulé
Hardy-Ramanujan-Littlewoodova metoda z aditivni teorie &isel.
Tato metoda dosahla oviem svého kulminaéniho bodu pfi jiném
&iselnd teoretickém problému, ktery jedns o rozkladu &fsel na soudet
mocnin (s tym% exponentem), na ptiklad na tiet{ neb &tvrté, o t. zv.
Waringové problémiu. Pi elipsoidech uplatni se pnmltlvnéjéim
zpusobem.

Zékladn{ princip této metody — kritce feeno — je nasledu-
jici (vzhledem k bliz&im jednotlivostem odkazuji na nahote cito-
vané Landauovo dilo): Médme v ]ednotkovem kruhu konvergentni
potenéni fadu

M—g% ' _ o (23)

. Casopis pro pstovan{ matematiky a fysiky. Roénfk LIX, . '. 14
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kterd jednotkovou kruZnici mé za piirozenou hranici —. to zn.
nedé se pfes ni analyticky pokradovat — a jednd se o vySetfovani
koeficientti a, s rostoucin n. Podle Cauchyho integraéni formule je

1 [ @)
Ay, = E;t_; s dz, v (24)
lz2| =7
pii ¢emZ integradni drahu — kruiZnici o st¥edu v podatku a o polo-
méru r < 1 — probfhdme kladné. P¥i tom udinime, tieba volbou
r=1— —l— '
n

r tak z4vislym na n, r = r,, Ze s rostoucim n
> 1.

Nésledkem toho projevuje se vliv singularit funkece f(z), vypliu-
jicfch jednotkovou kruZnici, na integraéni draze |z | = r, s rostou-
cim n stéle silnéji. Tuto integra¢ni drahu rozdélime pak pomoci
t. zv. Fareyovych zlomkd (pomiicka, majici sviij zaklad v dio-
fantickych aproximacich) vhodné na oblouky. Na kazdém takovém
Fareyové oblouku zanechava jist4 vhodnad singularita funkce
f(2), lezici na jednotkové kruZnici, jisty ,,daktyloskopicky otisk*,
pii 8emz ptirozend nikoli kazda funkce f(z) je tak laskava, aby se
timto. zpisobem projevovala. Tyto ,,otisky‘‘ poskytuji ve svém
celku aproximativni vyraz pro U — Hardy a Littlewood nazyvaji
jej singulérni fadou, ponévadZ mé mnoho pozoruhodnych vlastnosti.

Pri ehpsmdmkém problému je vytvotujici funkei f(z) speciali-
sovand k- nasobna theta- funkce

@®

S 3 S Ry, (25)

n=—0 Rg=—0x . n, =—oo

k

kde @ je dano vzorcem (14). Aby se ale takova fada dala psati jako
fada potenéni, je nutno, aby forma @ méla celistvé koeficienty
nebo aspoii aby jeji koeficienty byly racionalni nésobky jednoho
a téhoZ redlného ¢&isla — my budeme nazyvati takové formy a
piisludné elipsoidy raciondlnimi.?) P¥i sbirdni ,otiskd‘ pouZiva
se pak zakladnich transformaénich vlastnosti theta-funkei.

7) Ze pro formy s celodiselnymi koeficienty — celo&iselné formy —

dé se vyraz (25) prevésti v potenéni fadu (23), je na snadé; stagi shrnouti
pro kaZdé n = 0 ty tleny, pro kterd

Q (g, Ny, . v o, M) = 1 -
A v obecném p¥ipadé raciondlniho @ klademe
Q=1c@,

kde forma @’ mé racionalni koeficienty. Jestlize pak N je spoleény Jmeno-
vatel t&chto koeficientd, tedy
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Timto zpusobem odvodil Hardy (1918—1920) ptibliznou
. formuli pro podet feSeni ri(n) rovnice
n12+n22+ Amut=n (k= 5);

pii tom se ukézalo — co% élo velmi téZce dokazati — Ze pro 5< k<8
~singuldrni fada S(n) vyjadiuje pfesné potet feSent ry(n):

nm) =Gn) (G=<k<$), (26)
zatim co obecné pro k > 5 je: :
ri(n) — Si(n) = O(nik). : (27)

Jak jsem pozdé&ji (1924) dokazal, nasleduje ze vzorcu (26) a (27)
velmi rychle - ‘
P(z) = O(z%—1) (28)

pro k > 5-dimensionalni kouli. Zobecnéni rovnice (27) na k >:5-
-dimensionalni celodiselné formy Q neposkytuje také zadnych po-
tizi, poskytuje vSak vzorec (28) jen pro k > 8-dimensionalni
racionélni elipsoidy. :

Landau ukdazal (1924), jak se mizZeme pomoci jisté modifikace
Hardyho metody obejiti bez vzorce (26) a obdrzel tak (28) pro
k > 5-dimensionalni, racionalni elipsoidy. Souéasné obdrzel Landau
pro &tyidimensiondlni, racionalni @

P(z) = O(x log? ), (@)
odhad to, ktery byl H. D. Kloostermanem (1925 27) zostfen na8)
P(x) = O(xz log z). (29a)

: Rovnéi pro racionilni k-dimensionaln{ ehpsmdy dokézal
Jarnik (1925, uvefejnéno v jednom Landauové pojedninf) ele-

1
r— Q" . R
S e=yen
Q” celodiselné, pak nasleduje

Q=
E:) fada (25) je pak potenéni Fada v

c
2’ =27,
‘Ostatng d4 se takové prevedeni raciondlnich na celoéiselné @ jiZz z definice
. Ag (z) a z formule (16) pro elipsoidicky objem snadno vyé&isti. .

8) 'V jedné jeSté neuvefejn®né praci jsem ukézal, Ze (22) plati také -
pro hbovolné StyFdimensiondlni ry c,iuclonélni elipsoidy. Na mist8 Jacobiho formu-
le vystupuji komplikované Heckeovy vé&ty z teorie eliptickych modulovych
forem; vedle Weylovy v&ty ukazuje se nutné uiti jedné z Landauovych
,,sprinterskych‘* metod.” Poukazuji zde pouze na velmi interesantni vy-
Setfovéni Heckova, a jeho druZiny Kloostermana a Estermanna, abych se
pfilis od svého cile nevzdélil. Dale nemohu nechati bez povSimmuti, Ze
H. Petersson (1926) zesflenfm Hardyho metody docilil velmi pozoruhodnych
vét o elipsoidech.

14*
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. ) N
P(z) = Q(z%—1). - (80)

Tento odhad — také prok = 2ak =3 platny, ale pak ne novy —
dal podnét k velmi poletnym Q-vyletfovinim (Landau, Miintz,
Petersson, Jarnik, Walflsz), 0 kterych se viak bliZe nebudu zmi-
novati. '

Zastavime-li se na okam#ik u dvojice formuli (28) — (30),
zpozorujeme ihned, Ze v obou napravo vyskytuje se tatdZ srovna-
- vacf funkce z#*—1. Oba symboly Oa 2 vstoupily spolu v harmonické
manzelstvi — coZ v teorii &isel je vzacny zjév— a jako ovoce tohoto
manzelstvi vzeslo Gplné Feleni O- a Q- problemu pro k£ = 5-dimen-
sionélni, racionélni elipsoidy. To bylo tim vice prekvapujici, ze
v pripadu dvojrozmérném, vypadéd Gplné splynuti tohoto éasu nej-
lepsich odhadua (6) a (13}, jak jsem se viim didrazem poukdazal,
beznadé&jné.

Pii étyidimensionélnich, racmnalnich elipsoidech je jedté mez1'
odhady. (20), (21) a (22) s jedné strany a mezi odhadem (30) pro

mentérné

P(z) = Q(x) - (30a)

s druhé stra,ny jistd mezera, ktera se vSak jiZ nejevi ve. zbytkovem'
exponentu, nybrz jen v logantmlckém faktoru. (30a) da se pfi
¢tyfdimensionalni kouli, jak jsem (1927) rovnéZ s pomoci Jacobiho
véty ukézal, je$t® o néco malo zlepsiti:

P(x) = 2(x log log x) (31).

Z (31) nasledu]e Ze ve &tyfrozmérnu odhad (28) nemuZe platit
(to nahlédneme pravé tak, jak pied tim nemoZnost rovnice (9a)
na zakladé vztahu (6)).Tim je predevsim dokéazano, Ze étyfdimen-
siondlnf raciondlni elipsoidy chovaji se jinak nez vicedimensio-
nalni. To se projevuje analyticky v tom, Ze singularni rady v posled-
nim pi{padé (k => 5) konverguji absolutné v prvém piipadé
(k = 4) pak nikoliv. Cty¥dimensionalni problemy jsou aditivnim
metoddm pravé jeSté pristupny — zatim co pfi dvoj- a trojroz-
mérnych piipadech témito metodami jiZ nic nespravime — zpiso-
buji v8ak jiz mnoho potiif, které Gplné feseni O- a Q-problému
¢ini v nejbliz§i budoucnosti nepravdépodobnym:?) '

Jsme-li nyni s O- a 2-problémem pro raciondlni elipsoidy
" %) Domnivém se, %o odhad (31) je definitivni, ze tedy je také

P (z) = O (z log log z).
Této formuli odpovidal by v teorii Rlemannovy zeta-funkce odhad
£(1 + ti) = O (log log ?), '

ktery. a% posud mieme dokézati jen pomoci nedokézane slavné ,,Rieman-
novy hypotesy*‘. .
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aplng (k > 5) resp. ,,téméF* “aplné (k = 4) hotovi, vznikd dalsf
otézka: Jak se chovaji iraciondlni elipsoidy? Tim minfm elipsoidy,
]e]whz @ neda se psati ve tvaru

Q = c@Q’, @ racionilni,

kde tedy, jak budeme tikati, Q je iracionalnf. Zde-existuje mezi-
Landauovymi odhady (17) a (18) je$té velika mezera. Posledni
odhad zdal se ostatné vzhledem k (30) jesté schopny velkého
zlepSeni — ackoliv se véfi v jeho presnost ve dvojrozmérnu —
zatim co sniZeni zbytkového exponentu }k—Fk/(k+ 1) v rovnici
(17) na 1k — 1 v rovnici (28) nebylo jiz tak velké. -

Pii iraciondlnich elipsoidech vypovédéla nahofe nadrtnuté
metoda sluzbu, nebot vytvoiujici funkce (25) neni jiz potenéni
fadou (vratim se k tomu je$té pozdeji). MuZeme si to obrazné tak
predstaviti, Ze zavedenim iracionalit ony ,,daktyloskopické otisky*
se k nerozeznan{ rozplynou a cel singularni fada zmiz{ v propadlisti.

Nésledujici pochod myslenkovy snaZi se tuto potiz obejiti, ale
neodstrani ji.

Bud forma (14) specialisovana nasledujicim zpasobem:

Q (ul’ Ugy « « oy uk) = au12 + Ql (uz, Uzs o o oy uk)’ (32)

kde @ > 0 je iracionalni a @, je celodiselnd forma (nebo, coz vede
k témuZ, forma majici racionalni koeficienty). Na tuto formu @,
-da se uziti Hardyho metody a je jen nyni nutno pi¥islu$nou singu-
larn{ fadu — ovSem opatrné jako dité v pefince — sedist podle k-té
proménné. To jsem.(1927) provedl pomoci nékterych Weylovych
vét o rovnomérném rozdéleni z teorie diofantickych aproximaci
a ;bdrzel jsem tak pro iraciondlni formu @ tvaru (32) a pro
k>10

P(x) = o (x¥—1). - (33) -

Zde vystupuje tfeti ze znamych odhadnich symbold, Landautv
.symbol o0, ktery v pravé uvedeném piipadé pravi, #e

. P(x)

llfi xilg-—-l

Z obou znamének o a 2 je tedy kazdé za,porem druhého. (33) a (30)

nejsou tedy soudasn® mo#né, z teho néasleduje, %e iracionalni

elipsoidy — aspoii v nékterjrch piipadech — ukazuji chovani od
raciondlnich odchylné.

Ze se odhad (33) ned4 zostfiti, pokud v (32) ke konkurenci
jsou pfipusténa vdechna iraciondlnf « > 0, da se bez velkych potiZi
ukézati. Vzniké ale otdzka, zda se pro nékterd iraciondlni o zbyt-
kovy exponent v (33) ned4 sni?iti nebo tento odhad vibec jakkoliv -
zlepsiti. V tomto sméru jsem ukazal Ze pro ,,téméF* vdechna a > 0

0.
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ak > 10 je: :
P(x) =0 (z** % log! x). (34}

Jako ,,tém&t*‘ viechna a > 0 jsou zde oznatovina v¥echna ¢ > 0
nejvyse s vyjimkou jistého mnozZstvi o Lebesgueové mife rovné
nule. Pfi dikazu vzorce (34) bylo, vedle jisté asymptotické trans-
formaéni formule theta-funkei od Hardyho a Littlewooda, uZito-
na rozhodujicim misté jisté van der Corputovy ,,sprinterské‘ me-
tody toho druhu, jaké vedla ke (4). O tom, Ze (34) neposkytuje
definitivniho vysledku, nebylo tedy lze pochybovati. Pies to byl
tim prvy krok vykonan. '

Agkoliv tedy odhady (33) a (34) pfinesly jisty prthled do-
- teorie m¥izovych bodt v iraciondlnich elipsoidech, bylo pfece jen
hned od zadatku zfejmo, Ze myslenkovy pochod k nim vedoucf
tvofil jen jakysi orientaéni prostiedek z nedostatku lepsiho. Bylo
tedy nutno hoditi singularnf fadu pfes palubu a nalézti n&co docela.
jiného. Myslil jsem, Ze to jesté néjakou dobu potrva. Tim vice mé:
piekvapily — a jisté ne mne samotného — objevy Jarnikovy.
V fadé pojednéni,'?) jejichZ publikace se datuje od stfedu minulého.
roku a které originalitou, hloubkou myslenek a technickym pro-
vedenim 'se 6itaji k nejpozoruhodnéjsim pracim moderniho badéni,
ujal se Jarnik s velmi vydatnymi pomocnymi prostfedky problému
a obdrzel tak celou fadu vysledku prekvapujici piesnosti.

Také Jarnik nevySetfoval nejobecnéjsi formu (14), nybrz
pozadoval, aby v @ vystupovaly jen kvadratické ¢leny:

Q (ul, u2, .« . oay uk) =‘a1u12 —l_ a2u22 + v e + akuk2; . (35),

pii tom musi vSechny koeficienty byti positivni, aby forma byla.
positivné definitni, jinak vSak neklade se na né Zadnych omezeni.
Vidite, Ze zde je docilen proti (32) znadny pokrok, nebot pfedné
nepiedpokladdme Zadné raciondlni jadra, jako byla v (32) forma.
@, a za druhé jest zde tolik libovolnych koeficientt, kolik &ini
dimense formy @. Pfi nékterych vySetfovanich jevi se vak téelnym:.
utiniti tyto koeficienty jistym zptisobem na sobé zavislymi — tim
ziskdme velmi zajimavé vysledky o stuptovitém zasahovani
jednotlivych iraciondlnich koeficientd. Singuldrni fada je nyni

. 10). 71.,,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden‘‘, Mathe-
matische Annalen 100 (1928), S. 699—1721, 2. ,,Uber Gitterpunkte in mehr-
dimensionalen Ellipsoiden. Zweite Abhandlung*, Mathematische Annalen
101 (1929), S. 136—1486, 3.,,0 m¥iZovych bodech ve vicerozm&rnych elipsoi-
dech*’, Rozpravy 2. tfidy Seské akademie 37 (1928), Nr. 27, S. 1—19. 4. ,,Sur .
les points & coordonnées ‘entiéres dans les ellipsoides & plusieurs dimensions*‘,
Bulletin international de I’Académie des Sciences de Bohéme 1928, S. 110,
5. ,,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden*, The Téhoku
Mathemltical Journal 30 (1929), S. 354—371. Tyto préace budeme kratce:
citovati 'I—S8.
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mi‘tva objevuje se vSak jako duch a kiZe predpokladati &> 4,
pii ¢emz krajni piipad k = 4 téZ zde je zvlasté nepifjemny.

Vytvofujici funkce (25) md ted tvar, klademe-li z =e—¢, za
@ pak vyraz (35) a oznadime-li funkei (25) samotnou @y (s):

Oq (s) _Z Z Z,e—(am1 tagngt o tan, s, (36)
Ny=—0 Ny=—0w0 n——m
Tato fada konverguje pro | z | < 1, to zn. pro R(s) > 0 absolutng;
pii tom oznadujeme znakem %R(s) redlnou &ast u komplexmho
¢isla s = u + 4. Bud'te nyni

h<bh<h<...<hh<... (37)

vSechny hodnoty, kterych nabyva forma (35) pfi celistvych hodno-
tach proménnych wu,, ..., ux, uspofddané podle velikosti (tedy
A, = 0, 4, > o). Shrneme-li viechny &leny ze (36), které ndle’i
k témuz 1,,” obdrzime pro @y(s) vyjadreni jednoduchou, pro u > 0
absolutné konvergentni radou

Oq (8) = Z&'ane—ln". | (36a)
n=1

Rady typu (36a) — nazyvaji se Dirichletovymi — jsou od
nékolika desitileti predmétem zevrubného vySetfovani. Zakladni
Perronova véta jejich teorie dovoluje z rovnice (36a) udiniti zaveér,
ze pro kazdé pevné u > 0 a kazdé z, které se nerovnd zidnému
¢islu posloupnosti (37), plati: .

] u+ioo :
1 ers :
U—1r

Pii tom se integruje pies celou kolmou piimku R(s) = u,
—oo<t<oo zdola nahoru. (38) nastupuje ted na misto (24), jedno-
tkovy kruh |2|<{1 ptechdzi do pilroviny >0, jeho hranice |z|=1
v imaginarni osu v = 0. Pfes tuto osu nelze funkei @¢(s) analyticky
pokradovati. Aby nam singularity pusobily na integraéni drahu
v (38) (nezlstavuji jiz Zadnych ,otiskid‘,” ale pfes to pisobi),
musime pieloZiti tuto drahu — tentokrate v zavislosti na x — do -

blizkosti imagindrni osy. Proto klade Jarnik u = % a obdrzf tak

Ag(z) = .2%_/ OQ(s)g;ds. ' (38&)'

(38a) platf, jak bylo feteno, pro takovd z, kterd nesplyvaji
se Zddnou z hodnot (37). Jak Jarnik ukézal, stadi se omeziti na
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takov z, jejichZ vzddlenost od ka,zdeho An nenf ptili§ mald — totiz
je nejmén& z—#. Pro ona z ddvaji ony tfi &asti integrilu z (38a),
pro néz ‘

t = ok, ——< _<_£_ t< —at,

2= T =
kde A je vhodnd, na a;, ay, ..., @ zdvisld positivni konstanta,
dohromady objem elipsoidu (16) — ktery pfeveden na levou stranu
pfeménuje A(z) v P(x) — vedle zbytkového ¢élenu Ffadové velikosti
O(z**) (pro pozdé&jsf tidely budiz zde poznamendno, Ze Io(x) vznikd
ze stfedniho integralu o konedné mtegraéni dréze). Z obou zbyvaji-
cich integrali o mtegraéni draze

.—<t<xk -—x"<t<—— (38h)
& Va
stad{ s ohledem na symetrii vySetfovati pouze prvy
_l.+i_tk

P*(x) f@g (8) ——ds (39)

1.4
E—+’L—ﬁ
Toto pievedeni problému na studium funkce P*(x) neni zvlast
komplikované a da se provésti pro jakakoliv libovolna @ tvaru (14).
Teprve pfi vySetiovani integralu (39) potinaji vlastni potiZe.
Viimneme-li si, Ze v (36) daji se jednotlivé souéty separovat,

- v disledku dehoZ plati
BOq(s) = B(ws) O(ag3) - . . Oas), kde 6(s) —Zw’* (40)
n=—

pak ]ednoducha. tvaha poskytuje z (39) nerovnost

| P¥(2) | <2fl@ (ens)| 4

m=1 A

(41)

K:at.zdj7 na pravé strané nerovnostl (41) vystupupci integral
. obsahuje jen jeden koeficient «, odpovids tedy jisté k-dimensio-
nélnf kouli, nebot funkce

6*(as)
Je pfifazena podle definice (40) kulové forms

_ Q=ua(u®+u’+. +uk2)
V tom jest divod toho, Ze miZeme vyéetrova,tl tyto mtegraly z po-

_dobnych hledisek, kter4 byla rozhodujfcf pro racionalni elipsoidy.
Kaizds z & integraénich drah se vhodnym zpiisobem rozdélf uZitim
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Fareyovych zlomka v intervaly — Fareyovy intervaly — a.v kaz-
dém takovém Gisteéném intervalu odhadne se integrand uZitfm
transformadnich vlastnosti funkce @(s); ovSem nevystadime zde
jiz se zakladnimi transformacemi jako pii dikazu (28), coZ ptede-
v&im spoéiva v tom, Ze délka integradni drahy s rostoucim x roste
do nekoneéna. Singuldrni fada zde nevystupuje — o to pe¢uje jak
oklesténi nekonedné integra¢ni drahy v (38), tak také pripojeni
znaménka absolutnf hodnoty v integrované funkei.
Timto zpisobem doséhl Jarnik (1) pro formy (35) nasledujicich
odhada ,
- P(z) = O (z*—1log x) (k= 5), (42)

P(z) = O (= log? z) (k = 4). (43)

(43) odpovidd presné odhadu (29), zatim co (42) je o loga- .
ritmicky faktor slabsi nez (28). Ponévadz také piipad raciondlniho
Q tvaru (35) jest pripustén, vidime na zaklad® (30) a (30a), Ze
sdélené Jarmkovy vjrsledky nejsou pifli§ schopny zlepSeni, nyhbrz
jsou ,,témér‘ presné.

Pozdéji podafilo se Jarnikovi (3—¢), 8krtnouti logaritmicky
faktor ve (42) a dokazati tudiz

P(z) = O(z#*—7) (k = 3). . (44)

Odhad (44) odpovida pravé odhadu (28) a jest vzhledem k (30) ne-
zlepsitelny. Tohoto zlepSeni vzhledem k (42) docili se jistou zmé&nou
vychozi formule (38).

. Jiz ve ,,sprinterské‘ teorii p¥islo se na myslenku nevysetrovati
piimo funkei G(x), nybrz jeji mtegra.l .

fG(v) dv;

jednoduchy, od Pieiffera ne]drive uz1ty obrat dovoli pak vratiti
-8e k funkei G(x) samotné. V uvazovaném piipadé miZeme na za-
kladé (36a) a jistého zevSeobecnéni Perronovy formule pievésti ,
tento integral na tvar

z . u+1i00 .
f Aq(v) dv = L. | Oals) i; ds. (45)
0 u—1t

Toto vy]adrem plati pro vdechna xz > 0 a ]e proti (38) absolutng
konvergentni a nasledkem toho da, se potetné snadn&ji zvlddnouti.

‘Na zékladé (45) probfha nyni dikaz vzorce (44) analoglcky
jako pied tim dikaz vzorce (42). Také v (45) ukazuji se oba Sastedné
integrily z (38b) byti rozhodujicimi (pii ¢emz ted ale neni nutné
z4dné omezeni hodnot z), a- konstanty a v (35) se op&tnd na z4-
kladé (40) a na zaklads. nerovnmy analogické k (41) separujf.
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Odhady (42) aZ (44) tvofi velmi vitané dopliiky k (28) a (29),
nevyjadiuji ale Zadné charakteristické vlastnosti iracionalnich
elipsoidt, nebot, jak bylo feéeno, je pFipustén piipad raciondlniho
Q. Dalii krok uéinime, pfedpokladame-li formy @ libovolng iracio-
ndlni. Ponévadz tento pfipad zahrnuje formy (32) s ptisluiné spe-
cialisovanym @,, smime otekavati, Ze zde plati odhad (33). To ve
skutednosti Jarnfk (2) pro k£ > 6 dokazal. .

Pti dikazu poloZil za ziklad integral (45) s u = i - a prevedl

jeho vyéetrovani na Gasteény mtegral pro

. = ]/x
Tentokrate probihaji ale vySetfovdni o néco zdlouhavéji, nebot’
* Gplna separace ¢ podle vzoru (41) byla by setfela charakter ira-
cionality. Ukazuje se tedy nutnost rozdsliti Fareyovy intervaly na
dve tiidy. Na jednéch odhadne se theta-soudin (40) analogicky jako
pii Gvaze, vedouei k nerovnosti (41):

k
| Gq(s) | < Z | 6% (ams) |, (46)

zatim co na ostatni uZije se tohoto odhadu jen na k—1 faktoru
a k-ty vySetfuje se samostatné, tedy ku p¥.

| Oq(s) | < | O(s) |m§2 | %=1 (ams)| ) (462)

vRozdéleni na ti¥idy vedouci ke dvojici (46), (46a) vychazi
z velmi jednoduché myslenky Jarnikovy, ktera v zaklad® spoéiva

v tom, Ze posloupnost zlomku q" (Pn>0, go>0; n=1,2,...)

jen tenkrate konverguje k positivni iracionalitd (zde tedy k ]ed-»

R 27 ar
nomu z k—1 pomért koeficienta -, =*, .. ., 20 kdyz
: oG 0 i 1 :

11) Napravo zde vystupujici mocniny funkee @ odpovidaji (k — 1)-
dimensiondlnim koulim; pro k = 5 byly by tyto ty¥dimensionalni a v dal$im
poétu vystupujici logamtrmcky faktor by vSe pokazil. Avsak jiZ nepatmw
modlflkace vzorce (46a), totiZ

16 (6) | <1 O(ax8) I} 21@"“*(«: 8),

m=

" kde vpravo pro k=5 vystupuﬁ »»4}-dimensiondlni koule‘, dovoluje do-

* sahnouti cile (33) také pro £ = 5. D4 se déle ukdzati, Ze (33) neplati pro
k = 4, coZ se jevi plausibilnim na zédkladé (31). Srovnej k tomu: V. Jarnik
a A. Walfisz ,,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden‘* —

‘vyjde co nejdfive v Mathematische Zeitschrift. ) )

Y
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Pn~> 00, ¢p> oo, Priméfenym uzitim této myslenky obesel Jarnik
Weylovy pomocné prosttedky, kterych bylo uZito k dikazim
vzorce (33) pro formy (32).

D4 se lehce ukazati, Ze Jarniktv odhad (33) pro formy (35)
je definitivni, jestlize pfipustime vSechny koeficienty « s iracional--
nim Q. Abychom ‘tedy doséhli daldich, ostfejich vysledkd, jsme
nuceni — jako pfi dikazu vztahu (34) — tyto koeficienty omeziti.
Pii tom je opétné téelné, nejdiive hledati véty, vztahujici se.
k ,,témé&F vem* systémitm koeficientti. Zevieobectiujice definici
vystupujici pti (34) budeme nyni fikati, Ze témé7F viechny systémy
hodnot (yy,%s, - - .,y,) r positivnich &isel maji jistou vlastnost, kdyz.
tuto vlastnost map véechny takové systémy hodnot az na mnozstvi
o Lebesgueové mife nulové v r-dimensiondlnfm prostoru bodi
(717 V25« oo 77)

Aby v tomto sméru pokroéil, omezil dale Jarnik (1 ) formy (35)
predpokladem Ze k koeficienth ¢, rozpadd se v nejméné dvé serie,
kaZda o nejméné Styfech stejnych koeficientech. Forma Q vypada,
nyni tedy néasledovné:

Q (uy, Uy, . . ., = B (w1 + . +um1 4 Ba (uy,0% 4. +ur,,z) +
.+ Bs (upa <t U, ,d2), kde (47)
a>2 ﬁm>0 rm>4(m—12 .,o) ntrt+...+r==%

a je nejméné osmidimensionalni.

"Cilem na$im nyni je (I): pfi formdch (47) s hofej$imi vedlejsi-
mi podminkami plati
P(z) = O(z#—ote) ’ (48)
pro kazdé pevné & > 0 a téméi viechna (8, fs, - - -5 Bo)-

Dutkaz vztahu (48) sotva si zadd co do téikosti s dukazem.
formule (13), tfebaZe spotiva na docela jinych zdkladech a je pod-
statné kratsi. Vychodiskem je opétné (39). Separace e-koeficienti
v (35) je mozna jen na zakladé jejich shrnuti v f-serie, zatim co-
B-serie jiz musime podrZeti v8echny pohromad&. Aby to umozZnil,
dokazal Jarnfk hluboce zaloZenou vétu z metrické teorie diofan--
tickych aproximaci (k ¢emuz mu asi dala podnét vySetiovani
ruského badatele Chinéina), kterou polozil za vychodisko neoby-
dejné komplikovaného rozt¥{idéni Fareyovych intervald.

: Jak ostré je rovnice (48), vidime ihned, kdy% piedpokladime,

ze k je délitelno 4 a Ze vystupuje zde o = }k p-serii, kaidad po
étyrech stejnych ¢lenech. Pak pravi (48): + ‘

P(z) = O(xi*+e). (49),

MiZeme- ale, jak Jarnik (I) ukézal, z (48) na n&kolika Fédeich

‘odvoditi jednoduchym zplsobem, Ze (49) je splnéna pro témér
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. vdechny formy (35) pro k£ > 4 (pro k = 4 je ovSem (49) piekonana
rovnici (43)). _

Pokrok proti (28) obnasi ,,tém&t‘ 3k — 1. Ze by bylo mo#né.
‘takové zostieni; nebyl by jist& nikdo otekaval. Odhad (49) ukazuje
Jjasnd, jaké vyjimeéné postaveni maji raciondlni elipsoidy — kte-
rych je oviem jen spodetné mnoho typld. Ziroveii tvoii krasnou
rehabilitaci Landauovy Q-formule (18).

Je mozZno, Ze jiZz piidti 1éta piinesou nam uplné nebo témér
aplné fefeni tohoto O- a - problému. Neni oviem také vylou-
<eno, ze po velikolepém bé&hu Jarnikové dospélo se k nepiekonatel-
nému ,,sprinterskému finishi“. Rovnice (18) je vzhledem k (19)
. jisté nespravna, nahradime-li tam £ symbolem O. Je viak zcela
-dobfe myslitelno, Ze pro téméf vSechny formy (35) a pro kazdé
pevné ¢ > 0 plati:

P(z) = O(at®—1)+e),

To by bylo pak pravé zevieobecnéni odhadu (10). _
Pro formy (47) je v8ak odhad (48), jak Jarnfk (I) ukdazal,
Hémét definitivni, nebot plati pro vdechny ony formy

P(z) = Q(xt—o0), ' (50)
" pro témér vdechny pak ‘
o—1 ) y
' P(x) = Q(x¥*—7 logetlz). = (51)

Diikaz vzorce (50) spodiva na docela jednoduchych myslenkovych
pochodech, zatim co dikaz vzorce (51) uziva také ne prili§ kompli-
kované Chinéinovy véty z metrické teorie diofantickych aproximaci.
_ Zminim se jests, Ze Jarnik (3—4) vySetiil také formy (47),
bez vedlejsi podminky rm = 4 vhodnou obménou své metody.
Budiz :

Am = }7m Pro r» = l1neb 2neb 3; A, = lprorn = 4; (52)
-‘ A=h+2+ ...+ 4. '

Pak znf odhad odpovidajici odhadu (48)
P(x) = O(xtke—2+e), (53)

V ném je obsaZena (48) jako specialni piipad. Nebot jestliZe stile
Tm 2> 4, je podle (52) stile An = 1, tedy 2 = o. Volime-li dle

c=2,n=1rn=Fk—1Lk=>5,
nasleduje z (52) :
‘ A=t+1=1%

a (59) poskytuje - B
P(z) = O(a¥*—1+) . (54)

pro formy Q tvaru : _
Q(ulx Ugs o+ o oy Uk) = ﬂl’“‘l2 + ﬂE (u22 + e+ wd), T
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¢ili, coz znamend totéz, pro formy
Quy, Uy, - - -, up) = au® + (u? + .. .+ w?).
Pri tom odpovidaji ,,téméF viem* systémum (8,,8,) ,,téméf viechny*©

hodnoty a. (54) podavé tedy zostfeni vztahu (34), kdyz @, je
kulova forma.

Specidln{ piipad ¢ = 2 ze (48) a (51) pravi: bud
Q (3, Ug, « oy ur) =Py (U4 . A Ur )+ By (W11 - o AUr 40 2), (473')‘
ﬂ1>0ﬂ2>0 7‘1>4 7‘=>4 71+72=k'
pak je pro téméF vé’eclmy systémy (ﬂl, B:) a pro kazdé pevné
e>0
P(x) = O(x* —2+te), (48a)
P(x) = Q(x*—2logt z); ' (5la)

dale je podle (44) a (50) pro formy (47a) pro v.§eckny systémy

ﬂl? ,32
P(x) = O(x*—1), (44a)

P(x) = Q(x*-2). (50a)
Muzeme uvaovati tyto vysledky 8 nasledu]iciho hlediska.
Z definice 0- a Q- symboli ndsleduje, Ze pro pevné @ dvojice

odhadu
P(z) = O(), P(z)= Q(a*) . (65)

mé za nésledek jednak nerovnost u > v, jednak vztahy
P(z) = O(a¥), P (z)= Q(z")

pro viechna ', ¢/, pro kters u’ > u, v <v. Z toho vyplyva, Ze
éisla u a v, kterd hovi (55), tvofi Dedekindtiv fez, kterému odpovida
jisté &islo p = u (@). Pro toto 4 — nazyvime je pravjrm zbytkovym
exponentem — je splnéno soufasné

P(z) = O(z#te),  P(x) = Q(x+—*) (56)

pro kazdé pevné ¢>0. U forem (47a) je podle (44a) a (50a) $k—1
éislo tiidy u, 3k — 2 ¢&islo tiidy ». Pravy zbytkovy exponent hovi
tedy nerovning

th—2<pu<th—1. = (57)
Pro témé&f viechny formy (47a) je dale podle (48a) a (51a) '
Cu=}k—2. (57a)

. Jarnfkovi (5) se nyni zda¥ilo mnoZstvi dvojic (8;, 8;) vyloudené -
z (48a) a (51a) (jehoZ mira rovna se nule). rozdéliti ve vhodné tiidy .
(dastetné mnoziny) pomoci velmi jednoduchého kriteria a pro
kaZdou z téchto tiid udati pravy zbytkovy exponent U, pii ¢emi
kaZdé u, hovici nerovning (57), se skuteéné muze vyskytnouti.



222

Rozdélovaci princip vznikly z teorie diofantickych aproximaci
je nasledujici: bud § > 0. VySetfujme mnozinu M, viech reilnych
disel y, pro ktera existuje posloupnost dvojic positivnich celych
Sisel py, 15 Pa. Qo5 Pss 055 - - - PrO NEL:

Pn 1 '

e e P g0 -1), s

P qn n PR (58)

Horni hranici mnoZiny M, oznadme » () a nazyvejme ji pravym
exponentem ¢isla f.

Z teorie dlofa,ntmkych aproximaci je znamo, e pro Zadné f
<¢islo v () neni negativni, pro témér viechna f pak

v(f) = 0.
Vsem positivnim » odpovida tedy mnozstvi &isel f miry nulové.
Pro racionélni f je, jak snadno nahlédneme,

v(B) = oo; (59)
nebot pro g = p/q je splnéna (58) pro p, = np, ¢. = ng pro kazdé

y > 0; obracené ovSem nepotiebuje byti ¢islo f, pro které plati
{59), racionalni. Dale je podle (58) jasno, Ze

w6 = () (60)

Pro kazdé Y, Vyhovu]ml vztahu (58), je totiz také 1 % ohrani-

B o
&eno, tedy

1 _ o _1la (&_ ) _ 0(.L).
ﬁ Pn ﬂ Prn \qn Qn2+y
Bud nyni @ forma (47a), B = B./f,. Pak plati podle Jarnika
pro pravy zbytkovy exponent definovany pomoci (56)
1
’ v 1 (v < o0), (61)
. uw=3k—1 (v = o0). (62)
K témuz Vysledku dojdeme vzhledem k (60) volbou g =g,/f,, nesy-
metriénost je tedy jen zdanliva. Pro »=0 splyvé (61) s (57a), pro ra-
cionalni @ jest odhad (62) vzhledem k (59) obsazZen v (28) a (30). Ve
viech ostatnich piipadech jsou odhady (61) a (62) nové. Ze se skutes-
né mize vyskytnoutl kazda hodnota u v intervalu (57), je na zakladé
definice &isla » zre]me

Pti dikaze vzored (61) a (62) vysel Jarnik z (45), pii demz se
i tentokrate ukazal podstatnym castecny integral pro .

p=1tk—1—

t>———

275
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K vySetieni poslednfho uzil Jarnik jisté véty z teorie diofantickych
aproximaci, ktera je podobna vété uzité pri (48), ale zde se da
lehdeji dokazati (hlavné proto, Ze se zde jedna o jednodimensionalni
mnozstvi B, zatim co pfipad o > 2 vede na analogické mnoZiny
vicedimensiondln{). Této v&té odpovidajici roztiidéni Fareyovych
intervalti je vSak stejné komplikované jako roztifidéni uzité pii -
(48), od kterého se jen nepodstatné lisi.

Proti ,,sprinterské teorii‘, ktera dostoupila jistého klidového
stadia (i kdyZz vedle O- a - problému jiné rozli¢né otdzky
s Gspéchem byly vySetfovany), jsou elipsoidicka vySetfovani, jak
pravé nejnovéjsi vysledky presvédéiveé ukazuji, v &ilém proudu
-a muzeme doufati, Zze jesté mnohy zajimavy vysledek v nejblizsich
letech se vynoii. OvS8em i zde projevi se Gasem jista stagnace,
jakmile bude ,,smetana sebrdna‘. Prozatim otvira se v8ak kazdé-
mu, kdo k tomuto oboru ptistupuje, vdééné pole ¢innosti.
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