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O degeneraci konstrukce os plochy kuZelové
v iilohu kvadratickou.
Josef Zdiirek, assistent ceské techniky v Praze.
Kubickou tuto dlohu fe$ivdme vyhleddnim priaselikii dvou ku-

Zelose¥ek — nejCast&ji rovnoosé hyperboly, podstavné kuZelosetky
pfesn& vyrysované aneb jakékoliv kuZelosetky jiné — s kruZnici.

Jako problém normdl kuZelosefek, mize i tento degenerovati. Uka-
Zeme, Ze existuje jistd, na podstavné kuleloselce H zdvisld plocha V
té viastnosti, ze zvolime-Ii na nf vrchol kuZele, lze jeho osy sestro-
Jiti kvadraticky.

BudiZ hyperbola H — o osdch M, N, stfedu s, ohniskdch ¢, ¢’,
asymptotdch E, E’ — podstavou kuvZele, jehoZ vrchol wnéjZ v bod& v
na priméru vs = 4 sviij orthogondlny pramét na rovinu podstavnou
(obr. 1); sestrojime vysku r kuZele tak, aby jeho vrchol padl na
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zminénou plochu V. Stopniky X, 3, 2 0s X, ¥, Z hledaného kuZele
leZi na Apollonické hyperbole K,*) je prochdzi body v, s, ma M, N
za sméry asymptot a pfimku D — kolmou ku sméru sdruZenému
k A vzhledem na hyperbolu H — za tenu v bod& v. Vedme timto
bodem pfimky M // M, 'N // N, &im% urlen rovnob&Znik s I v 2;
stfed- 0 hyperboly K lei na jeho uhlopficné /2 a na pfimce F
jdouci bodem v a symmetrické k D vzhledem na M, 'N; asym-
ptoty jeji U,/ M, V// N*¥)

Stopy xy, xz, yz hlavnich rovin kuZele jsou te¢nami paraboly
Steiner-Pelzovy 11, jiz obdriime jako kfivku poldrné sdruZenou
k hyperbole K vzhledem ke kfivce zakladni H. Pfimka A jest jeji
fidici pfimkou, ohnisko jeji ¢ leZi na priméru Q kfivky H sym-
metrickém ku A dle jejich os a na kruZnici L vedené body v, ¢, ¢’ 1);
osu jeji oznalme 2. Ke konstrukci této paraboly nebylo tieba
vysky kuZele.

Zvolivde prozatim libovolnou pomocnou vyku r, opidme ji
kol bodu v jako stfedu kruZnici R’. PovaZujeme-li tuto za idedlny
obraz imagindrné kruZnice v polom&ru 7’ 1~ J, bude pfislusny troj-
tihelnik x’ y* 2’ poldrnym trojihelnikem této kruznice.t+) JeZto body
x’, ¥', 2’ leZi na hyperbole K, jsou strany tohoto trojuhelnika te¢-
nami kuZeloseCky P’ poldrn& sdruZené ke kfivce K vzhledem na
imaginarnou kruZnici #”. Stfedu kruZnice jako bodu hyperboly pfi-
slui pfimka ub&Znd, tedy jest P’ parabolou. Te&n& D pfislusi bod
ubéiny ve sméru k ni kolmém, tedy jest osa O’ paraboly kolmd
ku D. Ub&Znym bodiim hyperboly pfislu3i 1M, ‘N jako pdr kolmych
tefen paraboly, tedy jest D jeji fidici pfimkou. Ohnisko jeji lezi
— jeZto pfimky ‘M 3N D F jsou harmonické — na pfimce F. Bodu o
a ibéZné piimce jako polu a polafe hyperboly pfisludi sdruZend
pifimka S a bod v jako poldra a pdl paraboly a jeZto bod v leZi
na fidici pfimce, prochdzi S ohniskem f', pro nél tedy plati
vo. v = — r’*. Strany trojuhelnika X’ y’ 2’ jsou tedy spolecnymi
tecnami obou parabol P’ II ((tvrtou tefnou jest oviem piimka
ub&znad).

Ménime-li vySku 7’ kuZele, mé&ni se parabola P, aviak viechny
takovéto paraboly maji spoletnou fidici pfimku D a ohniska jich
leZi na pfimce F. Lze vyhledati mezi nimi lakovou, Ze moZno jf
a parabolou IT proloZiti rotaini kuZele o spolecném vrcholu u;
témto kuZeliim moZno sestrojiti spoleCné roviny teéné (coZ je iiloha
kvadratickd) a jich stopy budou pak spoleénymi te¢nami obou pa-
rabol. Je-li P touto parabolou, f jejim ohniskem, bude pfislusnd
hledand vy3ka r kuZele stfedni geom. Gmé&rnou Gseku ov, vf.

*) Bedfich Prochdzka: ,Vybrané staté z deskriptivni geometrie“, lll. staf,
odst. 38 a nasl. Vysledky tam odvozené tykajict se nasich kivek K, I R,
2de uvedeny jen struéné bez odavodnéni.

**)Nebo 13// 24 | E;3=- EXV,4= EXU; body 3,4 lezina asymPtO‘aCh-

) TamtéZ odst. 85.

) Tamtéz odst. 40.
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Konstrukce bodu f jest téZ tilohou kvadratickou. Vrcholy v3ech
rotalnich kuZelli jdoucich danou parabolou vypliiuji jak zndmo opét
parabolu, s prvou shodnou, leZici v roviné kolmé k rovin& para-
boly prvé, majici vrchol v ohnisku této, a ohnisko v jejim vrcholu.
Zobrazme takovéto k¥ivky *II,*P’ pro nase paraboly I/, P’ a sklopme
je kol os 2, O’ do nakresny do polohy [*Z/], (*P’). Kdyby se tyto
paraboiy 'II, 'P’ protinaly, byl by jich prasetik hledanym spoleEn)"m
vrcholem obou rota¢nich kuZeli; v tom pfipadé pfislusely by pri-
seénému bodu u’ os 2, O’ v obou parabolach [1], (*P’) stejné
pofadnice. Posouva-li se bod f° po piimce F, vypliuji viechny
paraboly 'P’ pfisluSné parabolam P’ plochu kuZelovou P, ku na-
kresn€ soumé&rnou, uréenou bodem v jako vrcholem a parabolou 1P’;
tento kuZel ma pnmky F, A/ O’ za pfimky obrysové a protina
rovinu ¢ paraboly I v hyperbole G, jiz sklopme té% kol osy @
do ndkresny do polohy [G]. Tatomd body a A X &, b—=FX Q
za vrcholy, asymptoty najdeme obvyklym zpiisobem pomoci roviny
vrcholem rovnob&in& k ¢ vedené a jejich prusecikii s parabolou 1P,
Kfivky [G), [\II] maji spole¢nou osu £, a proto lze priiseCiky jich
kvadralicky sestrojiti.*)

Je-li {u] jednim z nich; vedme [u] « | £ a bodem u osu O // O’
hledané paraboly P **); ohnisko této f lezici na F urli s bodem o
hledanou vysku kuZele r. A jeZto pro tuto jest konstrukce spolec-
nych teden obou nasich parabol kvadratickou, jest kvadratickou
i konstrukce os plochy kuZelové, urcené zvolenou hyperbolou pod-
stavnou H, zvolenym primétem vrcholu do roviny podstavné, jejiz
vysku vSak bylo tfeba (konstrukci takté? kvadratickou) sestrojiti.
Bud « jest pramé&tem spoleZného vrcholu obou rota&nich kuZell
proloZenych kfivkami II, P; [u] u jest vzddlenost tohoto bodu od
primétny. Myslime-li si t¢mto kuzelim vepsané koule o priiméru
[u] u, budou se tyto dotykati pramétny v bodech f, ¢ a témto koulim
opsany spo]eény rotaéni kuZel md v palicim bod& ¢ usecky £, ¢
vrchol; spojnice u¢ protind ndkresnu v bod€ x, tak, Ze uc =cx,
&imZ ]eden ze stopnik{l os nalezen. Jim vedené spoleéné tedny pa-
robol II, P a jich tetna kolmd ku sméru v jsou stopami hlavnich
rovin kuZele. —

Aby uvedenym zpsobem sestrojend vyska kuZele r byla redind,
musi bod f padnouti nezbytn& vzhledem k bodu v na opa¢nou stranu
pfimky F neZ bod o; proto pruseliky kfivek [G], [\/I] jeZ by pfi-
padly snad na druhou, bodem b jdouci vétev hyperboly. nemély by
vyznamu; pfi jiné volb& bodu v miZe se tato vétev stiti podstatnou,

*) V. Jarolimek: ,Zikladové geometrie polehy“ sv. lll. str. 58 a ndsl.,
aneb téhoz autora v ,Rozpravich® ro¥. 1898: ,0 prvc{ch dvojpfimkovych...“;
J. Melichar: Sestro;em spol. bodii dvou kuieloseéek 4 Casopis, ro¢. XLIL
Konstrukce asymptot kiivky G popsdna nize. .

**) Jsou-li = resp. p parametry parabol II resp. P, plati = uq _p p.uf
aneb sestrojime-li kruznici priisetikem # os a obéma jich vrcholy, lezi ohniska
obou na kruZnici soustiedné.
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Vobr. 1, zvolen bod v na priméru o, ktery neprotind hyper-
bolu v redlnych bodech. V tomto pfipadé le%i body a, g po riznych
stranich osy 4, proto parabola ['II] nemiize padnouti celd dovnitf
hyperboly [G], tedy na3e dloha md vidy jedno redlné fedeni, a¢
mohou pfipadnouti i na druhou v&tev hyperboly redlné priiseliky.

Jinak je tomu, je-li 4 primérem protinajicim hyperbolu z4-
kladni H v bodech redlnych, Zvolme (obr.2) na 4 bod v, zobrazme
na pfistuSném soumérném priiméru Q bod ¢ na kruZnici jdouci
body v, ¢, ¢’, &imZ, je-li e excentricitou hyperboly H, plati sv.sq = e2.

D

Bod a na pfimce A | D padne nyni na tutéZ stranu osy 2 vzhledem
k pfimce 4 jako bod ¢. Pfimka A = yg protinejZ pritmér Q v bodé d;
jeZto je pomér sv:sd staly, jestisoulin sd.sy staly, tedy body g, d
tvoti — pohybuje-li se bod v po pfimce 4 — na piimce Q invo-
luci o stfedu s; jeji dvojné body ¢, it promitnéme ve sm&ru A na
piimku 4 do bodit w, 'w (body f, *w nezobrazeny). Zvolen-li bod v
mezi body w, 'w, leZi i bod d mezi body ¢, ¥, tedy bod g jest dile
od stfedu s neZ bod d a tim dédle od osy & neZ bod a, vrchol to
kiivky [G]. Vtomto pHpad& se ktivky [G), [ZI] (kteréZ nyni nejsou
stdlé, nybrZ méni se se vzddlenosti sy) protinaji a proto pro tento
ptipad Ize op&t sestrojiti k bodu v p¥islusnou vysku kuZele, jehoZ osy
Ize sestrojiti kvadraticky. OvSem pfihlizime jen ku prasefikiim oné
. vétve hyperboly [G], jez prochdzi bodem a.

Lezi-li vSak priim&t vrcholu kuZele na primé&ru o mimo dsetku
ww, nemiZe pro Zidnou redlnou vy3ku kuZele nade degenerace
nastati. ’ :
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Body w, 'w lze sestrojiti také — jeZto je plocha trojihelnika
vsq stdla — jako prlisefiky pfimky 4 ste€nou kolmou ku D se-
strojenou k hyperbole konfokalné s danou H a majici pfimky 4, Q
za své asymptoty.

Sestrojime-li pro vSechny redlné priméry hyperboly H takovéto
body w, 'w, obdrzime kfivku W, kterdZ bude obrysovou a spolu
priiseZnou kiivkou plochy V s nakresnou.

Jsou-li a, b poloosy, e excentricita hyperboly H,  odchylka
jejtho préméru 4 od rediné osy M, budou x, x fg » soufadnice

2 2 2
bodu w, a LC;‘?—O), — e;sin ® cos  bodu t. Vyjddfime-li odiud

T — . 0t x . .
smérnici spojnice w ¢, kterdZ se téZ rovnd ) obdrZime srovni-

nim, s ohledem na relaci y = x. fg o jakoZto rovnici kfivky W vyraz
b2 xt— x2y? (qz_bz)_ x? (a® _{, b‘_‘) br—y2 (aH—bi) —yt=49
aneb v soustavé poldrné

b tatitgto

e :,(az + b*) b:— adtg? o

Tato kfivka md v poldtku isolovany dvojny bod, asymptoty
hyperboly za své asymptoty, prochdzi ohnisky ¢, ¢’ a lezi celd
(mimo dvojny bod) uvnitf hyperboly H. Je-li zdkladni kfivka rovno-
osou hyperbolou, méni se téZ v hyperbolu rovnoosou.

Ze specielnich poloh uvaZovanych ttvarit povdimnéme si pouze
jediné. Kdyby s o sdrueny priimér hyperboly H sviral s jejimi
osami (hel 45° bude A = F, kuZel P redukuje se v rovinu, kfivka
G v piimku; bude zde a= b = u. Bod f pfimky F = O zobrazime
jako vrchol paraboly (*P) o ose O, kteréz prislusi v bodé u tdZ
pofadnice jako parabole (1) a kterdZ md bod O X D za stfed
kiivosti. (Konstrukci lze provésti na pf. podobnosti die posléze
uvedeného bodu.) Z obou refeni vezmeme oviem jen onen vrchol f,
ktery padne vzhledem k pfimce D na opacnou stranu neZ bod o.

Je-li podstavnou kfivkou elljpsa provedeme konstrukci vysky
zcela obdobn& jako pfi hyperbole. Jednodussi feSeni davd v¥ak
podstava parabolickd.

BudiZ parabola I'—o ose M, ohnisku ¢, fidici pfimce B, pri-
setik této s osou jest bod p podstavou kuZele, kterfz dale jest
uren primétem v vrcholu do podstavy a jehoZ vySku r chceme
sestrojiti tak, abychom uméli jeho osy sestrojiti kvadraticky (obr. 3).

Ohnisko ¢ pfistusné paraboly Steiner-Pelzovy leZi na spojnici
vy tak, Ze v = p g. Primér o bodu v jest jeji Fidici pfimkou,
osa M vrcholovou tangentou. Stfed o Apollonické hyperboly leZi
na M; spustme v | M a nanesme ¥ o= gp i co do sméru. Ke
piimce o v sestrojme bodem v dle osy M soumé&rnou pfimku D
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a k této kolmou A. (Obr. 3.) Zvolme na pfimce F = oy libovolny
bod f jako ohnisko paraboly poldrn& reciproké k Apollonické hyper-
bole vzhledem na imagindrnou kcruZnici o stfedu v a poloméru
=1 v.fv, kterd ma pfimku D za pfimku fidici; k této mysleme
si sestrojenou parabolu, je: je geom. mistem vrcholli rotalnich
kuZelii ji prochazejicich. Tato spolu s bodem v urdi plochu kuZe-
lovou P. Abychom mezi v8emi s posléze uvedenou rovnob&nymi
parabolami na tomto kuZeli nalezli onu, kterd se v prostoru protind
s parabolou 1/, — kterd je zase geom. mistem vrcholi rotalnich
kuZelii proch4zejicich parabolou Steiner-Pelzovou — zobrazme prii-

senou kiivku G tohoto kuZele s rovinou paraboly 1IT; body a, b,
v nichz p¥imky A4, F protinaji osu 2 paraboly Steiner-Pelzovy,
jsou vrcholy kfivky G. Abychom sestrojili jeji kol £ do ndkresny
obklopené asymptoty, vedme 7 1 D, 1 na vy a sestrojme délku
72 pofadnice v podstatné parabole kuZele P; ddle vedme 73 L v v,
13 = 12, naleZ v 3 jest povrchovou pfimkou zmin&ného kuZele do
nékresny kol svého orthogondiného primétu v7 obklopenou a shle-
danou asymptotou rovnobéZnou.*) Pro naSe feleni md pouze v&tev
kfivky G jdouci bodem b vyznam. Tato protind parabolu 117 v bodé& u;
pfimka O — bodem u kolmo ku D sestrojend — jest prim&tem
hledané paraboly, jeZ se s parabolou I protind, a jeji vrchol f
jest ohniskem oné paraboly o fidici pfimce D, jejiz spoleiné teény
s parabolou Steiner-Pelzovou dovedeme kvadraticky sestrojiti a jeZ

*) Tato konstrukce stejné provedena v obr. 1.
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bude kfivkou poldrn& reciprokou k Apollonické hyperbole vzhledem
na imagindrnou kruZnici o polom&ru Voy.v7. Pro tento polomér ja-
kozto vySku sestrojeny kuZel budou ony spoletné teny stopami
jeho hlavnich rovin.

Kdyby se bod v pohyboval po pfimce 4, posunovaly by se
piimky A, F, D rovnob&iné. Dospél-li bod v do polohy w takové,
Ze piislugnd primka 1A / A prochdzi bodem ¢, dotknou se stejn&
jako dfive sestrojené kfivky G, *1/ v bodé 1¢, pfislusném to ohnisku
Steiner-Pelzovy paraboly. Pro body pfimky 4 na pravo (v nadem
obraze 3.) od bodu w nade degenerace nastati nemaize. Bod w jest
pruseCikem priiméru 4 dané paraboly /" se sdruzenou, ohniskem
prochdzejici tetivou. Odtud snadno lze odvoditi kiivku, kterd jest
geometrickym mistem téchto bodi a tedy Fezovou kfivkou plochy V
s nakresnou jakoZto parabolu W, s podstavou I’ souosou, jdouci
jejim ohniskem a majici polovi¢ni parametr.

O dvojrohu.
Napsal Dr. Viadimir Masek, prof. vys. 3koly zemédéiské v Brne.

V ¢&ldnku tomto uvaZovati budeme dvojroh co priimét priisené
kfivky urtitého piimého konoidu 5. stupn& s rovinou jdouci jistou
jeho povrchovou pfimkou. Osou konoidu budiz pfimka o leZici
v primétn& = (obr. 1.) a za Ffidici kfivku volme kfivku =, leZici
v roving totoZnosti a orthogondlné affinni k cissoidé Diokletov&
lezict v ndrysn&, jejiZ asymptota a se ziotoZiiuje s osou x. Oznacme
r polom@r zakladni kruZnice k zvolené cissoidy Diokletovy a spusfme
z bodu vratu Q fidici kfivky konoidu kolmici & k primétng n.
Budiz zde uvedeno, Ze konoid takto stanoveny jest geometrickym
mistem vrcholl v3ech o hyperbolickych paraboloidd mimob&zkami
a a b prochdzejicich.*)

Oznatme A a B priisetiky osy o s mimob&ikami a resp. b
a jmenujme rovinu y kolmou ku ose o a prochazejici palicim bo-
dem G useCky A B rovinou centrdlnou. Z vytvoreni konoidu plyne
pfimo, Ze rovina y obsahuje dv& jeho k sob& kolmo stojici po-
vrchové piimky. Oznatme je g a g'. Sestrojme ndrysny priimét
pruse&né kfivky & konoidu s libovolnou rovinou o jdouci” pfimkou g.
Primét piidorysny p, povrchové piimky p konoidu obdrZime,

% _Dr. J. Kloboucek: Methodické pozndmky ku theorii kompiexu A2 Roz-
pravy Ceské Akademie r.1905. O komplexu 0S ploch 2 st., které prochazeji
dvéma redlnymi mimobéZkami. Tficdta roéni zprdva karlinské redlky.
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