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kladni trojinu mezi rovnobézkami » a p v poloze N, S, P, a uti-
nime pak S,S||p.

Sestrojime-1i soustavu rovnobézek s jednim pri mérem, mozno
takto ellipsu danou dvojinou sdruZenych priméri rychle vytvoriti.

Je li piimka p polohy obecné (Obr. 8.), sestrojime zdkladni
polohu kruznice %, a stiedem ellipsy piimku v || p, jez jest trajek-
torif pro zdkladni polohu V, =wv. &, ; ddle pouZijeme je§té pohybu
bodu U, jehoz zdikladni poloha U, =¥k, . V, P, na trajektorii u.
Nyni jest wmistiti trojinn VUP resp. na pfimkach ¢, «, p. Umi-
stime zase zdkladni trojinu mezi rovnob&ikami » a p v poloze
V,U,P,, V,P,=V,P,, V,U, = V,U,, aulinime pak U, U || p,
¢imz uréi se bod U= U’ na u; sestrojime-li UP = UP’' = U, P,,
jsou prisetiky P a P’ piimky p s ellipsou uréeny.

Sem ndleZi také tloha: Sestrojiti trojuhelnik MNP daného
tvaru a welikosti tak, aby jeho vrcholy nachdzely se resp. na
danych pFimkdch m, n, p. Zvoli se na pi. piimky m a »n za

. zékladni trajektorie pohybu elliptického o stiedu O, = m . n,
sestroji se jedna poloha M, N, a kruZnice &, opsand trojihelniku
O,M,N, a urti se prisetiky pfimky p s ellipsou vytvoienou
pohybem ttetfho vrcholu P, zdkladniho trojihelnika, opét pomoce-
nymi trajektoriemi » a v, kde v|| p.

Kuzelosetky dvojnasobné se dotykajici dvou

kuZelosecek.
Dr. Q. Vetter. — (Dokonteni.)

§ 8. Vedeme Ui ke kaidé kudeloscéce X,v v prisedicich
s H, tecny, prochdzi z nich jedna vidy bodem z, a druhkd 2';;
podobné i tecny v priseticich s H', prochdzejt védy bodem z,
a #',. (Steiner, 1. ¢. 475.)

Nechf rovina pifmkou H, (obr. 1.) kolmo na piidorysnu
vedend protind plochu « v kuZeloseice ®. Kuzel ¢, dotykajict
se « podél této kfivky, ma vrchol v «’, pélu ptimky H, vzhle.
dem k A. Teénd rovina ¢ ke kuZeli y podél @ protind ® ve
dvou bodech, v nichz vedeme teéné roviny ke kuzeli ¢. Priset-
nice t&chto rovin s ¢ promitaji se ve zminéné te¢ny. Lze uka-
zati, ze tyto priselnice vytvofi dvé zborcené plochy 4. stupné
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Rovina, v niz @ lezi, protind kuZel y v kuZelosetce I'. Pro
jednoduchost vypodtu transformujme kuzelosetky ty tak, aby ve
spoletném jich poldrnim trojihelniku dvé strany stdly na sobd
kolmo a tfeti byla v nekonelnu ¢&ili aby ob& kuzelosetky byly
souosymi (obr. 5.), pfimka @ protinejz tuto rovinu v bod& o*,
rovina ¢ v tetnd O* a tend rovina kuzele v pfimce R*. Jeji
dotyény bod @ budiz »*. Polozime-li poldrnou osu do spoletné
osy kuzelosetek a potitek do r, jsou jejich rovnice:

o 2a cos @
I=e= cos?q + c.sin%q ' &
O=p—= 2a cos @ @)

cos? g+ b.sin%¢ ’
kdez 22 =7¢ a b a ¢ jsou pifslusné konstanty. Jsou-li polarné
soufadnice bodu o* » a «, zni rovnice tetny O*:

O* =1rg c0S & 0S8 ¢ — ga COS ¢ — ar co8 « + cro sin « singp = 0.
(3)

Dosadime-li do rovnice 3. za » vyraz, jejz obdrZzime z rov-
nice 1., kdyZ jsme nahradili ¢ a ¢ veli¢inami » a «, zni rovnice 3.:
2a €08

c0s? ¢ cos ¢ -+ 2¢ sin ¢ cos « sin ¢ —c¢ sin? e cos @’ @)
Srovndme-li rovnice 2. a 4. a zavedeme-li funkci fg a hod-

notu ¢= kb, obdrzime po tipravé vztah:
ta?q —2ktgg.tga+ ktgta=0. )
Resfme-li tuto rovnici dle tg @, obdrzime dva vysledky,

O¥=p=

totiz : .
tgog=(k + Vi*—k).tga (6)
a tgo=("% — Vi — k). tg e )
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Svazky paprskd, jimiz z bodu » jsou promitnuty body o*
a ¥, jsou projektivné a proto i povrchové piimky, podle nichz
se tetné roviny sobs& piisluiné dotykaji, jsou projektivné. Proto,
jak zndmo, vytvofuji v obou pfipadech zborcenou plochu &tvr-
tého stupné. Zabyvejme se zborcenou plochou urtenou rovnicf 6.
a ptedpoklddejme na pf., Ze 4 a B jsou elipsy a « jednoplochy,
dle pldorysny soumérny hyperboloid. Pak jest I' elipsou a ©
hyperbolou a konstanta % zdpornd. Ubly ¢ i « méni se vidy
od O do 180°. Za nagich piedpokladd maji tangenty obou twhli
riznd znaménka. Jsou-li proto isetky bodd o* i »* ob& mensi
nez usetka bodu ¢, majf jejich pofadnice znaménka souhlasnd,
je-li ale jedna z nich vét§f a drubd men3i neZ tseéka bodu ¢,
maji jejich pofadnice znaménka rtiznd. Bodim o* dle poldrné
osy soumérné polozenym pifsludi také soumérné poloZené body
r*. Proto jsou vSecky povrchové pfimky zborcené plochy sou-
mérny dle pidorysny, kterd zborcenou plochu protinid ve dvojné
kiivce a to stupné 2., nebof priisek rovinny musi byti stupné 4.,
tedy dvojndsobny stupné 2. Jezto dvojnd kiivka zborcené plochy
4. stupné jest stupné 3., degeneruje se v naSem piipadé na
kuzelosetku v ptidorysné a na pifmku k pidorysné kolmou. Pii
dvou dle piéidorysny soumérnych polohdch roviny ¢ degeneruje
se kuzelosetka 2, v teény U, a T, (obr. 6.). Uvazujmez tu
polohu, pii které z, promitajici se v z,, lezf nad pidorysnou.-
Piimka U, promitajici se do U,, jest povrchovou pfimkou plochy
zborcené, nebof U, jest jednou z teten k 3,7 vedenych v pri-
selfcich s H,. Do 7, promitd se povrchovd pifmka 7' druhé
zborcené plochy. Z poloh, pii nichz se 3,7 degeneruje v R, a
S,, volime zase tu, kdy # lezi nad plidorysnou. PonévadZ « jest
jednoplochym hyperboloidem, protinaji se U a R vz UasS
v y'. Lze ukdzati, Ze zborcené ploSe, které piislusi U, pifslusf
také R a nikoli S. V poloze, kdy 3r se degeneruje v U a 7,
Jjsou body o,* a »*, priiméty bodi o* a r* bodem ¢ nedéleny,
protez body o* a r* lezf oba nad pidorysnou a nesmi proto
byti déleny ani ¢, a »* stopou piimky U, dotyénym to bodem p,
pfimky U, na 4. Na$i zborcené plofe piisludi proto U a ni-
koli 7. Degeneruje lise ¥ do R a S, jsou ¢', a r,* prisetiky
R, s H, a ¢, bud oba dotyénym bodem pimky R, s A, sto-
pou p“,, a bodem ¢*‘ déleny nebo nikoli, protez i R pFislusi
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téze zborcené plofe. Bod z jest tedy dvojnym bodem zborcené
plochy a promitaci paprsek zz, dvojnou ptimkou. Ponévadz kazd4
povrchovd piimka zborcené plochy 4. stupné dvojnou kiivku
4. stupné protind ve dvou bodech, protind povrchovd piimka
uvazované zborcené plochy i dvojnou kuZeloselku v pldorysné
i dvojnou p¥imku do z, se promitajici, protez jedna z teten ku-
Zelosetky 2,7, sestrojenych v priseliku této kuzelosetky s 71,

Obr. 6.

bodem z, prochdzi. Stejnou dvahu mohli bychom provésti pro
jiné ptedpoklady. Vyjdeme-li z vyrazu 7., obdrzime druhou
zborcenou plochu a bhod 7.

§ 9. Dvé kulelosecky X,v dotykaji se dangch kuZeloseiek
A a B v 8 bodech, jimii lze proloditi kuseloseéku. (Steiner,
1. c. 472)

Jsou-li ¢ a o' roviny, jez obé& kuZelosetky vytvoif, pak
oznalime jejich stopy P¢, a P*' a dotykové povrchové piimky
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na kuzeli y @ a @'. Promitaci rovinu p¥imky C protind y v ku-
Zelosetce I, piimky Pe, @ a Q' v bodech f,, j a 5/ (obr. 7.).
Body f,, 7 a j* lze proloziti kuZelosetku 4 dle C soumérnou.
Obé kuzelosetky stanovi svazek, ktery na C urtuje involuci
9> 915 Jis [45 Juy J'ye Protoze ale body £, g,, j;» g°y jsou har-
monické, musi i jim involuci piitadéné body /', ¢',, 7, 9, byti

harmonické, profez f, musi lezeti na P ¢’. KuZelosetku A lze

Obr. 7,

promitnouti z ¢ kuzelem, ktery protini plochu « ve kfivce ttvr-
tého stupué dle pidorysny soumérné, promitajici se proto do
pidorysny do kuZeloseiky prochizejici 8 dotyénymi body obou
kuZelosetek 3,7 s A a b.

§ 10. Vsechny kuZeloseéky 2,7 maji v C a ¢ poldru a
pol; ze spoledngich seéen dvou kuZelosedek X,v prochdzeji vidy
dvé polem ¢, délice harmonicky G, a G‘,. (Steiner, 1. c. 472.).

Ve &tyfrohu p,p’,9,¢', jsou vidy C a ¢ diagondlnou stra-
nou a diagondlnym rohem, &imz prvd &dst véty dokdzdna.
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Necht lezi dvé z kuzelosetek 37 v rovindch ¢ a g’. Obé
tyto roviny se dotykaji kuZele y, proez prochdzi jejich prisec-
nice, jez se promitd do jedné ze spolefnych sefen obou kuzelo-
setek 2,7, vrcholem ¢ kuzele y. Rovina ¢ s ¢' dle pidorysny
soumérnd urfuje kuzelosetku 237, majici tyZ primét s kuzelo-
setkou v ¢'. Proto se prliseinice rovin o a ", prochdzejici
také ¢, rovnéZ promitd do jedné spoleiné setny. PouZijeme zase
promitaci roviny piimky C jako v § 9., jeZz protind y v I
(Obr, 7.). Rovina ta protind roviny ¢, o/, ¢" a promitaci roviny
piimek G, a G‘; v tetnich V, V', V* V', V" a jejich pri-
seénice v bodech ¢/, v", g, ¢g', 9" a g'. Piipojime je$té tednu
V* a prisetiky v a »"". Rady gv'g'v'" a g"v'“'¢g"v" na tet-
nich V* a V" jsou projektivné jakoz i jejich priméty na C.
Ponévadz se ale soumérné polozené body promitaji do tychz
bodi ptimky C, tvoif soumistné fady na C involuci o dvojnych
bodech v ¢, a ¢‘,, délicich harmonicky v, a »,", a proto jsou
také spoleéné selny dvou kuzeloselek X7 piimkami G, a G,
harmonicky déleny.

§ 11. Poldrnou reciprocitou na pf. dle kuZelosetky 4 do-
staneme z vét §§ 4.—7. a 9. véty poldrné; véta § 8. jest si
sama poldrnou. Tyto véty také Steiner (1. e. 474 a 475) uvadi.

1. Degeneruje-li se 4 ve dvé piimky, zméni se plocha o
v kuzel o vrcholu ¢, totozny s kuzelem y. 37 zméni se v do-
tykovou povrchovou pifmku @ a )7 v jeji primét @,. (Steiner,
L c. 479.)

2. Degeneruje-li se B ve dva body na C lezici, zméni se
vélec B v promitaci rovinu ptimky C, kfivka 4. stupné v ku-
Zelosetku I” a 2,7 v dvojice teten k 4 z bodl ptimky C ve-
dené, kuzely 6 a € v O, profez X9 a 3¢ prochdzeji dvojici
bodd B. (Steiner, 1. c¢. 479.)

3. Degeneruje-li se 4 i B ve dvé dvojice pfimek, zméni
se « v kuZel y a g ve dvé na pldorysné kolmé roviny, kiivka
4. stupné ve dvé kuZzelosetky v rovinich na pidorysnu kolmych.
27 i 29 ménise v pfimky prisetikem dvou piimek 4 a pri-
setikem dvou pifmek B prochdzejicich z tychz divodd jako
v pfipadé 1., 2\¢ v Fadu kuZelosetek danym pffmkdm vepsa-
nym. (Steiner, 1. c. 480.)



285

4. Degeneruji-lise 41 B ve dvé dvojice bodd na C'a D,
Ize ptipad ten poldrné pievésti na 3. (Steiner, 1. ¢. 480.)

5. Degeneruje-li se 4 ve dvé piimky a B ve dva body
na C, zméni se ‘« v kuzel, 8 ve dvé na pidorysné kolmé piimky,
jez kuzel protinaji ve tyfech bodech. KuZely ¢ a & degeneruji
se vzdy ve dvé piimky, priseliky témi prochizejici, a proto
jsou X9 a 3 ¢ kuzelosetky prochdzejici body B a dotykajici
se piimek 4. KuZelosetky 2,7 zméni se v piimky @, jako
v piipadé 1. (Steiner, 1. ¢ 480.)

§ 12. Jest sestrojiti kuZelose¢ku dvojndsobné se dotykajici
dvou danych kuZelosetek a prochdzejici danym bodem anebo
dotykajici se dané pfimky. (Steiner, 1. c. 481.)

Sestrojeni lze provésti tak, Ze dany bod promitneme na
plochu « a proloZime jim roviny, dotykajici se kuZzeld y, & a e

V drubém piipadé prolozime danou pfimkou promfitaci ro-
vinu, kterd plochu « protind v kuZelosetce. Vedeme spoletné
tetné roviny k této kuzelosetce a kuZelim 7, J a e.

Ponévadz dtvary takto vzniklé jsou dle padorysny sou-
mérné, jest ziejmo, Ze obé tlohy maji Sest FeSenf.

Steiner probird piipady, kdy 4 a B se degeneruji. Omyly
jsou v dodatecich opraveny.

§ 13. Ke tiem kuZelosedkdm lze vésti dvojndsobné se do-
tykajici kuZelosecku, plati-li jedna 2z wmdsledujicich podminel:

1. Z kaZdého ze tri poldrnieh trojithelniki, spolecnych
védy dvéma danym kuZelosecliim, lze vybrati jeden vrchol tak,
aby trojihelnik z nich wtvoFeny byl perspektivicky s trojihel-
nikem prislusnyjch poldr. Trojihelniki téch je 27.

2. Z kaidého ze t¥i étyFrohd, v jeho vrcholech se vidy
dvé & dangch kuZelosecek protinaji, lze vybrati po jedné strané
tak, aby se viecky t¥i v jediném bodé protinaly.

3. _Z kazdého ze tFi étyrstrand, jemu? jsou vidy dvé z da-
nych kudelosecek vepsdny, lze vybrati po jednom rohu tak, aby
vdecky tri ledely na jediné primce. (Steiner, 1. c. 483.)

Necht jsou dané kuZelosetky 4, B a B* a kuZelosetka
viech til dvojndsobn& se dotykajici =,». Prisetiky danych ku-
yelosetek @ jich diagondlné rohy oznatime tak, aby dvojnédsobné
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se dotykajicf kuZelosetka byla piidruZena spoletnym pélim c,
¢ a ¢* (obr. 8). Dle § 10. jsou c a C, ¢’ a (', ¢* a C* poly
a poldry kuZelosetky 2,7. Jak zndmo, musi pak trojihelniky
poli a poldr byti perspektivné.

Kuzeloset¢kou A proloZime plochu « a kuZelosetkami B
a DB* vilce § a g*. Dle piedeslych tvah stanovi ndm plochy
ty kuzely y a y*. Jen tehdy bude moZno vésti ke vSem tfem

Obr. 8.

danym kuZelosetkdm dvojnasobné se dotykajici kuZelosetku 3.7,
budou-li miti oba kuzely dv& spoletné roviny teéné dle piido-
rysny soumérné, t. j. degeneruje-li se prisecnd jejich kfivka
4. stupné ve dvé kuZelosetky v naSem p¥fipadé na rovindch na
piidorysnu kolmyceh, promitajici se tedy ve dvé pfimky. Povrchové
piimky kuzeld y a p* v pldorysné jsou G,, G', a G,*, G'*
spojnice priseéikii 7 a 2-téchto piimek jsou pddorysy onéch
kuZeloselek. Vilce § a g* protinaji tyto kuzelosetky v téchze
bodech, procez i " a s na piimce té lezi.

Podminka 3. jest dudlnd k 2.
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