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0 pavodu a rozvoji nauky o determinantech.
Sepsal

Dr. F. J. Studnicka.

(Pokracovani,)

Ale nejenom ve Francii, nybrZz i v Némcich zandSeli se
nékteti mathematikové vyrazy kombinaénimi, jeZ nyni sluji
determinanty, a to opét pii feSeni soustavy rovnic linedrnich.

Mezi jinymi vyniki tu Rothe, ktery zavedl téZ zvlastnf
spisob oznacovdni pro permutace;*) uzivalt c¢isel z Fady pfi-
rozené vzatych ddvaje jim co p¥iponu o 1 zvétSené Cislo znaéici
pocet nasledujicich mengich éisel nezli ¢fslo toto, takZe na pi.
v permutaci

6 4 17 2 5 3
vyskytnou se podlé toho p¥ipony ,
6 41 41 2 1,
ana se pak vyjadii symbolem
6 4 1, 7, 2, 5 3,

Pomoci tohoto splsobu oznacovdni vyslovil pak snadno

pravidlo znaménkové, zZe kazdi permutace prvkd
1, 2, 3,...;r
obdrzi znameni -}, obsahuje-li sudy pocet sudych piipon, a
znameni — v piipadé opaéném, takZe pred permutaci prvkd
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

diive vytknutou nutno podlé tohoto pravidla poloZiti znameni -},
jelikoz se tu vyskytuji &tyry sudé piipony a sice 6, 4, 4, 2,
kdezto by se podlé Cramera napocitalo 12 inversf a tudfZ teprv
po delsi cesté prislo k stejnému vysledku.
m”ﬁber Permutationen in Beziehung auf die Stellen der Ele-

mente. Samml. comb. anal. Abh. 2. Th. Leipzig, 1800, pag. 263.
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Jak patrno, ustanovi se tu oznaceni slozitych vyrazii mno-
hem rychleji nezli spiisobem Cramerovym, jakmile jednou p¥i-
pony jsou vytknuty. Ostatné slouzil tento spiisob jesté jinym
uceltim, zejmena zavedeni pojmu ,pribuznych® permutaci, kdez
patif prvku ¢ pifpona p, znaéi-li v druhé ¢ piiponu prvku p,
takZe ptibuzné permutace nutné maji stejné oznaceni.

Tento novy pojem slouZi pak velmi dobfe pii ¥eSeni rovnic
linedrnich, jimi Rothe ddva tvar

ky w4k, 2. —I—k xn = s*
pro k=1, 2, 3 i
neb pro sestaveni Jmenovatele spolecneho, kteryz predstavuje
_determinant soustavy, m& volnou ruku, zdali chce permutovati
prvni neb druhé piipony.

Déle dokazuje Rothe rozliéné poucky, které nyni pomoci
subdeterminantl snadno krateji se vyjadiuji, jako na pf. Ze
pro determinant

Ad=X2Z*a'byc,d,
podlé naseho splsobu oznacovani plati
04

da =Al,

A +aydytay Ay, A, = 4,
a, B, +a, B, + a, B; +a, B,=0 atd.,
nacez snadno se vyjadif hodnota kterékoli nezndmé ze soustavy
diffve uvedené.
Zavede-li se totiZz oznacenf

dd —
dp, — Pqg,

pak jest pro libovolné m hodnota
1 {1y + 82120+ ... 507,
Iaf Ly 2l 20t . o F a7
Z kterehoz vyrazu vychdz{ vSeobecné pravidlo nase

kp = s*

_ /4

™ = =
i Jak z tohoto stru¢ného vykladu jde na jevo, Sel Rothe
cestou svou a nalezl opét nékteré poucky determinantni, pokud

se jich uZfva pii FeSenf rovnic linedrnfch a p¥i eliminaci. AvSak
déle i on nepronikl, maje za ukonceny jiZ tento vykvét kombina-

Lam =
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torické analytiky, jez tehddZ hlavné pticinénim Hindenburga
velmi pilné v Némcich se péstovala. A i ostatni pfivrZenci této
Skoly, jako zejména Hauber, kteff stejnyini snahami byli vedeni,
nedopracovali se dale.

Teprv slavny Gauss, kteryz byl s pocitku téZ zaveden na
tuto drdhu Pfaffem péstovanou, dal témto vyzkumém novy smér
a dodélal se novych vysledkd, arci na poli zcela zvldstnim, na
poli ¢iselné theorie. Jeho ,Disquisitiones arithmeticae r. 1800
vydané, jimiZ si rdzem dobyl vynikajiciho postaveni mezi néme-
ckymi mathematiky a zalozil sldvu nehynouci, obsahuji nékteré
poucky, které v nauce o determinantech jsou velmi dilezité,
ba i pojmenovéini ,determinans® od ného tu ponejprv uzivino;
maje totiZ pag. 122 na zieteli kvadraticky tvar

amm —- 2bmn - cnn = M ,

pravi tu ,Numerum bb — ac, a cujus indole proprietates formae
(@, b, ¢) imprimis pendere in sequentibus docebimus, determi-
nantem hujus formae vocabimus.“ Jeho determinant jest tedy
patrné rozdilny od naSeho shodujic se jen s diskriminantem tvaru.

Gaussovi se téZ priCitd objeveni pravidla pro nasobeni
determinanti — soudin dvow determinantd jest opét determi-
nantem — ; pravit tu pag. 304. ,Si forma ternaria f formam
ternariam f* implicat atque haec formam f*, implicabit etiam f
ipsam f“. Facillime enim perspicietur, si transeat

f in f’ per substitutionem f' in f7 per substitutionem
© b ﬂ b ? 6 k) & ? g
al , ﬁl . ;}l d‘l ) 8! , gl
all’ ﬂll, 711 l dVI, 8", gll

f transmutatum iri per substitutionem
ad —po" +-p0” , as A Bs' +-ye’ , af L + 8
azd +ﬁld‘l + 7'6" , a's __l__ﬁte/ + ?IEU’ a/g _I__ﬁ/gt __I_?tgu
a'o + ﬂ“d\' _l_ 7"6”, o'ls __l__ ﬂ”é" + })“(S”, “ugz__*_ ﬁ//g/ + yugu
a doklddd pak, aby ukdzal, Ze tento zjev nenf piipadem zvliStnim
,Ceterum sponte manifestum est, quomodo haec theoremata ad
plures formas sint applicanda.“
Mimo to vylozil pou¢ku 0 poméru mezi determinantem
piivodnfm a piidruzenym, jejZz nazjvé forma adjuncta; ukazujet
13*
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tu pag. 301., Ze pFidruZeny determinant stupné trettho F rovni
se ,quadrato determinantis formae f, cui adjuncta est.“

Jak patrno, neopousti pouéky tyto obor, z néhoz vysly, a ne-
mély by pro nauku o determinantech Zadné dileZitosti, kdyby ne-
byly pozdéji zvieobecnény a prevedeny na pole pravé, coz provedli
soutasné dva slavni mathematikové francouzsti, Binet a Cauchy.

Binet ¥) se vrdtil k pracim Vandermondovym a zavedl
novou symboliku pro oznaCovini determinantd aneb, jak je
zval, Laplace-ovych resultants, jiz dosud s prospéchem se uzivi,
kde dvojsmysl nemize povstati; podlé ného jest totiz

(yl zu) — yl 2/ — yuz/’ -
(w yl zu) o myt zu + :1:’ yu z + oc”yz‘
— zyl x/l — zl yll xr — zlly ml atd.

Rozklad determinantii v souty, soudinfi, jichZ jednotlivi
¢initelové jsou subdeterminanty, bylo pomoci této symboliky
mnohem snadnéji vyznafiti; jestif tu na pi.

- (@, 0, 03 4) = a, (b, ¢3 ;) — a, (by ¢, d))
+ a3 (by ¢, dy) — a, (b, ¢, dy),
kdeZ subdeterminanty jsou stupné prvniho a tfettho, neb
(ay by ¢5 dy) = (ay by) (¢3 d3) — (ay b3) (c; dy) (@, by) (e d3)
-+ (@ by) (¢ dy) — (a3 b,) (¢ &5)
+ (a3 8,) (¢, 4,) ,
kdez subdeterminanty jsou stupné druhého.

Hlavni jeho zdsluha, aé se délf o ni s Cauchym, jest ta,
Ze nalezl wseobecné pravidlo o ndsobeni determinantdi jakoz
i o poméru determinantu pivodniho k pridruZenému a zvse-
obecnil tudiz Gaussovy obdobné poucky.

Jesté dilezitéjsf misto v nauce o determinantech zaujimd
Cauchy, jeden z nejprvnéjiich mathematikii nejen stoleti naseho,
nybrz vékd viech, o némZ sméle mizeme tvrditi, Ze jest i s for-
mélniho stanoviska zakladatelem **) této ,algebry v algebie®, jak
Sylvester nazyvd nauku o determinantech.

*) Mém. sur un systéme de formules analytiques et lenr application &
~ des congiderations géométriques. Journal de ’Ecole polyt. Cah. 16.
pag. 280. .
*%) Srovnej ,A. L. Cauchy als formaler Begrinder der Determinanten-
Theorie“ von F. J. Studnitka. Abhandlungen der konigl, bohm. Gesell-
schaft der Wissenschaften VI. Folge, 8. Band.
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Vychodisko jeho vySettovan{ r. 1812 uvefejnénych jsou
funkce soumérné viibec a stiidavé zvlast,*) které se obdrif,
sestavi-li se z » prvki rozdily vSech s jednotlivymi p¥edchize-
jicfmi. V druhé cdsti svého obsirného pojedndni, majici népis
sDes fonctions symétriques alternées désignées sous le nom
de Determinans“ skldda totiz z prvki .

Qyy Ay gy oo . Oy

soucin rozdil
(a, —ay) (43— a)) (83 — @) . .. (@—a)) (@—83) . . . (By—0p—),
¢imz se obdrzi vyraz symbolem

\ S(+a a,2a® ... a")
oznaceny, nacez mocniny sloZiv dolii sestavuje novy vyraz

S(Fay ayya ... aw),

kdez znameni souctu S vztahuje se k prvnim pi{pondm jednot-
livjch prvkd, a dokladd ,,Telle est la forme la plus générale
des fonctions, que je désignerai dans la suite sous le nom de
determinans. '

Pro n =2, 3, ... obdrii se tedy

S(ay ayy) = ayy @y, — ay a4, ,
S (o ayy ayy a33) == @y, Oyy Ag3 = ayy Agy O3 a3y ;5 Ay
T Oy Qg Qg3 — A3y Aoy Qg3 = gy Gy O3
at d

Zde tedy ponejprv se vyskytuje pojmenovani determinant
v béZném nyni toho slova smyslu, jakoZ i oznaCovani symbolické
pomoci znameni souctového S; vedle toho sestavil tu téZ prvky -
v tvar Ctvercovy, takze

Uyq Ayo cee Qi
) (oy Cyo cee Qop
S(Fayy gy oo ) =

Opy Ony Ong «oo Oy
A tu rozeznavd, jaki i dosud sc déje, ~ddky (suite hori-
zontale) a sloupce (suite verticale), prvky déli na hlavni (prin-
cipaux), jeZz maji obé pifpony stejné, jako na p¥. aup, a4, a
*) Mém. sur les Fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs
égales et de signes contraires par suite des transpositions opérées

entre les variables qu'elles renferment. Journ. de I’'Ecole polyt. cah.
17. pag. 51.



198

sdruené (conjugués), Dii nichZ jsou p¥ipony sice stejné, ale
opatné fadéné, jako na pf. a,,, agp.

Dile rozvedl determinant na soucet souéind, pfi demz
nazivad hlavném soucinem (produit principal) slozeny z prvki
hlavnich, tedy

. Gyy COgg G33 « - Qnn,
pii éemz zvlaStniho pravidla uzivd, aby ustanovil oznaceni jed-
notlivich téchte clenti; v prvni ¢dsti svého pojedndni vyloZil
totiz splisob, jakym se pYipony rozklddaji v cykly uzaviené a
odivodnil pak pravidlo znaménkové toto: Jestle rozdil r mezi
dislem wurdujicim pocet &initeld m a podtem cykld c, tedy
r—n—¢
¢&islo sudé, klade se -, v opaéném pak pripadé —, takie podlé
toho na pt. soucin
Oy3 A6 g1 Oq5 54 dgg Ogq
poskytne schema priponné a cyklické
136|45|2]|7
361|564 l 2 l 7,
z néhoZz patrno, Ze tu se vyskytuje
n="T, c=4, r=3
a tudfZ nutno soucinu déiti znameni —.

Refenf rovnic linedrnich uvedeno tu na tvary dosud uzi-

vané; jest totiZ pro soustavu rovnic .
akwl-‘l—bkw2+-..+kan___mk,

pro £k=1,2 3, ..., n

' _ S(Emybyey ... fu)

T (G by S

O nésobeni determinantd pravi: Lorsqu’un systeme de
quantités est déterminé symetriquement au moyen de deux
autres systémes, le determinant du systéme résultant est toujours
égal au produit des déterminans des deux systémes composans*,
coZ vyjadfuje symbolicky takto: Jestli vSeobecné

My == iy A1 iz o - o Gin O

Zy

pro ,Jj=1,2/3...,n

a zavedeme-li zdroven oznacen{ '

a“_... A1 Cyy oo Ciy mu...mm
=D,,|. =0, |. = M,,

Anl o oo Aun Op1 oo o Onn) M1 « o o Mgn
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platf o téchto determinantech

) M, = D, d, )
coz predstavuje tak zvanou poucku o ndsobeni determinantd,
jiz v jednoduchém pifpadé znal jiZ Gauss, jak bylo svrchu
povédéno. ‘

Pomér determinantu péivodnfho a piidruZeného vyméril
slovy ,le determinant du systeme adjoint est égal & la (n—1)=°
puissance du déterminant de ce dernier systeme* a pravi o této
poucce, Ze ji vynalezl v Cherbourgu, kdei meskal v leté roku
1812 jako ingenieur pii vodnich stavbich nimo¥skych, doklidaje
pii tom ,M. Binet, dont je me félicité d’étre I'ami, avait été
conduit aux mémes résultats par des recherches différentes.
De retour a Paris, j'étais occupé de poursuivre.- mon travail,
lorsque j’allai le voir. Il me montra son théoréme qui était
semblable au mien. Seulement il désignait sous le nom de
resultante ce que j'avais appelé deferminant.

Kdybychom chtéli viechny poucky, které tu Cauchy sestavil,
zejména co se tkne determinantli odvozenych (dérivées), byt
i jen kritce zde opakovati, prisli bychom piili§ daleko za
meze tomuto Casopisu vytknuté, takZe nezbyvd nezli poukdzati
k origindlu. .

Jak z tohoto stru¢ného vypsini jde na jevo, vyvinul Cauchy
na nové, velmi jednoduché cesté nejdilezitéjs{ poucky determi-
nantni a zavedl zdroven tak vhodnou symboliku, Ze podnes se
ji s prospéchem uZivd; zarovein tu lze poznati, Ze povaZoval
determinanty za samostatné vyrazy a upotiebeni jich pii FeSenf
rovnic linedrnich jen co vitany predmét, aby se prospésnost jich
osvédéila. Nauka o determinantech stala se tu i formalné samo-
statnou, takZe vifm prdvem moZnd nazvati tohoto vytecénika
mathematického tvircem nauky o determinantech, klade-li se
patiicnd vaha na tyto vSechny okolnosti.

(Dokonéenf.)
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