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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 78 (1953)

O VETE FROBENIOVE

VLASTIMIL PTAK, Praha.
(Doslo 19. ledna 1953.) DT: 519.41/.47

Autor vySetfuje n8které vlastnosti n-tych mocnin v koneéné grupé
a ukazuje, jak lze pomoci nich jednoduSe dokézat Frobeniovu vétu
o poétu n-tych odmocnin daného prvku.

Pred nékolika lety vznikl na p¥{rodovédecké fakulté Karlovy university
krouZek posluchadii matematiky, ktery si vzal za kol prostudovat zndmou
knihu: ZassENHAUS, Lehrbuch der QGruppentheorie. Ukdzalo se pfi tom, %e na
mnohych mfstech lze dikazy zjednodusit a vyklad udinit p¥stupnéjiim.
Ukolem tohoto &lanku jest podati jednoduchy dikaz véty Frobeniovy o podtu
n-tych odmocnin daného prvku v koneéné grupé.

Puvodn{ dikaz, uvedeny ve zminéné jiz uéebnici Zassenhausové, je malo
srozumitelny, nebotf v podstaté pouZiva troji iplné indukce.

Ukézeme, %e véta Frobeniova spoéivd na dvou velmi jednoduchych vlast-
nostech n-tych mocnin v konedné grupé. Uzivajice téchto vlastnosti, dospéjeme
k vété Frobeniové uzitim jediné indukce. Pfi ditkazu budeme uZfvat nékolika
velmi jednoduchych tsudkt. Aby se dikaz nestal nepfehlednym, jsou shrnuty
v pfedbézné Sasti élanku. Uvédime je pro pohodli étendfe i s dikazy pfes to,
Ze jsou témér trivialn{.

§ 1. Oznaeni a pomocné vity.
Budi? @ koneéna grupa ¥édu N. Je-li K libovolné $st grupy @ a n dané

piirozené ¢&islo, oznadime

UG; K, n) = UK, n) = Exe@, z"e K] .

Podet prvki mnoziny %(@; K, n) oznadime A(G; K, n). Cyklickou grupu vy-
tvofenou prvkem z oznadime {z}, ¥4d prvku z oznadfme o(z). Index podgrupy
K v podgrupé H znaéime [H : K], normalisdtor prvku » znaéime N(v). Centrum
grupy @ budeme znaditi C(@).

Nejprve si odvodime jednoduchou relaci mezi ¥4dem prvku z a ¥4dem jeho
n-té mocniny. Bude ndm pozdéji uZiteénd pro stanoveni ¥ddu prvku z, ktery
spliiuje rovnost 2" = ¢, zname-li ¥ad prvku c. '
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(1,1). Necht z € G, & je pirozent &islo. Potom, plati
o(z) = (n, o(z)) . o(z") .
Dikaz: Oznaéme k = o(x) a piSme nejprve k = (k, n) . k', n = (k,n) . n’,
‘tak¥e k' a n’ budou nesoudélni. Mame potom
(xﬂ)k' — x(l',ﬂ)n’k' — xbn' =1 ,

takie o(z")|k’. Budif naopak m pfirozené &fslo takové, Ze platf (z")™ = 1.
Odtud plyne k|nm. Po krécen{ faktorem (k, n) dostdvame k’'|n’'m. ProtoZe viak
(¥, n') = 1, musf k&'|m. Jest tedy o(z") = k', odkud ihned plyne tvrzeni véty
dosazenim do relace k = (k, n) . k’.

Uvedme jesté ndsledujici dusledky pravé dokazané relace ve dvou krajnich
pifpadech: .

(1,11). Jestlize pfirozené &islo n je nesoudéiné s fadem prvkw z, potom z™ md
stejny fdd jako z.

(1,12). ‘Necht prvek x md 7dd k. Jestlize k = kyky, potom prvek x** md Fdd k,.

(1,2). Necht z€ @, c € G, n je pfirozené a necht plati x" = c. Necht ddle n
a o(c) maji ndsledujici viastnost: pro kazdé prvoéislo p plati implikace

P ] n = P | o(c) .

Potom jest o(x) = n . o(c).

Dukaz: Mame rozklad

o(z) = (n, o(x)) . o(c) ,
: n = (n,o(x)).n',

pii demiZ &isla o(c) a ' jsou nesoud&lnd. Kdyby nyn{ existovalo prvodislo p
tak, Ze p|n’, bylo by p|n a tedy podle naseho pi"edpokla.du té% plo(c). To viak
nenf mozné, nebot »’ a o(c) jsou nesoudélna. Jest tedy n' = 1, takze (n o(x)) =
= n, odkud plyne o(z) = n . o(c).

(1,3). Je-li u = gtg™", jest A(u,n) = A(t, n).

Dikaz: Jest zfejmé UY(u, n) = gU(t, n) g—*

(1,4). BudiZ T mnofina vdech proki konjugovanych s prokem t. Potom plati

A(T, n) =[G : N(t)] . A(t, n) .

Dﬁkaz Jest zfejmé W(T,n) = U U(s,n) s disjunktnimi séitanci. Odtud

A(T, 'n) ;A(s n). Podle pfedeélé véty pro kaidé seT plati A(s,n) =

= A(t, n). Cislo A(T, n) je tedy rovno soudinu &sla A, n) s ‘podtem prvki
mnotiny T, ktery je roven [G : N(t)].

“(1,5). Platf rovnost
. W(G; ¢, n) = U(N(c); ¢, n) .
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Dukaz: Skutedns, jestlize = € G splituje rovnost 2" = ¢, platf
xC = 22" = x"xr = cx,

odkud plyne, %e z leii v normalisdtoru prvku c. Tfm je véta dokézana.

V dal3fm se nam &asto vyskytne nasledujicf situace: jsou dana dvé pFirozend
&isla n a r. UvaZme kanonicky rozklad ¢isla n

n=pr.. 00

(to tedy znamen4, Ze e, jsou prirozend &isla a prvodisla p,, ..., pm jsou viechna
od sebe riznd). Utvoime nyn{ soudin v8ech faktord pg* pro ta prvodisla p, pro
néz (p;, r) = 1. Oznadme tento soudin l. (MiZe se pochopitelnd stét, Ze Z4dné
takové prvoiéislo neexistuje; mame potom prézdny souéin, neboli ! = 1).
Podobné oznadme k soudin ondch faktori p¥, pro né p;/r. Mame tedy rozklad

n = lk. Budeme ¥{kat, Ze jsme provedli rozklad &fsla » podle &fsla 7. Cislala k
budeme nazyvat nesoudélnou, resp. soudélnou &asti tohoto rozkladu.

(1,6). Necht c € G, n je prirozend &islo. Necht | a k znamenaji resp. nesoudélnou
a soudélnou édst rozkladw &isla n podle &isla o(c). Potom

k|A(c, n)
Duka.z Tvrzen{ véty je spravne ]esthze A(c, n) = 0. Necht tedy existuje
z € G tak, Ze z* = c. Vypodltéme si nejprve o(x).
Podle definice ¢fsla £ plati implikace
plk = plo(c) .
ProtoZe ziejmé o(c)|o(x*), plati téz
plk = plo(z*) .
Podle véty (1,2) vyplyvéa odtud ihned
o(z) = k.. o(x*) .
Protoze dale (z*)! = ¢, mime
‘ o(z*) = (I, o(z*)) o(c) .
Dosazenfm do predeslé rovnosti dostavime tedy, Ze o(z) je délitelno dokonce
souéinem k.o(c).
V dal&fm zavedeme pro strunost oznadeni o(c) = r.
Nechf nyn{ » € U(c, n). Pr4vé jsme dokazali, Ze potom o(x) = tkr pro vhodné
. Oznaéme M(z) tfidu grupy G podle podgrupy {z*’}, urdenou prvkem =z.
DokéZeme, %e
M(z) CU(c, ).
Skuteéns, pro libovolné pfirozené j plati
(x1+;tr)n c. x;trn =c. x)l Jtkr =c.

Mno#ina M(z) mé stejny polet prvki jako podgrupa {z!7}, tedy pravé k.
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Ka¥dému z € U(c, ») je tedy pFifazena jistd mnoZina M(x) o k prveich ta-
kové, Ze z e M(z) C U(c, n). DokdZeme-li, Ze dvé takové skupiny jsou bud
disjunktnf nebo totoZné, bude tim (c, n) rozdélena do skupin o k prveich
a tvrzen{ nasf véty bude tedy dokazéno.

Necht tedy z, a x, jsou dva prvky takové, e z, € M(x,), z, € U(c, n). Existuji
tedy ¢, tak, Ze o(z;) = tkr. MnoZiny M(x,) jsou t¥{dy grupy G podle podgrup
{z¥"}. Abychom dokézali rovnost M(z,) = M(z,), stadi tedy dokézat rovnost

(@) = () .

To viak snadno plyne z nésledujfcf ivahy. Jest pfedeviim z, € {z,}, tedy té%
24" € {x,}, tak¥e {z%"} jest podgrupou ¥adu k v cyklické grupé {z,}. Musf tedy
byt totoZna s {z%"}. Tfm je dikaz na¥f véty tplné dokonden. ‘

(1,7). BudiZ M podgrupa #ddu m, M C C(Q). Necht | je pfirozené é’zslo nesou-
délné s m. Potom pro ka%dé y € Q jest
AGy, 1) = AGIM; y, 1)
Dikaz: Pro weM zobrazeni A(u)= u‘ jest automorfismem grupy M.
Oznalme si UG y, ) = U, UG/M; y, ) = Uy. Pro z e ¥ poloime 7(zx) =
= M ¢ Uy. Tim jest definovédno jisté zobrazeni A do Uy. Dokaime, Ze
©(¥) = Uy. Vskutku, budiz zM ¢ A, Potom 2'c = y pro vhodné c e M, ale
v M ka%dy prvek jest [-tou mocninou, tedy ¢ = d?, d € M, tedy
(d) =2c =y,

takfe zd € U, 1(2d) = 2M. DokéZeme jeité, Ze zobrazeni t jest prosté. Necht
tedy xl, z,eY a pla.ti () = ‘r(x,) Potom z, = z,¢ pro vhodné c e M, takze
y=zh = 24! = yc'. Jest tedy ¢! = 1, odkud ¢ = 1, takie z, = z,. Tim je
nase tvrzen{ Gpln& dokézano.

§ 2. Véta Frobeniova.

(2,1). Bud G koneénd grupa fddu N. Necht n je pfirozené &islo. Bud T mnoéina
vdech proka konjugovanych s danym prokem g € Q; polet prvkia T bud h. (Tedy
h = [G: N(g)]). '

Potom plati

(hn, N)|A(T, n) .

Dukaz provedeme indukef podle ¥adu gtupy G.

Pro jednotkovou grupu je véta zfejmé spravni. Necht tedy @ nenf jednot-
kové a nechtf véta je spravné pro viechny grupy fddu mensfho.

Budeme rozeznévati t¥i p¥pady:

1. gnon € C(@),

2.9¢C(@), g +=1,

3.9g=1.
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1. Necht g non € C(G). V tomto p¥{padé normalisitor N(g) je vlastn{ pod-
grupou grupy G. ProtoZe h = [G : N(g)], méme podle (1,4)
: A(T, n) = hA(g, n) . (1)
Podle (1,5) plati viak
A(G; g, n) = A(N(g); g, n) -
Pouzijme nyn{ idnukénfho p¥edpokladu na grupu N(g). Pro ¥4d N’ grupy

N(g) zfejmé platf N = h . N'. Viimneme-li si, Ze g ¢ C(N(g)), dostaneme podle
indukénfho pYedpokladu

(n, N')|A(g, n) . (2)
Vynésobfme-li tuto relaci éislem A a pouZijeme-li rovnosti (1), dostaneme
(hn, N) = h(n, N') | hA(g, n) = A(T, n),
coz bylo dokézati.

2. Necht g € C(@), g + 1. Necht [ a k£ znamenajf opét nesoudélnou resp. sou-
délnou Cast rozkladu &fsla n» podle o(g). Podle véty (1,6) méme potom

k| A(g,n). (3)
Protoze n = Ik, plati :
U(g, n) = WU, k), 1) . (4)

Vi&imnéme si nyni, Ze mnoZina A(g, k) obsahuje s kaidym prvkem zaroven
viechny prvky s nim konjugované. Skuteéns, jestlize y e U(g, k), potom pro
kazdé s e G

(sysT) = syfs™ = sgs  =g¢.
MiZeme tedy celou mnoZinu (g, k) rozloZit na t¥dy konjugovanych prvkua
g, k)=T,v...uT,.
Odtud a z relace (4) vyplyvéd potom
| Alg,m) = S AT .- (5)

Uvazme nejprve séitance A(T';, 1), p¥isludné t¥{dam 7';, které obsahuji vice nez
jeden prvek. Potom miZeme uZit vysledku dosaZeného v prvn{ éasti dikazu.
Dostavame tedy pro tyto tiidy

@, N)| AT, 1)

Zbyva vysetiit p¥ipad, kdy t¥ida T'; se sklad4 z jediného prvku y. Musi tedy
y € C(Q).

Oznaéme M cyklickou grupu vytvofenou prvkem y. Rdd m grupy M je
nesoudélny s [, nebot vzhledem k rovnosti y* = g mame podle (1,2)

m = o(y) = k.o(g) .
Grupa M nen{ jednotkové, nebof y* = g a g jest rizné od 1.
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- Podle véty (1,7) mime potom
Ay, 1) = AGIM; y,1) .

Protote M nenf jednotkové, je ¥4d grupy G/M mensf nez N, takZe uzitim
indukéniho p¥edpokladu na grupu G/M dostivime

. (6, Nim)| Ay, D).
Protoze viak (m,l) = 1, jest -
I, N)= (@, N/m)| A(y,1).
Dokézali jeme tedy, Ze pro kaZdé ¢ plati
(I, N)| AT, 1) .

Odtud a z relace (5) vyplyvé
@, N)| Alg, n). (6)

- Nynf stadf si vzpomenout, ze n = lk, pfi demzZ &isla I a k jsou nesoudélné.
Z (3) a (6) vyplyne pak %ddany vysledek ’
(n, N) [ Alg, m) .
3. Zbyvé pifpad g = 1. Budiz
G=T,v...uT,
rozklad grupy @ ve tifdy konjugovanych prvki, pfi éemZz nechf oznaceni je
tak voleno, Ze t¥ida T, se sklada pravé z prvku 1. Jest dale
G= U YT, n)
s disjunktnimi séitanci, takZe ‘
N=>AT;,n). (7)

Budiz ¢+ > 1. Mohou nastat dva pifpady. JestliZe ti{ida T'; obsahuje vice nez
jeden prvek, potom podle prvni &asti dikazu jest (n, N) | A(Ty, n). Sklada-li
se ti{da 7T'; z jediného prvku y, jest y € C(@), y =+ 1, takZe podle druhé éasti

dukazu opét (n, N) | A(Ty, n). Jeito zfejmé (n, N) | N a platf vztah (7), musf

(n, N) | A(g, n) .
Tim je dikaz Gplné dokonden.
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