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Časopis pro pěstování matematiky, roř. 81 (1956) 

0 EXISTENČNÝCH ALGEBRÁCH 

JÁN JAKUBÍK, Košice. 

(Došlo dne 29. ledna 1955.) DT: 512.9 

Odsek 1 (doplněný na návrh recenzenta) má úvodný charakter. 
Jeho cielom je oboznámiť čitatela s pojmami dalej užívanými (z kto-
rých nový je len pojem existenčněj algebry) a stručné informovať o vý­
zname doplňkovitosti rolách* kongruentnosti. V odseku 2 sa dokazuje, 
že každá trieda existenčnýeh algebier obsahuje algebru, ktorej relácie 
kongruentnosti sú nie doplňkové. V 3. odseku je dokázaná nesprávnost 
istého tvrdenia G. BIRKHOFFA O algebrách s jednoprvkovými operá-
ciami. 

1 

V abstraktně] algebře sa vyšetrujú množiny, na ktorýcli sú definované 
určité operácie. Za podstatné dóležité přitom nepovažujeme vlastnosti prvkov 
týehto množin, ale vlastnosti operáeií. Zovšeobecněním známých pojmov 
grupy, okruhu, tělesa a pod. dochádzame k obecnému pojmu algebry (viď 

[1]. [2]): 
Nech je daná množina A a množina operáeií F = {fa}, pre ktoré platí; ku 

kazdej operácii fa e F existuje prirodzené číslo n = n(oc) tak, ze operácia fa pri-
radzuje kazdej postupnosti {xl9 . .., xn} (xt e A9 i = 1, ..., n) určitý prvok x = 
~ fÁxv • • •> xn) z množiny A. Množina A s danou množinou operáeií sa nazývá 
algebra. 

Operácie faeF nazýváme základnými operáciami; bez ujmy všeobecnosti 
móžeme předpokládat, že v množině operáeií F sa naehádza tiež operácia 
/ a i , pre ktorú n(cxx) = 1 a pre každé x e A platí fXl(x) =-= x. Základné operácie 
nazýváme tiež polynomami 1. stupňa. Indukciou definujeme polynomy 
Ti-tého stupňa ako výrazy tvaru fa(ul9 ..., un)9 kde fa c F a ul9 ...9un sú poly­
nomy najviac n — 1 stupňa. Význam výrazu ,,funkčná hodnota polynomu" 
a ,,polynom o n premenných ť e je zřejmý. Ak g, h sú polynomy o n premenných, 
a ak pre každú postupnost {xl9 ..., xn} prvkov z A platí g(xl9 ..., xn) = h(xl9 ..., 
*.., xn)9 hovořině, že polynomy g9 h sú si identicky rovné a píšeme g == h. 

Primitivnou triedou algebier nazýváme triedu všetkých algebier, pre ktoré platí: 
1. množina operáeií F = {/J je pre každú algebru tejto triedy tá istá, 2. je daná 

43 



množina dvojíc potynomov G tak, že pre kazdú dvojicu polynomov (g), g*) e G 
a pre každú algebru tejto triedy platí g] == g\. 

Mnohé vety, ktoré boli póvodné známe pre niektoré speciálně triedy alge-
bier (napr. pre grupy), sa dajú zovšeobecniť na obecné algebry. Pri zovšeobec-
není vynikne podstata vety, ukáže sa logický dosah potřebných predpokladov 
a „odfiltrujú" sa vlastnosti špeciálneho typu algebry, ktoré na platnost vety 
nemajú vplyv. Typickým príkladom takéhoto postupu sú vety Jordan-
Holderova a Schreierova (vid napr. [3]), dokázané povodně pre grupy, z kto-
rých temer bezprostředné vyplývá komplex dalších dóležitých viet. Rad zá­
važných práč bol věnovaný postupnému zovšeobecňovaniu Jordan-Holde-
rovej vety (výčet týchto práč je uvedený v knihe [1], str. 89 (angl. vydanie); 
na príslušnom mieste ruského překladu připomíná překladatel, že v poslednom 
čase vyšlo viac nových práč o zovšeobecnení vety Jordana-Hóldera a uvádza 
tri najdóležitejšie z nich).1) 

Pri zovšeobecnení vety Jordana-Holdera naobecné algebry je podstatný před­
poklad o doplňkovosti relácií kóngruentnosti. Tento pojem je definovaný 
následovně: 

Relácia kóngruentnosti na algebře A je ekvivalencia2) xRy taká, že pre každí 
fa€F zo vzťahov x{ R y{ (i = 1, ..., n) vyplývá fa(x1} ..., xn) R fa(yly ..., yn). 
(Hovoříme tiež, že relácia R je súhlasná so všetkými operáciami fa e F.) Relácie 
kóngruentnosti (resp. ekvivalencie) R, R' na algebře A sú doplňkové, ak pre každú 
trojicu x,y,z € A zo vzťahov xRy,yR' z vyplývá existencia prvku u, pre ktorý 
platí xRf u,uRz. 

Podlá G. BIEKHOFFA dóležitosť doplňkových relácií kóngruentnosti prvý-
krát výslovné zdóraznili P. DUBREIL a M. DUBREIL- JACOTIN (viď [4]). Z před­
pokladu doplňkovosti relácií kóngruentnosti vyplývajú okrem spomínaných 
viet typu Jordana-Holdera aj vety o rozkladoch obecnej algebry na priamy sú-
čin a polopriamy súčin, umožňujúce za určitých predpokladov skúmať struk­
turu algebier a spósob, akým sú tieto algebry zostrojené pomocou algebier 
s jednoduchšími vlastnosťami. O. BORŮVKA a O. OBE podrobné vyšetřili vlast­
nosti doplňkových ekvivalencií; ukázalo sa, že tento pojem patří medzi zá­
kladné pojmy v teorii rozkladov množin (viď [5], str. 10—19, [6], str. 590). 

Z predošlého vyplývá, že má význam položit si otázku: Za akých predpo­
kladov sú všetky relácie kóngruentnosti na algebrách určitéj triedy navzájom 
doplňkové? V nedávno vyšlej práci [2] A. I. MAECEV úplné vyriešil tuto 
otázku pre primitivné triedy algebier. Odvodil nutnú a postačujúcu podmienku, 
ktorú musí splňovat primitivná trieda, aby každá algebra tejto triedy malá 
všetky relácie kóngruentnosti navzájom doplňkové. 

x) Vo februárovom čísle Mathematical Reviews (1955) sa rečenzujú tiež dve práce 
o zovšeobecnení Jordán-Holderovej vety. 

•) Ekvivalencia je binárna relácia R, splňujúca podmienky 1. x R x pře každé x c A, 
2. xRy => yRx,S.xRyfyRz => xRz. 
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Sú známe mnohé dóležité triedy algebier, ktoré sú nie primitivnými triedami. 
Majů totiž okrem vlastností, ktoré možno popísať pomocou identit, aj vlast­
nosti iného charakteru. Najdóležitejšie vlastnosti iného druhu sú tieto: 

1. Existenčně vlastnosti. Ak g(z,zx, ...,zn) je pevné zvolený polynom 
o n + 1 premenných v triede 2Í, mózeme vysloviť nasledovnú vlastnost, ziadanú 
od triedy 2Í: ak 8 je lubovolná algebra triedy 2í a ak xx, ..., xn+1 sú lubovolne 
prvky z algebry 8, existuje v algebře S jediný prvok x, vyhovujúci rovnici g(x, xx, ... 
..., xn) = xn+1. (L) 

2. Relácie. Na algebrách triedy 21 mózu byt definované isté relácie, súvisiace 
s algebraickými operáciami tejto triedy. 

Bolo by zaujímavé uvážiť, do akej miery a akým spósobom sa dajú Malce-
vove výsledky rozšířit aj na algebry, majúce vlastnosti všetkých spomenu-
tých druhov. Zdá sa účelným vyšetřovat najprv niektorý zo špeciálnych 
prípadov, v istom zmysle opačných k pojmu primitívnej triedy: ,,existenčně 
algebry" (v ktorých nepředpokládáme žiadne identity, len existenčně vlast­
nosti), alebo ,,algebry s reláciami" (bez existenčných vlastností a bez 
identit, týkajúcich sa samotných algebraických operácií). 

V tejto poznámke sa vyšetřuje doplňkovosť relácií kongruentnosti pre 
triedy existenčných algebier. Dokážeme, že výsledky sú v urěitom zmysle 
negativné: existenčně vlastnosti samy o sebe (bez ich kombinácie s vlastnosťa-
mi iného druhu) nemajú žiadny vplyv na doplňkovosť relácií kongruentnosti. 
Zdá se zaujímavým, že v súhre s vlastnosťami, definovanými pomocou identit, 
takýto vplyv mózu mať; nech 21 je trieda primitivných algebier, z ktorých 
nie všetky majú relácie kongruentnosti doplňkové. Nech 2ÍX je trieda všetkých 
algebier, ktoré patria do triedy 2Í a ktoré okrem toho splňujú určité existenčně 
vlastnosti. Móže sa stať, že všetky algebry triedy 2^ majú relácie kongruent­
nosti doplňkové (viď příklad v poznámkách za definíciou 2). 

Ak každá algebra 8 triedy 2Í má jediný prvok, potom vyšetrovanie doplň-
kovosti relácií kongruentnosti na algebrách triedy 2Í je triviálně. V ďalšom 
budeme předpokládat, že aspoň jedna algebra uvažovanej triedy algebier má 
viac ako jeden prvok. (Z nižšie uvedenej vety 2 vyplývá, že pre triedy existenč­
ných algebier takýto předpoklad nemusíme vyslovovat: pre lubovolnú triedu 
existenčných algebier 2Í a lubovolne kardinálně číslo oc existuje taká algebra 8 
patriaca do triedy 2Í, že kardinálně číslo množiny 8 je váčšie ako oc.) 

Připomeňme nakoniec definíciu priameho súčinu dvoch algebier a fakto-
rovej algebry vzhladom k urěitej relácii kongruentnosti: 

Nech A, B sú algebry triedy 2Í s množinou operácií F. Nech C je množina 
všetkých dvojíc (a, b), a e A, b e B. Pre f € F definujeme 

f((ax, bx), ..., (an, bn)) = (f(ax, ..., an), f(bx, ..., bn)) . 

Tým je na množině C definovaná určitá algebra s množinou operácií F; ozna­
čujeme ju A X B a nazýváme priamym súčinom algebier A, B.-
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Nech R je relácia kongruentnosti na algebře A s množinou operácií F. 
Ak x € A, označme x množinu všetkých prvko v x' c A, pre ktoré platí x' Rx. 
Systém všetkých množin x označme A. Pre / c F definujeme f(xx, ..., xn) = y. 
Množinu A s takto definovanými operáciami f € F nazýváme faktorovou al­
gebrou na A vytvořenou reláciou kongruentnosti R a označujeme AjR. 

Defínícia 1. Nech 2Í je (neprázdná) trieda všetkých algebier, ktoré majú nasle-
dujúce vlastnosti: 1. v každé j algebře triedy 2Í sú definované základné operácie 
fi(xv ..., xn), fi € A; pre rózne operácie ft mázu byť příslušné čísla n rózne, n = 
= n(i), množina {n(i)} je ohraničená a existuje aspoň jedna operácia fÍQ c A, pre 
ktorú n(iQ) >̂ 2; 2. je daná množina polynomov g3(z, zx, ..., zn), g3 eB, zosťroje-
ných pomocou základných operácií fi c A tak, ze platí: ak g e B a ak S je lubovolná 
algebra triedy %, potom ku kazdej konečnéj postupnosti o n + 1 prvkoch xx, ... 
..., xn+1 € S existuje jediný prvok xeS, vyhovujúci rovnici g(x, xl9 ..., xn) = xn+1. 
Hovoříme, ze 21 je trieda existenčných algebier. 

Poznámky. 1. Předpoklad o existenci aspoň jednej základnej operácie 
fio, ktorá má najmenej dve premenné, je potřebný k tomu, aby bolo možné 
zostrojiť aspoň jeden polynom gj9 ktorý by mal viac ako jednu premennú. 
Niekolko poznámok o algebrách, v ktorých každá základná operácia (a tedy 
tiež každý polynom) má len jednu premennú, tvoří obsah nasledujúceho 
odseku 3. 

2. Nech S je algebra, patricaca do triedy existenčných algebier 21. Použí-
vajme (všade ďalej) označenia z definície 1. Nech R je relácia kongruentnosti 
na S. Příslušná faktorová algebra nemusí patřit do triedy 2Í; od relácie R ne-
žiadame, aby zachovávala ,,existenčné vlastnosti*c. Ak G e B a x označuje 
triedu vzhladom k relácii R, obsahujúcu prvok x, rovnica g(x,xly . . . , í n ) = 
= xn+1 má zrejme aspoň jedno riešenie, móže mať však aj viac riešení. 

Defínícia 2. a) Nech 2Í je nějaká trieda algebier. Budeme hovoriť, ze %^má 
vlastnosť doplňkovosti, ak pre VubovoVnú algebru S z triedy %, lubovolné prvky 
x, y, z € S a lubovolné relácie kongruentnosti Rt, Rz naS zo vzťahu xRxyR%z vy­
plývá existencia prvku u, vyhovujúceho vzťahu xR%uRxz. 

b) Budeme hovoriť, ze trieda algebier 2f má vlastnosť silnej nedopMkovosti, 
ak obsahuje algebru S, pre ktorú platí: K lubovolnému prvku x e S existujte relácie 
kongruentnosti Rt, R2 na S a nekonečné mnoho dvojíc y, z e S, tak, ze platí 
xRxyRzz, a v S neexistuje prvok u, ktorý by vyhovoval vzťahu xR2uRx z. 

c) Budeme hovoriť, ze trieda algebier 2Í má vlastnosť (A), ak pre lubovolnú algebru 
S, patriacu do 2Í, platí: každý vytvorujúci rozklad R na S je jednoznačné určený 
lubovolnou zo svojich tried; ak% nemá vlastnosť (A), hovoříme, ze má vlastnosť (A'). 

Poznámky. 1. Ak trieda 2Í má vlastnosť silnej nedoplňkovosti, zrejme nemá 
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vlastnost doplňkovosti; ak nemá vlastnost doplňkovosti, nemusi ešte mať 
vlastnost silnej nedoplňkovosti. 

2. Nech 21 je primitivná trieda algebier, majúca vlastnost silnej nedo­
plňkovosti a vlastnost (A'). Nech 95 je trieda tých algebier, ktoré patr ia 
do 2t a ktoré mimo identit, žiadaných v triede 2Í, splňujú ešte nejakú existencnú 
vlastnost. Móže sa stať, že trieda 95 má vlastnost doplňkovosti a vlastnost (A). 
Příklad. Nech 21 je trieda všetkých pologrúp. Eahko sa zistí, že 2Í má vlastnost 
silnej nedoplňkovosti a vlastnost (A'). Nech 95 je trieda tých pologrúp S9 

v ktorých pre a,beS rovnice ax = b, ya = b majú jediné riešenie. Potom 95 
je trieda všetkých grup; je známe, že trieda 95 má vlastnost, doplňkovosti 
a vlastnost (A). 

3. Typickým príkladom triedy existencných algebier je trieda všetkých 
kvazigrúp (ak kvazigrupu definujeme ako algebru s jednou binárnou operá-
ciou — násobením a žiadame existenciu prvkov x, y, pre ktoré je ax = b, 
ya = b). V Birkhoffovom probléme 31 (viď [1], str. 130) je položená otázka, éi 
trieda všetkých kvazigrúp 2Í má vlastnost doplňkovosti. G. TKEVISAN* V práci 
[7] a VAN ŠI-CIAN V práci [8] (tuto prácu poznám len z referátu v časopise 
Referativnyj žurnál, 11, 1954) dokázali, že trieda všetkých kvazigrúp nemá 
vlastnost doplňkovosti. Uvedieme jednoduchý dókaz následujúceho silnejšieho 
tvrdenia: 

Veta 1. Každá trieda existencných algebier má vlastnost silnej nedoplňkovosti 
a vlastnost (A'). 

D o k a ž . Nech 2Í je trieda existencných algebier. Nech S0 je algebra triedy 2Í, 
obsahujúca aspoň dva prvky. Priamy súčin S0 X S0 = S je zrejme tiež algebra 
triedy 2Í; algebra S obsahuje viac ako tr i prvky. Nech N je množina všetkých 
celých čísiel. Uvažujme množinu 8' všetkých funkcií x = f(n), ktorých oblasťou 
definície je N, a ktorých funkčné hodnoty patria do 8. Nech fi(xl9 ..., xm) je ope-
rácia, definovaná na algebrách triedy 21. Ak h19 .. .,hm e S\ utvoříme pomocou 
týchto prvkov novů funkciu fi(hl9 ..., hm) e S' tak, že položíme 

fi(hl9 ..., hm)(n) = fi(hx(n + 1), ..., hm(n + 1)) 

pre každé n € N. Tým sme na 8' definovali všetky operácie fi9 ktoré sú defino­
vané na algebrách triedy 21. Uvažujme rovnicu 

g(h,hx, ...,hn) = hn+1 , 

kde hl9 . . . , hn+1 sú dané prvky z množiny Sf. Eahko sa dokáže, že táto rovnica 
má jediné riešenie h(n). Teda S' je algebra triedy 2(. 

Nech hx je lubovolný prvok algebry S\ Zvolme si číslo n0 e N a zostrojme 
funkcie h2(n), h2(n) takto: 

1. pre n = n0 si zvolíme hodnoty h2(n0), h3(n0) eS tak, aby.prvky hx(n0), 
M^oK h(no) boli navzájom rózne; 
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2. pra n <Kn0 položíme h2(n0) = hz(n0) = ht(n0)', 
3. pre n > n0 móžu byť h2(n), hz(n) lubovolné prvky, patriace do S. 

Definujme relácie Rv R2na S' takto: pre h, h' € S' položíme h Rx h' (h R2 h'), ak 

1. pre n < n0 platí h(n) = h'(n), 
2. prvky h(n0), h'(n0) sú si alebo rovné, alebo jeden z nich je rovný hx(n0) 

W K ) ) a druhý hz(n0). 

Eahko sa zistí, že Rv R2 sú relácie kongruentnosti na S' a že pre ne platí 
h1 R1 ft3 iř2 h2. 

Ak by existoval prvok A4 e S', vyhovujúci podmienkám 

hxR2ht (1), háRxh2 (2), 

vyplývalo by zo vzťahu (1) hx(n0) = há(n0) a zo vzťahu (2) há(n0) = h2(n0), 
t. j . hx(n0) = h2(n0), éo je spor s predpokladom. Keďže hodnoty h2(n), hd(n) 
pre n > n0 sú lubovolné, existuje takýchto dvojíc h2, h3 nekonečné mnoho. 
Tým je dokané, že trieda 21 má vlastnost silnej nedoplňkovosti. 

Definujme dalej na algebře S' reláciu iž3 tak, že položíme h iž3 h' vtedy a len 
vtedy, ak pre n < n0 platí h(n) = h'(n). Eahko sa zistí, že iž3 je relácia kongru­
entnosti na S. Nech h (h) je trieda vytvorujúceho rozkladu RX(RZ), obsahujúca 
prvok h. Zrejme platí h2 = hz. Keďže R1 #= iř3, trieda 21 má vlastnost (A'). 

P o z n á m k a . Nech 2Í je trieda existencnýeh algebier, nech S je algebra triedy 
2t, nech G je množina všetkých relácií kongruentnosti na S, nech Cx je množina 
tých relácií kongruentnosti na S, ktoré zachovávajú aj existenčně vlastnosti. 
(Podrobnejšie: ak R c Cv g e B a x je trieda vzhladom k relácii R, obsahujúca 
prvok x, potom rovnica g(x,xv ...,xn) = xn+1 má jediné riešenie x.) Ak by 
sme si všímali len relácie kongruentnosti, patriace do Cv úvaha by sa reduko­
vala na případ, vyšetřovaný A. I. Malcevom. Mohli by sme totiž považovat 
priradenie (xv ..., xn+1) -># (pričom x je prvok, vyhovujúci rovnici (I)), 
za novů operáciu F, definovánu na algebrách triedy 2Í. Relácie množiny Cx 

sú súhlasné s operáciou F; medzi operáciami / € A a novozavedenými operácia-
mi F by mohli platit nějaké identity. Množina Cx móže mať vlastnosti, ktoré 
neplatia pre celu množinu C. V práci [2] Malcev dokázal tvrdenie: ak S je 
kvazigrupa, potom lubovolné dve relácie kongruentnosti z množiny Cx sú 
doplňkové. Z predošlej vety 1 plynie, že trieda všetkých kvazigrúp má vlast­
nost silnej nedoplňkovosti. 

Definícia 3. Nech 2Í je trieda existencnýeh algebier s operáciami /ť c A a s exis-
tenčnými rovnicami g{ = xn+v gt e B. Nech S je algebraický-systém, v ktorom pre 
niektoré usporiadané skupiny prvkov sú definované operácie f(xv ..., xn), 
a v ktorých pre gt c B rovnica gi(x, xv ..., xn) = xn+x má najviac jedno riešenie. 
Potom hovoříme, íe S je óiastočná algebra triedy 2Í. (Množinu S, v ktorej sú nie 
definované žiadne operácie, považujeme tiež za čiastocnú algebru triedy 2Í). 
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Veta 2. KaMá ciastocná algebra triedy existenčných algebier % sa dá vnořit 
do vhodnej algebry triedy 2Í. ( Podrobnejšie: ak Sx je ciastocná algebra triedy 2Í, 
existuje algebra S triedy %, pre ktorú plati 1. Sx C S, 2. ak pre xl9 ..., xn c Sx 

je v Sx definovaná operácia fi(xl9 ..., xn) (/e c A)9 potom jej výsledok v Sx je rov-
naký ako výsledok tejto operácie, provedenej v S.) 

Princip dókazu je rovnaký ako v dókaze vety 1 v práci [9]. Náčrt d o k a z u : 
uvažujme všetky polynomy, utvořené pomocou operácií, definovaných na 
algebrách triedy 21. Ak pre lubovolný takýto polynom F(zl9 ...,zn) nie je defi­
novaný výsledok operácie F(xl9 ..., xn) (xl9 . . ., xn eS x ) , považujeme výraz 
F(xl9 ..., xn) za nový prvok, ktorý přidáme k množině Sx; po přidaní všetkých 
takýchto prvkov dostáváme množinu S[. Ak gx€ B a ak pre xl9 . . . , xn+1 c Sx 

rovnica gi(x9 xl9 . . . , xn) = xn+1 nemá riešenie v Sx (a teda ani v S'x)9 přidáme 
k množině S'x nový prvok x9 pre ktorý položíme z definície g{(x9 xl9 ..., xn) rovné 
xn+x. Po přidaní všetkých takto získaných prvkov x dostáváme množinu 
$2 D S'x. Analogicky zostrojíme k množině S2 množinu Sz atď. Eahko sa zistí, 

00 

že na množině S = \J S{ sú definované všetky operácie /e e 4 a každá rovnica 

gi(x9 xl9 ..., xn) = xn+X9 g{ € B9 xl9 ..., xn+x € S má v S jediné riešenie. Teda 
S vyhovuje podmienkám vety. 

P o z n á m k a . Nech na množině Sx sú nie definované žiadné operácie. Utvoř­
me príslušnú algebru S podlá dókazu predošlej vety. J e prirodzené nazvat S 
volnou algebrou triedy 3Í, vytvořenou množinou generátorov Sx. Nech oc resp. (i 
resp. y sú kardinálně čísla množiny Sl9 resp. A9 resp. S. Z predošlej konštruk-
cie vyplývá platnost t v r d e n í : 

1. Ak množiny Sl9 A sú najviac spočetné, potom množina S je spočetná. 

2. Ak aspoň jedno z kardinálnych čisiel oc9 /? je nekonečné, potom y = max . 

3. K lubovoTnému nekonečnému kardinálnemu číslu d I> /? existuje algebra S 
triedy %, ktorá má kardinálně číslo d. 

Tento odsek sa týká doplňkových relácií kongruentnosti, nesúvisí však 
priamo s existenčnými algebrami. Hovoříme, že algebra A s množinou operácií 
fa € F má len jednoprvkové operácie, ak pre všetky operácie fa e F platí 
n(oc) = 1. V knihe [1] vyslovuje G. Birkhoff nasledujúce tvrdenie (v inej 
slovnéj formulácii): 

(B) Ak algebra A má len jednoprvkové operácie, potom všetky jej relácie kon­
gruentnosti sú dolpňkové vtedy a len vtedy, ked algebra A má najviac tri relácie 
kongruentnosti: 

Tvrdenie ,,vtedy" je zřejmé (ak má algebra najviac tri relácie kongruentnosti, 
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potom má najviac jednu netriviábiu3) reláciu kongruentnosti, z čoho plynie 
tvrdenie ,,vtedyťť). 

Tvrdenie ,,len vtedy" je nesprávné. Existuje nekonečné mnoho algebier, 
ktoré majú len jednoprvkové operácie, ktorých všetky relácie kongruentnosti 
sú doplňkové a*ktoré majú viac ako tri relácie kongruentnosti. Dókaz vyplývá 
z nasledujúcich jednoduchých príkladov. 

P ř í k l a d 1. Nechaje grupa, ktorá má viac ako tri relácie kongruentnosti. 
Uvažujme algebru A, definovánu takto: prvky algebry A sú tie isté ako 
prvky grupy G; množina operácií F = {fa, ga} na algebře A je tvořená vset-
kými operáciami tvaru 

fa(x) = ax , ga(x) = xa , 

kde výrazy vpravo sú súciny v grupě G a a je 1'ubovolný prvok grupy G. Zrejme 
každá relácia iř, ktorá je reláciou kongruentnosti na grupě G, je zároveň reláciou 
kongruentnosti na algebře A, a opačné. Algebra A má viac ako tri relácie kon­
gruentnosti, všetky relácie kongruentnosti doplňkové a len jednoprvkové 
operácie. 

V predošlom příklade algebra A je zrejme len ,,iným vyjadrenímť< grupy (?. 
Obecnejšie, je zejme, že n-árna operácia f(xl9 ..., xn) se dá ,,vyjadriťÍC pomocou 
systému (móže sa stať, že nekonečného) jednoprvkových operácií f(x, al9 ..., 
..., «n~i)> atď., kde aj sú pevné prvky algebry A. Uvedený příklad nás nabádá 
zosilniť předpoklady v tvrdení (B) a vylúčiť možnost ,,iného vyjadreniaťC tým, 
že žiadame, aby algebra A malá len jedinú operáciu /, a aby táto operácia 
bola jednoprvková. Takto zúžené tvrdenie (8) by však bolo tiež nesprávné,, 
ako ukazuje nasledujúci příklad: 

P ř í k l a d 2. Nech algebra A má 4 prvky, A = {1, 2, 3, 4}, a jednoprvkovú 
operáciu /, pre ktorú platí /(l) = 4, f(2) = 3, /(3) = 2, /(4) == 1. Netriviálně 
relácie kongruentnosti na A sú dané rozkladmi {(1, 2), (3, 4)}, {(1, 3), (2, 4)}> 
{(1, 4), (2, 3)}. Eahko sa preverí, že všetky relácie kongruentnosti sú navzájom 
doplňkové. 
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Резюме 

О Э. АЛГЕБРАХ 

Ян Я куб и к (^ад ^акиЪ^к), Кошице. 

(Поступило в редакцию 29/1 1955) 

Выражения алгебра, отношение конгруэнтности, примитивный класс 
алгебр, операция, полином имеют в этой работе тот же смысл, что и в ра­
ботах [1], [2]. 

Пусть 21 — класс всех алгебр, имеющих следующие свойства: 

1. на каждой из алгебр класса 21 определены основные операции 
/<(&-., . . . , хп), /г с А, для различных операций ^^ могут быть различными 
и соответствующие числа п, п = п(г), множество {п(1)} ограничено, и су­
ществует по крайней мере одна операция /,• € А, для которой п(10) >̂ 2; 

2. дано множество полиномов д^г, %х, . . . , 2П), д3 е В, построенных при 
помощи основных операций /г- е А так, чтобы имело место следующее 
утверждение: если д е В и если $ — произвольная алгебра класса 21, то 
для каждой упорядоченной группы элементов хг, ж2, . . ., хп+1 е $ суще­
ствует один единственный элемент х е 8 такой, что д(х% хХ1 . . . , хп) = хп + 1. 
Тогда о классе 21 говорим, что это класс э. алгебр. 

Пусть Ш — класс э. елгебр. Алгебраическую систему /8, в которой 
определены для некоторых (не обязательно для всех) упорядоченных 
групп элементовхх, . . . , хп операции /Да^, . . . , хп), /< € Л и в которой урав­
нение д(х, хг, . . . , хп) = хп+1 для д е В имеет самое больше одно решение, 
называем частичной алгеброй класса э. алгебр 21. 

Скажем, что класс алгебр 21 обладает свойством (Ю) (сильной недополни­
тельностью), если в нем содержится алгебра /8, удовлетворяющая следую­
щим условиям: для любого элемента х € 8 существуют отношения конгру­
энтности В и В' на /8, и существует бесконечно много пар элементов у, 
г с 8 таких, что хВуВ'г, и в /8 не существует элемента ч% который удовле­
творял бы соотношению хВ'иВг. 

Скажем, что класс 21 обладает свойством (А), если для любой алгебры /8, 
принадлежащей классу 21, справедливо, что каждое отношение конгру­
энтности на $ определено однозначно любым из своих классов. Класс 
алгебр обладает свойством (А'), если не обладает свойством (А). 
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Теорема 1. Всякий класс э, алгебр обладает свойствами (Ы) и (А'). 

Теорема 2. Всякую частичную алгебру класса э. алгебр 21 можно погру­
зить в алгебру класса %. 

Следствие: для любого кардинального числа ос существует в классе 21 
алгебра /8, кардинальное число которой 1> ос. 

Набросок доказательства теоремы 1. В классе э. алгебр 21 выберем 
алгебру /5, в которой находятся по крайней мере три элемента. Пусть $' — 
множество всех функций Цп), которые орпеделены на множестве N = 
= {0, 1, 2, . . . , — 1 , —2, ...} и функциональные значения которых при­
надлежат /8. На 8' определим операции /̂  е А уравнением 

1г(К • • - Ю(П) -= 1г(К(п + 1), . . ., кт(п + 1)) . 

Тогда 8' есть алгебра класса 2(. Пусть кг е 8'. Возьмем произвольное 
число п0 € N и найдем к%, кг

 € $ ' т а к > чтобы 1. элементы к^п0), I = 1, 2, 3 
были взаимно различными, 2. для п < п0 кг(п) = к2(п) = к3(п). Для к, 
к' € 8' положим к Вх к' (к В2 к') тогда и только тогда, если 1. для п < п0 

будет к(п) = к'(п), 2. элементы к(п0), к'(п0) либо равны между собой, либо 
один из них равен кг(п0) (къ(п0)), а второй — кв(п0). Очевидно, Вг, В2 яв­
ляются отношениями конгруэнтности на $', и выполняется условие, вы­
сказанное в свойстве (Л1). Для доказательства того, что имеет место свой­
ство (А), достаточно рассмотреть отношение конгруэнтности Вг, в котором 
к Вв к' тогда и только тогда, если для п < п0 к(п) = к'(п), и сравнить 
его с отношением конгруэнтности Вг. 

Теорема 1. является обобщением результата Г. Тревисана [7], который 
решил частично проблему Биркгоффа ([1], проблема 31). Построение, 
примененное в доказательстве теоремы 1 основательно проще и короче 
построения Тревисана. Что касается тоеремы 2, то ход доказательства 
здесь совпадает с ходом доказательства теоремы 1 в работе [9]. 

Наконец, на простых примерах показана несправедливость одного 
утверждения Г. Биркгоффа об отношениях конгруэнтности на алгебрах 
с одинарными операциями ([1], стр. 131, упражнение 3). 

S u m m a r y 

ON THE EXISTENCE ALGEBRAS 

JAN JAKUBfK, Kosice. 

(Received January 29, 1955.) 

The concepts algebra, congruence relation on an algebra, primitive class of 
algebras, operation, and polynomial are used in the sense of [1] and [2]. 
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Let 21 be the class of all algebras with the following properties: 

1. in each algebra S of the class 21 the fundamental operations fi(xl9 . . . 
. . . , xn)9 ft e A are defined; for different i the numbers n need not be equal, 

n =. n(i)9 the set of all n(i) is bounded and there exists fi(j c A such tha t n(i0) I> 
:> 2. 

2. there is given a set of polynomials g$(z9zl9 ...9zn)9 g5 € B constructed 
by means of the fundamental operations /4 eA such tha t for g cB each algebra S 
of the class 21 and every finite sequences xl9 . . . , xn+1 € S there exists a uni­
quely determined element x € S which satisfies the equation g(x9 xl9 ..., xn) = 
= xn+1. We say tha t 21 is a class of existence algebras. 

Let 21 be a class of existence algebras. If on the set S for some (not 
necessarily all) finite sequences xl9 . . . , xn e S the operations ft(xl9 . . . , xn)9 

fi e A are defined such that the equation g$(x9 xl9 ..., xn) = xn+1 has (for fixed 
xl9 . . . , xn+1 c S) not more than one solution x c S, S is a partial algebra of the 
class 21. 

A class of algebras 21 has the property (N) (strong non-permutability) if 
there exists an algebra S in 21 such that for each x € S there exist congruence 
relations R9 R' on S and an infinity of pairs of elements y9z e S for which 
xRyR'z and there does not exist u e S with the property xR' uRy. 

A class of algebras 21 has the property (A), if congruence relations R on 
each algebra S of the class 21 are uniquely determined by each class of S/R. 
A class 21 has the property (A')9 if it has not the property (A). 

Theorem 1. Every class of existence algebras has the properties (N) and (A'). 

Theorem 2. Each partial algebra of the class 21 of existence algebras can be 
imbedded in an algebra of the class 21. 

C o r o l l a r y : if oc is a cardinal number and 21 a class of existence algebras, 
there exists in 21 an algebra S the cardial number of which is ^> oc. 

Sketch of proof of theorem 1. Let 21 be a class of existence algebras 
Let S be an algebra with more than two elements which is contained in 21 
Let S' be the set of all functions h(n), where n = 0, 1, 2, . . . , — 1 , —-2, —3, .. 
and h(n) e S. For ft e A9 hj e S' we define ft(hl9 . . . , hm) (n) = ft(hx(n + 1), . . . 
. . . , hm(n + 1 ) . Then, S' is an algebra of the class 21. Let ht be a fixed (but 
arbitrary) element of S'9 n0 a fixed (but arbitrary) integer. We find h29 hz e S 
such tha t 1. no two of the elements ht(n0)9 h2(n0)9 h3(n0) are equal, 2. n < n0 => 
=> ht(n0) = h2(n0) = hz(n0). For h9 h' c S' we put h Rx h' (h R2h')i£l. the elements 
h(n0)9 h'(n0) are equal or one of them is equal to ht(n0) (h2(n0)) and the second 
is equal to h3(n0) 2. n < n0 => h(n) = h'(n). Clearly, Rl9 R2 are congruence 
relations on S' and Rl9 R2 are not permutable. This proves the property (N). 
To prove the property (A') it is sufficient to consider the congruence relation 
R3 on S' in which hRzh' if and only if n < n0 => h(n) = h'(n) and to relate 
it with the congruence relation R±. 
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Theorem 1 is a generalization of a theorem of G. TBEVISIAN ([7]) solving 
a problem of G. BIBKHOFF ([1], problem 31), his construction being rather 
complicated. The proof of theorem 2 does not difiFer from the method used in [9]. 

Finally, it is proved by simple examples that a statement contained in [1] 
(p. 87, exercise 3) on algebras with unary operations is not true. 
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