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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 81 (1956)

O EXISTENCNYCH ALGEBRACH

JAN JAKUBIK, Kosice.
(Doslo dne 29. ledna 1955.) DT: 512.9

Odsek 1 (doplneny na navrh recenzenta) mé tvodny charakter.
Jeho cielom je oboznémit &itatela s pojmami dalej uZivanymi (z kto-
rych novy je len pojem existenénej algebry) a struéne informovat o vy-
zname dopliikovitosti relécii kongruentnosti. V odseku 2 sa dokazuje,
%e kaZda trieda existenénych algebier obsahuje algebru, ktorej relacie
kongruentnosti st nie dopliikové. V 3. odseku je dokdzani nespravnost
istého tvrdenia G. BIRKHOFFA o algebrach s jednoprvkovymi opera-
ciami.

1

V abstraktnej algebre sa vySetruju mnoziny, na ktorych st definované
uréité operacie. Za podstatne doleZité pritom nepovazujeme vlastnosti prvkov
tychto mnozin, ale vlastnosti operacii. ZovSeobecnenim zniamych pojmov
grupy, okruhu, telesa a pod. dochiddzame k obecnému pojmu algebry (vid
[1], [2)):

Nech je dand mnozina A a mnoZina operdcii F = {f,}, pre ktoré plati: ku
ka%dej operdcii f, € F existuje prirodzené &islo n = n(x) tak, Ze operdcia f, pri-
radzuje kaZdej postupnmosti {x,, ..., x,} (x;e A, © =1, ..., n) wréity prvok x =
= f(xy, ..., T,) 2 mnoZiny A. Mnofina A s danou mnofinou operdcit sa nazjva
algebra.

Opericie f, ¢ F nazyvame zakladnymi operaciami; bez ujmy vSeobecnosti
moézeme predpokladat, Ze v mnoZine opericii F' sa nachddza tiez operacia
fa,» Pre ktort n(x,) = 1 a pre kazdé x ¢ 4 plati f, (xr) = x. Zékladné opericie
nazyvame tiez polynomami 1. stupfia. Indukciou definujeme polynomy
n-tého stupiia ako vyrazy tvaru f,(u,, ..., u,), kde f, ¢ F a u,, ..., u, su poly-
nomy najviac n — 1 stupifia. Vyznam vyrazu ,funkénd hodnota polynomu*
a ,,polynom o n premennych‘ je zrejmy. Ak g, A sii polynomy o » premennych,
a ak pre kaZdi postupnost {z,, ..., x,} prvkov z 4 plati g(z,, ..., z,) = k(z,, ...,
..., &), hovorine, Ze polynomy g, % st si identicky rovné a piSeme g = h.

Primitivnou triedou algebier nazijvame triedu vdetkych algebier, pre ktoré plati:
1. mnoZina operdcit F = {f;} je pre kaZdi. algebru tejto triedy td istd, 2. je dand
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mnofina dvojic polynomov G tak, %e pre kaidi dvojicu polynomov (g}, g?) e @
a pre ka*di algebru tejto triedy plati g} = g°.

Mnohé vety, ktoré boli p6vodné zndme pre niektoré Specidlne triedy alge-
bier (napr. pre grupy), sa daji zovieobecnit na obecné algebry. Pri zovSeobec-
nenf vynikne podstata vety, ukdZe sa logicky dosah potrebnych predpokladov
a ,,odfiltruji‘ sa vlastnosti Specidlneho typu algebry, ktoré na platnost vety
nemaju vplyv. Typickym prikladom takéhoto postupu st vety Jordan-
Holderova a Schreierova (vid napr. [3]),.dokdzané pévodne pre grupy, z kto-
rych temer bezprostredne vyplyva komplex dalsich délezitych viet. Rad za-
vaznych priac bol venovany postupnému zovseobeciiovaniu Jordan-Holde-
rovej vety (vydet tychto pric je uvedeny v knihe [1], str. 89 (angl. vydanie);
na prisluinom mieste ruského prekladu pripomina prekladatel, Ze v poslednom
dase vyslo viac novych pric o zovieobecneni vety Jordana-Hoéldera a uvadza
tri najdolezitejsie z nich).?)

Pri zovSeobecneni vety Jordana-Holdera naobecné algebry je podstatny pred-
poklad o dopliikovosti reldcii kongruentnosti. Tento pojem je definovany
nasledovne:

Reldcia kongruentnosti na algebre A je ekvivalencia?) x R y takd, %e pre kadé
fo e F 20 vztahov x, Ry, (i =1,...,n) vypljva f.(z,, ..., %,) R faW1s -5 Yn)-
(Hovorime tieZ, Ze reldcia R je suhlasnd so vdetkyms operdciams f, € F.) Reldcie
kongruentnosti (resp. ekvivalencie) R, R’ na algebre A s doplitkové, ak pre kafdd
trojicu x,y, z € A zo vztahov x Ry, y R’ z vyplyva existencia proku w, pre ktory
platt x R’ u, u R z.

Podla G. BirkHOFFA doéleZitost dopliikovych relicii kongruentnosti prvy-
krat vyslovne zdoraznili P. DuBREIL a M. DUBREIL-JAcoTIN (vid [4]). Z pred-
pokladu dopliikovosti relacii kongruentnosti vyplyvaji okrem spominanych
viet typu Jordana-Hdldera aj vety o rozkladoch obecnej algebry na priamy si-
¢in a polopriamy stéin, umoznujice za urditych predpokladov skiimat Struk-
tiru algebier a sposob, akym si tieto algebry zostrojené pomocou algebier
s jednoduch&imi vlastnostami. O. Bortvka a O. ORE podrobne vySetrili vlast-
nosti dophiikovych ekvivalencii; ukézalo sa, Ze tento pojem patri medzi za-
kladné pojmy v teorii rozkladov mnozin (vid [5], str. 10—19, [6], str. 590).

Z predoslého vyplyva, Ze mé vyznam polozit si otdzku: Za akych predpo-
kladov su vietky reldcie kongruentnosti na algebrach uréitej triedy navzajom
dopliikové? V neddvno vyslej priaci [2] A. I. MArcEvV tplne vyriedil tito
otézku pre primitivne triedy algebier. Odvodil nutnd a postadujicu podmienku,
ktort musi spliiovat primitivna trieda, aby kazd4 algebra tejto triedy mala
vietky reldcie kongruentnosti navzdjom dopliikové.

1) Vo februdrovom &isle Mathematical Reviews (1955) sa recenzuji tie¥ dve prace
o zoviSeobecneni Jordan-Hélderovej vety.

%) Ekvivalencia je binérna relécia R, spliiujica podmienky 1. x R x pre ka¥dé = ¢ 4,
2.2Ry = yRz,3. 2Ry, yRz = zRz.
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St zndme mnohé dolezité triedy algebier, ktoré sii nie primitivnymi triedami.
Majua totiz okrem vlastnosti, ktoré moZno popisat pomocou identit, aj vlast-
nosti iného charakteru. Najdolezitejsie vlastnosti iného druhu st tieto:

1. Existenéné vlastnosti. Ak g(z,2,, ...,2,) je pevne zvoleny polynom
o n + 1 premennych v triede U, méZeme vyslovit nasledovnii vlastnost, Siadani
od triedy U: ak S je Tubovolnd algebra triedy U a ak x,, ..., z,,, si Tubovolné
proky z algebry S, existuje v algebre S jeding prvok x, vyhovujici rovnici g(x, ,, ...
voos By) = Tpyqe (I)

2. Reldcie. Na algebrdch triedy U moZu byt definované isté reldcie, sivisiace
8 algebraickymi operdciams tejto triedy.

Bolo by zaujimavé uvazif, do akej miery a akym sposobom sa daju Malce-
vove vysledky roziirit aj na algebry, majice vlastnosti vetkych spomenu-
tych druhov. Zd4 sa tdelnym vySetrovat najprv niektory zo §pecidlnych
pripadov, v istom zmysle opadénych k pojmu primitivnej triedy: ,,existenéné
algebry* (v ktorych nepredpokladame ziadne identity, len existenéné vlast-
nosti), alebo ,,algebry s reliciami“ (bez existenénych vlastnosti a bez
identit, tykajucich sa samotnych algebraickych opericii).

V tejto poznidmke sa vySetruje doplitkovost reldcii kongruentnosti pre
triedy existenénych algebier. DokdzZeme, %e vysledky sti v urditom zmysle
negativne: existendné vlastnosti samy o sebe (bez ich kombinéacie s vlastnosta-
mi iného druhu) nemaji Ziadny vplyv na doplitkovost relacii kongruentnosti.
Zd4 se zaujimavym, Ze v suhre s vlastnostami, definovanymi pomocou identit,
takyto vplyv mézu mat; nech U je trieda primitivnych algebier, z ktorych
nie vietky maju reldcie kongruentnosti doplitkové. Nech ¥, je trieda vietkych
algebier, ktoré patria do triedy U a ktoré okrem toho spliiuja uréité existenéné
vlastnosti. MoZe sa stat, Ze vSetky algebry triedy U, maja relacie kongruent-
nosti doplhiikové (vid priklad v poznamkach za definiciou 2).

Ak kazda algebra S triedy ¥ mé jediny prvok, potom vySetrovanie doplii-
kovosti reldcii kongruentnosti na algebrach triedy U je trividlne. V dalSom
budeme predpokladaf, Ze aspoil jedna algebra uvaZovanej triedy algebier ma
viac ako jeden prvok. (Z niZ§ie uvedenej vety 2 vyplyva, Ze pre triedy existend-
nych algebier takyto predpoklad nemusime vyslovovat: pre Iubovolni triedu
existenénych algebier 2 a IubovoIné kardinédlne é&islo x existuje taka algebra §
patriaca do triedy U, Ze kardindlne &islo mnoziny S je vacsie ako «.)

Pripomerime nakoniec definiciu priameho stéinu dvoch algebier a fakto-
rovej algebry vzhladom k urditej reldcii kongruentnosti:

Nech A, B su algebry triedy U s mnoZinou operacii #'. Nech C je mnoZina
vietkych dvojic (a, b), a € A, b € B. Pre f ¢ F definujeme

1((@1, b1), ++ s (@ny Ba)) = (f(@y, --., @), f(By, ..., Ba)) -

Tym je na mnozine C definovand uréita algebra s mnoZinou operacii F'; ozna-
éujeme ju 4 X B a nazyvame priamym sGéinom algebier 4, B.-
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Nech R je reldcia kongruentnosti na algebre 4 s mnoZinou operacii F. .
Ak z € A, oznadme z mnoZinu vietkych prvkov z’ ¢ 4, pre ktoré plati 2’ R x.
Systém vZetkych mnoZin z oznaéme A. Pre f ¢ F definujeme f(z,, ..., Z,) = ¥.
Mnozinu A s takto definovanymi opericiami f ¢  nazyvame faktorovou al-
gebrou na 4 vytvorenou relaciou kongruentnosti R a oznadujeme 4/R.

2

Definicia 1. Nech U je (neprdzdna) trieda véetkyjch algebier, ktoré maji nasle-
dujiice viastnosti: 1. v kaZdej algebre triedy U s definované zdikladné operdcie
f@y, ..oy @), f € A; pre rézne operdcie f; méZu byt prislusné &isla n rézne, n =
= n(i), mnofina {n(i)} je ohranidend a existuje asport jedna operdcia f; € A, pre
ktord n(iy) = 2; 2. je dand mnoZina polynomov g;(z, 2, ..., 2,), §; € B, zostroje-
nyjch pomocou zdkladnijch operdcit f; ¢ A tak, Ze plati: ak g « B a ak S je lubovolnd
algebra triedy U, potom ku kaZdej konmeénej postupnosti o n + 1 provkoch z,, ...
v ey Tnyy € S existuje jeding prvok x e S, vyhovujici rovnici g(z, x,, ..., T,) = Ty 4-
Hovortme, %e W je trieda existenénych algebier.

Pozniamky. 1. Predpoklad o existenci asponi jednej zakladnej opericie
fi,, ktord mé najmenej dve premenné, je potrebny k tomu, aby bolo moZné
zostrojit aspoiil jeden polynom g;, ktory by mal viac ako jednu premenni.
Niekolko poznamok o algebrach, v ktorych kazda zakladna opericia (a tedy
tiez kaZdy polynom) mé len jednu premenni, tvori obsah nasledujiceho
odseku 3.

2. Nech 8 je algebra, patricaca do triedy existenénych algebier U. Pouzi-
vajme (vSade dalej) oznadenia z definicie 1. Nech R je reldcia kongruentnosti
na S. Prisludné faktorovéa algebra nemusi patrit do triedy 2; od relicie R ne-
ziadame, aby zachovévala ,existenéné vlastnosti“. Ak G ¢ B a z oznaluje
triedu vzhladom k reldcii R, obsahujicu prvok z, rovnica g(, x,, ..., ,) =
= &,,, N4 zZrejme aspoii jedno riefenie, moéze mat viak aj viac rieSen.

Definicia 2. a) Nech U je nejakd trieda algebier. Budeme hovorit, Ze U md
vlastnost dopliikovosti, ak pre Tubovolni algebru S z triedy U, Pubovolné proky
x, 9, z € S a Lubovolné relicie kongruentnosti R,, R, naS zo vztahu x R, y R, z vy-
plyva existencia proku uw, vyhovujiuceho vztahu x Ry,u R, z.

b) Budeme hovorit, Ze trieda algebier U md viastnost silnej nedopliikovosti,
ak obsahuje algebru S, pre ktord plati: K Tubovolnému proku x « S existuji reldcie
kongruentnosti R,, R, na S a nekonetne mnoko dvojic y,z €S, tak, %e platt
2 R,y R,z, a v S neexistuje prvok u, ktory by vyhovoval vztahu x R, u R, 2.

¢) Budeme hovorit, Ze trieda algebier Y md vlastnost (A), ak prelubovolni algebru
S, patriacu do U, plati: kaZdy vytvorujici rozklad R na S je jednoznaéne uréeny
Pubovolnou zo svojich tried; ak U nemd viastnost (A), hovorime, e md viastnost (A’).

Pozndmky. 1. Ak trieda ¥ m4 vlastnost silnej nedopliikovosti, zrejme nem4
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vlastnost dopliikovosti; ak nems vlastnost dopliikovosti, nemusi eite mat
vlastnost silnej nedopliikovosti.

2. Nech U je primitivna trieda algebier, majiica vlastnost silnej nedo-
plitkovosti a vlastnost (A’). Nech ¥ je trieda tych algebier, ktoré patria
do ¥ a ktoré mimo identit, Ziadanych v triede Y, spliiuja eite nejaki existenéna
vlastnost. Moze sa stat, Ze trieda B ma vlastnost dopliikovosti a vlastnost (A).
Priklad. Nech ¥ je trieda vSetkych pologrip. Lahko sa zisti, Ze ¥ m4 vlastnost
silnej nedopliikovosti a vlastnost (A’). Nech B je trieda tych pologrip S,
v ktorych pre a, b € § rovnice axr = b, ya = b majui jediné rieSenie. Potom B
je trieda vSetkych grip; je zname, Ze trieda B ma vlastnost. doplitkovosti
a vlastnost (A).

3. Typickym prikladom triedy existenénych algebier je trieda vSetkych
kvazigrip (ak kvazigrupu definujeme ako algebru s jednou binarnou opera-
ciou — nasobenim a zZiadame existenciu prvkov z, y, pre ktoré je ax = b,
ya = b). V Birkhoffovom probléme 31 (vid [1], str. 130) je poloZend otdzka, 6i
trieda vSetkych kvazigrip % ma vlastnost dopliikovosti. G. TREVISAN v préci
[7] a VAN Sr-ciaN v préci [8] (tito pricu pozndm len z referdtu v dasopise
Referativnyj Zurnal, 11, 1954) dokazali, Ze trieda vSetkych kvazigrip nems.
vlastnost dopliikovosti. Uvedieme jednoduchy dokaz nasledujiiceho silnejSieho
tvrdenia:

Veta 1. Kaéda triedavexistené’ny’ch algebier md viastnost silnej nedopliikovosti
a vlastnost (A’).

Doékaz. Nech U je trieda existenénych algebier. Nech §; je algebra triedy ¥,
obsahujica asponi dva prvky. Priamy stéin 8, X 8, = § je zrejme tiez algebra
triedy U; algebra S obsahuje viac ako tri prvky. Nech N je mnozina vSetkych
celych ¢isiel. Uvazujme mnozinu 8’ v8etkych funkeii z = f(n), ktorych oblastou
definicie je NV, a ktorych funkéné hodnoty patria do S. Nech f;(z,, ..., ,,) je ope-
racia, definovana na algebrach triedy U. Ak 4y, ..., &, € §’, utvorime pomocou
tychto prvkov nova funkciu fi(h,, ..., k,,) € 8’ tak, Ze poloZime

fi(hyy ooy Bp)(m) = fi(hy(m 4+ 1), ..., hp(n + 1))
pre kazdé n ¢« N. Tym sme na 8’ definovali vietky operacie f;, ktoré sii defino-
vané na algebrach triedy %. UvaZujme rovnicu
gy by, oo b)) = by,

kde k,, ..., by, 50 dané prvky z mnoziny §’. Lahko sa dokaze, Ze tato rovnica.
mé jediné riefenie h(n). Teda S’ je algebra triedy 2.

Nech %, je Iubovolny prvok algebry S’. Zvolme si ¢islo n, ¢ N a zostrojme
funkcie Ay(n), hs(n) takto:

1. pre n = n, si zvolime hodnot'y ho(ny), ha(my) € S tak, aby prvky hy(m,) ,
ho(ny), hs(me) boli navzajom rozne;
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2. pre n <'n, polozime h,(ny) = hy(ny) = h,(n,);

3. pre n > n, mdzu byt hy(n), hy(n) ITubovolné prvky, patriace do S.

Definujme relacie R,, R,na 8’ takto: pre h, k' ¢ S’ poloZime & R, b’ (h R, }'), ak

1. pre n < n, plati h(n) = k'(n),

2. prvky h(no) h’(n,) su si alebo rovné, alebo jeden z nich je rovny hl(n,,)
(hz)(no)) a druhy hy(n,).

Lahko sa zisti, Ze R,, R, st relacie kongruentnosti na S’ a Ze pre ne plati
h R, hyR,h,.

Ak by existoval prvok h, € S, vyhovujtci podmienkam
’ hiByhy (1), hyRyhy (2),

vyplyvalo by zo vztahu (1) hy(n,) = hy(n,) a zo vztahu (2) k,(n,) = hy(n,),
t. j. hy(n,) = hy(n,), 8o je spor s predpokladom. KedZe hodnoty hy(n), hg(n)
pre n > n, st Iubovolné, existuje takychto dvojic %,, k,; nekoneéne mnoho.
Tym je dokané, Ze trieda U mé vlastnost silnej nedopliikovosti.

Definujme dalej na algebre S’ relaciu R, tak, Ze polozime & R, A’ vtedy a len
vtedy, ak pre n < n, pla,ti h(n) = h'(n). Lahko sa zisti, Ze R, je relicia kongru-
entnosti na S. Nech h (h) je trieda vytvorujiceho rozkladu R,(R;), obsahujica
prvok k. Zrejme plati k = k KedZe R, = R,, trieda ¥ ma vlastnost (A’).

Poznamka. Nech ¥ je trieda existenénych algebier, nech § je algebra triedy
A, nech C je mnozZina vietkych relacii kongruentnosti na 8, nech C, je mnozina
tych relacii kongruentnosti na S, ktoré zachovavaji aj existenéné vlastnosti.
(Podrobnejsie: ak R e Cy, g € B a z je trieda vzhladom k reldcii R, obsahujica
prvok x, potom rovnica ¢g(z, z,, ..., &,) = %,,; ma jediné riefenie z.) Ak by
sme si v8imali len relacie kongruentnosti, patriace do C,, ivaha by sa reduko-
vala na pripad, vySetrovany A. I. Malcevom. Mohli by sme totiz povaZovat
priradenie (2, ..., ,,;) > (prifom z je prvok, vyhovujaci rovnici (I)),
za novi operaciu ¥, definovandi na algebrich triedy U. Reldcie mnoziny C,
st sithlasné s operaciou F'; medzi operaciami f € 4 a novozavedenymi operacia-
mi F by mohli platit nejaké identity. Mnozina C; méZe mat vlastnosti, ktoré
neplatia pre celd mnozZinu C. V praci [2] Malcev dokazal tvrdenie: ak § je
kvazigrupa, potom Iubovolné dve relicie kongruentnosti z mnoziny C, st
dophikové. Z predoslej vety 1 plynie, Ze trieda v8etkych kvazigrip ma vlast-
nost silnej nedopliikovosti.

Definicia 3. Nech U je trieda existenénych algebier s operdciami f; € A a 8 exts-
tenénymi rovnicamt g; = .y, §; € B. Nech S je algebraickiy systém, v ktorom pre
niektoré usportadané skupiny prokov si definované operdcie f(x,, ..., Z,),
a v ktorych pre g; e B rovnica gy, x,, ..., €,) = T,., md najviac jedno riedenie.
Potom hovorime, %e S je Ciastoénd algebra triedy U. (Mnofinu S, v ktorej si nie
definované Ziadne operdcie, povaZujeme tiez za Ciastoéni algebru triedy U).
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Veta 2. KaZdd Ciastoénd algebra triedy existenénych algebier U sa dd vnorit
do vhodnej algebry triedy U. (Podrobnej¥ie: ak S, je Eiastoénd algebra triedy U,
existuje algebra S triedy U, pre ktord platt 1. S, C S, 2. ak pre z,, ..., %, € S,
je v 8, definovand operdcia fi(x,, ..., x,) (f; € A), potom jej visledok v S, je rov-
naky ako vysledok tejto operdcie, provedenej v S.)

Princip dokazu je rovnaky ako v dokaze vety 1 v préci [9]. Nadrt dokazu:
uvaZujme vietky polynomy, utvorené pomocou operacii, definovanych na
algebrach triedy U. Ak pre Iubovolny takyto polynom F(z,, ..., z,) nie je defi-
novany vysledok operdcie F(z,,...,x,) (¢, ..., %, €8;), povazujeme vyraz
F(x,, ..., x,) za novy prvok, ktory priddme k mnozine S;; po pridani vSetkych
takychto prvkov dostdvame mnozinu S;. Ak ¢, ¢ B a ak pre z,, ..., Z,,, € S,
rovnica ¢,(x, ;, ..., ¥,) = ¥,,, nem4 riefenie v S, (a teda ani v ), pridime
k mnozine S; novy prvok z, pre ktory polozime z definicie ¢;(x, z;, ..., ,) rovné
Zpy,. Po pridani vSetkych takto ziskanych prvkov x dostavame mnozZinu
8, D 8;. Analogicky zostrojime k mnoZine S, mnoZinu S, atd. Lahko sa zisti,

0
Ze na mnozine 8 = U §; st definované vietky operacie f, ¢ 4 a kazda rovnica
§i=1

i, Xy ooy ®y) = Ty, GieB, Xy, ..., %, €8S ma v S jediné rieSenie. Teda
8§ vyhovuje podmienkam vety.

Poznamka. Nech na mnozine §; st nie definované Ziadné operacie. Utvor-
me prislusnu algebru S podla dokazu predoslej vety. Je prirodzené nazvat S
volnou algebrou triedy %, vytvorenou mnozinou generatorov §;. Nech « resp. g
resp. y st kardindlne é&isla mnoZiny S, resp. A, resp. S. Z predoslej konstruk-
cie vyplyva platnost tvrdeni:

1. Ak mnoZiny S,, A s najviac spoletné, potom mnofina S je spoletnd.

2. Ak aspori jedno z kardindlnych &isiel x, B je nekonelné, potom y = max .
(x, B)-

3. K Tubovolnému mekoneénému kardindlnemu Cislu 6 = B existuje algebra S
triedy U, ktord md kardindlne &islo 6.

3

Tento odsek sa tyka dopliikovych relacii kongruentnosti, nestvisi viak
priamo s existenénymi algebrami. Hovorime, Ze algebra 4 s mnoZinou operacii
f. € F ma len jednoprvkové operacie, ak pre vietky operacie f, ¢ F' plati
n(x) = 1. V knihe [1] vyslovuje G. Birkhoff nasledujiice tvrdenie (v inej
slovnej formuléeii):

(B) Ak algebra A md len jednoprvkové operdcie, potom véetky jej reldcie kon-
gruentnosti st dolprikové vtedy a len vtedy, ked algebra A md najviac tri reldcie
kongruentnosti:

Tvrdenie ,,vtedy* je zrejmé (ak m4 algebra najviac tri reldcie kongruentnosti,
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potom mé najviac jednu netrividlnu®) reldciu kongruentnosti, z ¢oho plynie
tvrdenie ,,vtedy‘). A

Tvrdenie ,len vtedy je nesprivne. Existuje nekoneéne mnoho algebier,
ktoré maja len jednoprvkové operacie, ktorych vietky relacie kongruentnosti
st doplitkové aktoré maji viac ako tri relacie kongruentnosti. Dokaz vyplyva
z nasledujucich jednoduchych prikladov.

Priklad 1. Nech G je grupa, ktora ma viac ako tri relicie kongruentnosti.
UvaZujme algebru A, definovani takto: prvky algebry A st tie isté ako
prvky grupy G; mnoZina operacii F = {f,, g,} na algebre A je tvorend viet-
kymi operaciami tvaru

,a(x) =ax, 9o(x) = 2a ,
kde vyrazy vpravo st siéiny v grupe ¢ a a je lubovolny prvok grupy G. Zrejme
kazda relacia R, ktord je reldciou kongruentnosti na grupe G, je zaroveii relaciou
kongruentnosti na algebre 4, a opaéne. Algebra A m4 viac ako tri reldcie kon-
gruentnosti, vietky reldcie kongruentnosti doplitkové a len jednoprvkové
opericie.

V predoslom priklade algebra A je zrejme len ,,inym vyjadrenim‘ grupy G.
Obecnejsie, je zejmé, Ze n-arna operacia f(x,, ..., z,) se da ,,vyjadrit* pomocou
systému (moze sa stat, Ze nekoneéného) jednoprvkovych operacii f(z, a,, ...,
veey Qu_y), atd., kde a; st pevné prvky algebry 4. Uvedeny priklad nis nabada
zosilnit predpoklady v tvrdeni (B) a vylaéit moznost ,,iného vyjadrenia‘“ tym,
Ze Ziadame, aby algebra A mala len jedint operaciu f, a aby tito operacia
bola jednoprvkova. Takto ziZené tvrdenie (8) by vSak bolo tiez nespravne,
ako ukazuje nasledujuci priklad:

Priklad 2. Nech algebra 4 md 4 prvky, 4 = {1, 2, 3, 4}, a jednoprvkovi
operaciu f, pre ktort plati f(1) = 4, f(2) = 3, f(3) = 2, f(4) = 1. Netrivialne
reldcie kongruentnosti na A st dané rozkladmi {(1, 2), (3, 4)}, {(1, 3), (2, 4)},
{(1, 4), (2, 3)}. Lahko sa preveri, Ze vSetky reldcie kongruentnosti st navzajom
dopliikové.
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Pesome

0 3. AJITEBPAX

fAAr Axy6ux (Jan Jakubik), Kommume.
(Mocrymuao B pegaxuuio 29/1 1955)

Berpaxenns anrefpa, oTHOmeHHC KOHTPYIHTHOCTH, IPHMHTUBHEI Kiace
anrep, omepamuA, IOINHOM HMEIOT B 9TOH paboTe TOT K€ CMEBICJ, YTO H B pa-
6orax [1], [2].

IIycrs Y — wmace Beex anre6p, AMEIOUIAX CIELYIONIHe CBOHCTBA:

1. Ha xaxpoil m3 anreOp kaacca U ompemesieHE OCHOBHEE Olepamud
fixy, ..., %), fs € A, RuA pasnmYHEHX omepamui f; MOryT ORITH pa3lINIHEIMA
U COOTBETCTBYIOIIMe umcyia n, n = n(i), MEOKecTBO {n(i)} orpaHmueHo, m cy-
mecTByeT MO KpailHeil Mepe ofiHA omepanus f; e A, LA KOTOpoi n(i,) = 2;

2. JJaHO MHOJKECTBO IIOJIMHOMOB (42, 2y, ..., 2,), ¢; € B, MOCTPOEHHHX IpA
TIOMOILM OCHOBHHIX omepanuil f; e A TaK, 4To0B HMMeII0 MecTO CJIefyIoIiee
yTBep:;kJeHue: ecau g € B m ecim S — upousBosibHag anrebpa kimacca U, To
Il KaM[OOH YHOPAOYEHHOH TIDYNNBI 3JISMEHTOB Xy, Ly, ..., Ty € S Cyle-
CTBYeT OJMH eJJHHCTBEHHEIH BIIEMEHT & € S TaKOH, 9T0 ¢(X, Xy, ..., Tp) = Lpiq.
Torpma o knacce Y roBopmM, 4TO 3TO KIIACC 3. aIredp. :

IIyers Y — wmmace ». carebp. Amrebpamueckyio cmcremy S, B KOTOPOH
ompefiesieHbl JI7IA HEKOTOPHX (He 00A3aTesibHO [JIi BCEX) YNOPAXOYeHHHIX
TpyNO 3JIeMeHTOB Xy, ..., ¥, onepanun fy«(x,, ..., ,), f; ¢ A @ B KoTOpOH ypas-
HeHue ¢(x, ,, ..., T,) = &,y WIA g € B nmeeT camoe GoibIne OFHO pemieHHme,
Ha3KIBaeM YacTHYHOl anre6poi kiaacca 3. aare6p U.

Crarxem, uro Kiacc anredop U obmamaer coiicTBoM (N) (CHIABHOI HEXOHOIHA-
TeJBHOCTLI0), eciIm B HeM cofepskutcs anrebpa S, ypoBiersopsomas clexyo-
IAM YCJIOBHAM: JJIA JI000r0 5iIeMeHTa & € S CYMECTBYIOT OTHOIMEHAS KOHTPY-
autHOCcTH R m R’ Ha S, u cymecTByeT 0eCKOHEYHO MHOrO HAap 3JEMEHTOB Y,
z € S Takmx, uto *xRyR’'z, m B S He cyLiecTBYeT 3jleMEeHTa %, KOTOPHIL YHOBJIe-
TBOPAN OH coorHOmeHHIO *R’'uRz.

Craxem, uro knace U obmagaer cBoiictBoM (A), ecnm s modoi anrebpsr S,
npuHaAaexamed wiaccy U, cupaBegiuBO, YTO KaK/j0e OTHOMIEHHE KOHIPY-
BHTHOCTH Ha S OmpefeseH0 OfHO3HAYHO JIOHM H3 cBoEX KiaaccoB. Himace
anre6p obnapmaer cBoiicTBoM (A’), eciin He ob6sIafaer cBoiicTBOM (A).
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Teopema 1. Bcearuii kaacc 3. aneebp obaadaem ceoticmsamu (N) m (A’).

Teopema 2. Bcakyno wacmuunyno aseebpy kaacca 3, anzebp W moxncro nozpy-
aump 6 aazebpy Kaacca Y.

CiaepcrBme: s 1000ro KApAMHAIBHOTO YHMCJIA ¢ CYIIECTByeT B Kiacce U
axrebpa 8, xafmnnanbnoe 9HCJI0 KOTOPOil > .

Ha6pocox mokasateabcTBa Teopemsl 1. B wmacce 3. amreGp U BriGepem
anreOpy S, B KOTOpPOI HaXO[ATCA IO KpaiiHell Mepe Tpu aaeMenra. Ilycts 8 —
MHOKeCTBO BceX (PyHKOWH A(n), KOTOpHe opmefesieHH Ha MHOKecTBe N ==
=1{0,1,2,...,—1, —2, ...} u JyHKOWOHANPHEE 3HAYEHUS KOTOPHIX IPH-
mapeskat S. Ha 8’ onpepenum omepanunu f; e A ypaBuenmem

filbay oy h)(m) = fi(la(n 4 1), ..., h(n + 1)) .

Torpa 8’ ects amrebpa xmacca U. Ilycrs A, € S’. Bossmem unpomssonsHOE
9mCcyI0 Ny € N m HalifeM h,, by e S’ TaK, uroOsl 1. siteMeHTHL hy(n,), i = 1, 2, 3
OLUIM B3aMMHO pDAa3IMIHEMHA, 2. WA N << Ny hy(n) = hy(n) = hy(n). Ous h,
k' € 8’ monokum h R, ' (h R, h') Torga u ToIBKO TOrAA, ecan 1. o n << n,
6ymer h(n) = h'(n), 2. sanemenTH h(n,), h'(n,) ME60 paBHE Me;RIY co60if, 16O
ONWH H3 HEX paBeH hy(n,) (Ay(n,)), @ BTOpoir — hy(n,). Ouenmauo, R,, R, as-
JIAI0TCA OTHOIMEHWSIMH KOHIPYSHTHOCTH Ha §’, M BHOOJHAETCA YCJIOBHE, BEHI-
ckasannoe B coictBe (N). [lna moxasaTesibcTBa TOrO, YTO MMEET MECTO CBOM-
¢TBO (A), ZOCTaTOYHO PAcCMOTPETh OTHOMEHHE KOHTPYIHTHOCTH Rj, B KOTOpOM
k Ry B’ Torma m TONBKO TOTKA, ecidm A n << my h(n) = h'(n), m cpaBHATH
€ro ¢ OTHONEHHEM KOHTpysHTHOCTH R,.

Teopema 1. asagerca o6obmennem pesynprara I'. Tpesucana [7], koropsii
pemmi gactuyno npobiemy Buprrodda ([1], mpobmema 31). Ilocrpoenne,
npAMeHeHHO® B JIOKa3aTeJIbCTBE TEOPEMH 1 OCHOBATeJBHO HpOINe W KOpode
nocrpoennss TpeBucana. Uto Kacaercsi ToepeMH 2, TO XOf [XOKa3aTeJahCTBA
3[iech COBIAIAET ¢ XO/IOM /IOKA3aTeIbCTBA TeOPEeMH 1 B pabore [9].

Haxonem, Ha mpocTHX npmMepax IIOKa3aHa HECHPAaBEAIABOCTH OJHOIO
yrBepsaennss I'. Buprrogda o6 oTHOmMEHHMAX KOHIPYIHTHOCTH HA anrebpax
¢ opmHapHEIMa onepammamu ([1], cTp. 131, yopakuenme 3).

Summary

ON THE EXISTENCE ALGEBRAS

JAN JAKUBIK, Kosice.
(Received January 29, 1955.)

The concepts algebra, congruence relation on an algebra, primitive class of
algebras, operation, and polynomial are used in the sense of [1] and [2].
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Let U be the class of all algebras with the following properties:

1. in each algebra S of the class U the fundamental operations f;(z,, ...
...y %,), f: € A are defined; for different 7 the numbers n need not be equal,
n = n(?), the set of all n(?) is bounded and there exists f; € 4 such that n(z,) >
> 2.

2. there is given a set of polynomials g;(z, z, ..., 2,), ¢; € B constructed
by means of the fundamental operations f; e A such that for g ¢ B each algebra S
of the class U and every finite sequences z, ..., Z,,, € S there exists a uni-
quely determined element x ¢ § which satisfies the equation g(x, «,, ..., x,) =
= x,,,. We say that U is a class of existence algebras.

Let U be a class of existence algebras. If on the set S for some (not
necessarily all) finite sequences z,, ..., %, ¢ S the operations f;(z,, ..., 2,),
fi € A4 are defined such that the equation g,(x, ,, ..., «,) = Z,,, has (for fixed
Zy, ..., sy € S) not more than one solution x €S, § is a partial algebra of the
class U.

A class of algebras % has the property (N) (strong non-permutability) if
there exists an algebra 8 in U such that for each x ¢ § there exist congruence
relations R, R’ on S and an infinity of pairs of elements y, z ¢ S for which
xz Ry R’z and there does not exist u ¢ S with the property x R’ u R y.

A class of algebras U has the property (A), if congruence relations B on
each algebra S of the class ¥ are uniquely determined by each class of S/R.
A class U has the property (A’), if it has not the property (A).

Theorem 1. Every class of existence algebras has the properties (N) and (A’).

Theorem 2. Each partial algebra of the class U of existence algebras can be
imbedded in an algebra of the class U.

Corollary: if « is a cardinal number and ¥ a class of existence algebras,
there exists in ¥ an algebra § the cardial number of which is > «.

Sketch of proof of theorem 1. Let % be a class of existence algebras.
Let S be an algebra with more than two elements which is contained in .
Let 8" be the set of all functions A(n), where n = 0,1, 2, ..., —1, —2, —3, ...
and h(n) € S. For f; e A, h; e S’ we define f;(hy, ..., by) (1) = fi(hy(n + 1), ...,
«evs B(n + 1). Then, S’ is an algebra of the class A. Let k, be a fixed (but
arbitrary) element of 8’, n, a fixed (but arbitrary) integer. We find 4,, h; € S’
such that 1. no two of the elements A,(n,), ky(n,), h3(n,) are equal, 2. n < ny =
= hy(ng) = hy(ny) = hy(n,). For b, b’ ¢ S’weputh R, b’ (h R, k') if 1. the elements
h(n,), k'(n,) are equalorone of them is equal to k,(7,) (hy(n,)) and the second
is equal to hy(ny) 2. m << my = h(n) = k'(n). Clearly, R,, R, are congruence
relations on 8’ and R,, R, are not permutable. This proves the property (N).
To prove the property (A’) it is sufficient to consider the congruence relation
R, on 8’ in which h R3h’ if and only if n < ny, = h(n) = h'(n) and to relate
it with the congruence relation R,.
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Theorem 1 is a generalization of a theorem of G. TREvVISIAN ([7]) solving
a problem of G. BIRKHOFF ([1], problem 31), his construction being rather
complicated. The proof of theorem 2 does not differ from the method used in [9].

Finally, it is proved by simple examples that a statement contained in [1]
(p. 87, exercise 3) on algebras with unary operations is not true.
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