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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 81 (1956) 

REFERÁTY 

ZNÁHODNĚNÁ ANALYSA 

(Referát o přednášce dr ANTONÍNA ŠPAČKA konané v matematické obci pražské dne 
16. ledna 1956.) 

Přednášející promluvil o možnosti „znáhodnění" některých pojmů matematické ana­
lysy. 

Nechť X a Y jsou neprázdné množiny a nechť F je množina všech zobrazení X do F . 
Budiž dána transformace V systému podmnožin množiny X do systému podmnožin mno­
žiny F. Je-li / € V (A), říkáme, že zobrazení / má vlastnost ÍV) na množině A. 

Uvedeme p ř í k l a d . Z a X i Y zvolíme množinu reálných čísel. J e zřejmé, Že příkladem 
transformace V je zobrazení, při němž obrazem množiny A C X je množina všech reálných 
funkcí spojitých na množině A. 

Ve funkcionální analyse nás zajímají velmi často zobrazení, která mají vlastnost (V) na 
celé množině X (na př. aditivita a spojitost u lineárních funkcionálů). Většina vlastností, 
kterými se zabýváme, splňuje tyto dvě podmínky: 1. vlastnost (V) je dědičná, t . j . je-li 
A C B C X, je V(B) C V(AL); 2. vlastnost (V) je rozšiřitelná vzhledem k vhodně zvolenému 
systému X> podmnožin množiny X na celý prostor X. Tak na př. je-li D libovolná spočetná 
množina na přímce a je-li f e F funkce stejnoměrně spojitá n a D , pak existuje g € F taková, 
že g(x) = f(x) pro všechna x e D a g je stejnoměrně spojitá na X. 

Je jistě účelné uvažovat o znáhodnění pojmů funkcionální analysy. Snadno zavedeme 
náhodné transformace T jako zobrazení kartézského součinu Q x X do množiny Y. 
Předpokládejme, že je dána or-algebra 25 podLmnožin množiny Y. Budiž @ minimální 
c-algebra podmnožin množiny Q9 vzhledem k níž je transformace T(.9x) měřitelná pro 
každé pevné x c X# Budiž dále na cr-algebře © dána pravděpodobnostní míra /*. Pozname­
nejme ještě, že za cr-algebru 25 se volívá <x-algebra borelovských množin na Y9 je-li Y 
alespoň topologický prostor. 

V poslední době se theorie pravděpodobnosti velmi často zabývá otázkami tohoto druhu: 
Lze stochastický proces určitého typu realisovat v prostoru funkcí s danou vlastností? 
J e proto přirozené položit si také v našich úvahách otázku, za jakých předpokladů lze 
náhodnou transformaci T (což není ostatně nic jiného než určité zobecnění pojmu sto­
chastického procesu) realisovat v prostoru zobrazení T(co9 .) s vlastností (V). J a k dokázal 
DOOB ve známé větě (viz [1]), lze to provést tehdy a jen tehdy, je-li 

č{co:T(co, - ) € V ( X ) } = 1 , 

kde Jt značí vnější míru indukovanou mírou fx. Ovšem ověření této podmínky bývá někdy 
velmi obtížné. Přednášející dokázal v práci [2] větu, která to v mnoha případech usnad­
ňuje, když náhodná transformace T je V-regulární. Vysvětlíme nejprve, co nazýváme 
V-regulární náhodnou transformací. 
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Budiž 3D neprázdný systém podmnožin množiny X, který splňuje tyto dvě podmínky: 
00 

U D = X; je-li Dt e D- i = 1,2,..., existuje D 0 c £ tak, že U D< C D0. 

Řekneme, že náhodná transformace T je V-regulární, splňuje-li tyto podmínky: 
je-li i C f i C Z , je 

{a>: T(a>, .) € V(B)} C {ca: SP(»f . )eV ( -4)}; (1) 
je-li D € £ , je 

{co: T(a>, . ) €V (D ) }€@; (2) 

je-li -DeD, ťo0€{a): T(co, .)€V(2>)}, je 

{co: T(co, .) € V(X)} n f l {co: T(a>, x) = T(co0, x)} * O . (3) 

(1) je zřejmě obdobou dědičnosti vlastnosti (V) a (3) obdobou její rozšiřitelnosti vzhledem 
k systému £ . 

V ě t a 1 v práci [2] zní pak takto: 
Nutnou a postačující podmínkou pro to, aby JL{ a>: T(a>, .) c V(X)} = 1 pro V-regulární 

náhodnou transformaci T, je, aby pro každé D € X) bylo fi{a>: T(a>, .) € V(D)} = 1. 

V práci [2] je tato věta aplikována na případ stejnoměrně spojitých funkcí, funkcí 
splňujících Lipschitzovu podmínku a aditivních funkcí na Booleových cr-algebrách. 

Ukazuje se však, že ani ověření podmínek námi uvedené věty není mnohdy nikterak 
snadné. Kromě toho se vyskytuje i řada jiných otázek týkajících se náhodných transfor­
mací, jako otázka měřitelnosti množiny {co: 'T(a>, .) € V(X)} a jiné. Bylo dosaženo celé 
řady výsledků, které jsou obsaženy v pracích [3] až [9]. V přednášce jsme slyšeli jen o ně­
kterých z nich. Zmíníme se o těch, které nebyly dosud uveřejněny. 

Práce [6] řeší otázku, kdy je náhodné zobrazení separabilního prostoru typu G do sebe 
realisovatelné v prostoru lineárních zobrazení a otázku inverse náhodné lineární transfor­
mace. 

Práce [6] zavádí pojem náhodné množinové funkce, zabývá se otázkou jejich realisova-
telnosti v prostoru množinových funkcí absolutně spojitých vzhledem k dané množinové 
funkci a obsahuje „znáhodněnou" Radon-Nikodymovu větu. 

V práci [7] byl zaveden pojem náhodné Schwartzovy distribuce a dokázána nutná a po­
častuj ící podmínka její existence. 

Konečně práce [8] a [9] obsahují některé tvary silného zákona velkých čísel pro zobec­
něné náhodné proměnné (měřitelná zobrazení Q do Banachova prostoru Y); je jich využito 
ke studiu zobecněných stochastických aproximací. 

Na řešení otázek tohoto druhu se i dále pracuje. V seznamu literatury jsou pod čísly 
[10] až [16] uvedeny práce, které spadají sice do téže oblasti problémů, ale vznikly později. 
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LINEÁRNÍ ALGEBRA A PROJEKTIVNÍ GEOMETRIE 

(Referát MILOSLAVA J Ů Z Y přednesený v matematické obci pražské dne 12. března 1956.) 

Obsahem referátu byla 5. a 6. kapitola knihy H O D G E - P E D O E : Meťhods of Algebraic 
Geometry, pojednávající o vztahu algebraické a synthetické definice projektivního pro­
storu. 

Budiž T těleso, ne nutně komutativní. Uspořádanou množinu n + 1 prvků (a0, aí9 . . ., 
an) tělesa T takovou, že nejsou všechna at rovna nule, nazveme aritmetickým bodem 
tt-rozměrného číselného projektivního prostoru nad T. Dva aritmetické body (a0, ..., a n ) , 
(60, ..., bn) nazveme ekvivalentní zprava, jestliže existuje KeT tak, že ai =-= 6ťA pro 
i = 0, 1, ..., n. Každou třídu sobě ekvivalentních aritmetických bodů nazveme bodem 
pravostrannóho n-rozměrného číselného projektivního prostoru nad T, množinu všech 
takových bodů pravostranným n-rozměrným číselným projektivním prostorem nad T. 
Podobně definujeme levostranný n-rozměrný číselný projektivní prostor nad T. 

Budiž (atj) regulární matice n-tého stupně nad T. Budiž TC zobrazení, které aritmetickó-
n 

m u bodu (xQ, ...,xn) přiřazuje aritmetický bod (y9, ...,yn), při čemž yi = S aifxs .pro 

i s= 0, ..., n. Snadno zjistíme, že obrazy bodů ekvivalentních zprava jsou opět body ekvi­
valentní zprava a že je to prosté zobrazení pravostrannóho projektivního prostoru na 
sebe. Zobrazení n nazýváme projektivní transformací tohoto prostoru. 

Budiž 8 množina a mějme dáno prosté zobrazení množiny S na pravostranný n-roz­
měrný číselný projektivní prostor nad T. Pak množinu S nazveme pravostranným n-roz-
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