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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

Z TEORIE KONECNYCH PRAVIDELNYCH GRAFOV
TRETIEHO A STVRTEHO STUPNA

ANTON KOTZIG, Bratislava.
(Doslo dne 21. tnora 1956.) DT: 513.84.001

V 8ldnku pojednéva sa o systémoch uhlov konedného grafu a o ich
vztahu k systému vSetkych eulerovskych &iastoénych grafov daného
grafu. Zo ziskanych poznatkov o grafoch vSeobecnejSich odvodzuja
sa doésledky pre pravidelné grafy tretieho stupiia vSeobecne a zvlast
pre také, ktoré maji aspoil jeden linedrny faktor, resp. ktoré sa daju
rozloZit na tri linedrne faktory. Na zéklade tychto poznatkov vyvodzu-
ja sa vety o existencii linedrnych faktorov a hamiltonovskych &Giar
v istych pravidelnych grafoch Stvrtého stupiia.

1. Definicie a pomocné vety

V tomto prispevku pouzivam terminov obvyklych v teorii grafov. Definicie
zédkladnych pojmov v tejto prici pouzivanych si uvedené napr. aj v mojej
praci ,,0 istych rozkladoch koneénych grafov (Matematicko fyzikdlny &aso-
pis SAV, ¥, 1955, &. 3). Uvadzam preto na doplnenie len tieto definicie:

Definicia 1. Hovorime, Ze graf je orientovany, ak pre kaZdd hranu grafu je
ustéleny smer a to tak, Ze z dvoch uzlov u, », s ktorymi je Iubovoln4 hrana
incidentnd, jeden ustalujeme ako potiatodny, druhy ako koneény uzol hrany.
Ak u je podiatodny, v koneény uzol hrany %, vyjadrujeme sa tiez tak, Ze hrana
h smeruje z uzla % do uzla v.

Definicia 2. Trojici prvkov grafu {u, &,, s} pozostavajicej z uzla u a hrén
ky == hy hovorime uhol grafu s vrcholom v uzle % a s ramenami A,, h,, ak obe
hrany h,, h, st incidentné s uzlom u.

Definicia 3. KruZnici K Iubovolného koneéného grafu hovorime hamilto-
novské éiara grafu, ak K obsahuje vietky uzly grafu.

Vzhladom na to, Ze predmetom skiimania budd len koneéné grafy, budeme
v celej praci pod grafom rozumet vidy koneény graf.

Prv nez prikrodime ku skimaniu pravidelnych grafov, odvodme si niektoré
pomocné vety, ktoré maji vSeobecnejSiu platnost:
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Veta 1. Nech @ je Tubovolny orientovany hraf o q hrandch. O polte n tych
uzlov grafu (_};, do ktorgch smeruje nepdrny polet hrdn, plati n = q (mod 2).

Do6kaz. Oznaéme znakom £(z) podet tych uzlov grafu @, do ktorych smeruje
prave ¢ hran. Pretoze kaZdd hrana orientovaného grafu smeruje prave do

jednoho uzla plati: ¢ = %if(i) z Coho ihned vyplyva: n = q — 2[£(2) +
1=0
+ £(8) + 2£(4) + 2£(5) + ...] GiZe n = ¢q (mod 2).

Veta 2. Nech 631 je Tubovolny orientovany sdwvisly graf, w == v nech st Lubo-
volné dva jeho wzly o mech ¢ je Tubovolnd cesta spojujica uzly w, v v grafe @)1
(pritom orientdcia hrdn cesty nemust suhlasit so smerom, v ktorom prichddzame
z wzla w do wzla. v). Ak zmenime orientdciu vsetkych hrdn cesty C v orientdciu
opaéni o u ostatnych hrdn grafu C_Ti zachovdme orientdciu bez zmeny, vznikne
tak isty graf G’;, o0 ktorom plati:

1. Do uzla u (resp. v) smeruje v grafe @; pdrny resp. nepdrny pocet hrdn prdve
vtedy, ked do tohoto uzla smeruje v grafe 51 nepdrny resp. pdrny pobet hrdn.

2. Do lubovolného uzla w rézneho od w a rézneho od v smeruje v grafe G, pdrny
resp. nepdrny pobet hrdn prdve viedy, ked do w v grafe G, smeruje pdrny resp.
nepdrny pobet hrdn.

Dokaz. Uzol u (resp. v) je incidentny prave s jednou hranou cesty 5, teda

zmena v orientdcii hran pri vzniku grafu C_v'; nastane prave u jednej hrany
incidentnej s uzlom % (resp. ), z ¢oho hned vyplyva tvrdenie 1.

Ak w je Iubovolny iny uzol nez % a iny ako v, potom bud w nie je uzlom
cesty (CiZe nenastane Ziadna zmena v orientécii hran incidentnych s w pri

vzniku grafu C_#;), alebo w je uzol cesty taky, Ze zmena v orientacii pri vzniku
Eg nastala prédve u dvoch hrin, s ktorymi je uzol w incidentny, z doho ihned
vyplyva tvrdenie 2.

Veta 3. Nech G je Pubovolny neorientovany sdwvisly graf, ktory md pdrny pobet
hrdn, potom hrany grafu G moZno orientovat tak, Ze venikne orientovany graf é:
v ktorom do kaZdého wzla smeruje pdrny pobet hrdn.

Dékaz. Nech G, je orientovany graf, ktory vznikne z @, ak orientujeme
kazdd jeho hranu. Ak by uz pri tejto orientécii hran do kazdého uzla smeroval
parny podet hran, nebolo by treba ni¢ dokazovat. Predpokladajme preto, Ze

v @, existuji také uzly, do ktorych smeruje nepirny podet hran. Polet ta-
kychto uzlov je podla vety 1. parny, lebo podet hran grafu G (resp. @:,) je parny.
Nech u,, Uy, ..., Uy, st tie uzly grafu @, do ktorych smeruje v @0 nepéarny podet
hrin. PretoZe @ a teda aj Gy je podla predpokladu sivisly graf, existuji v grafe
@ cesty C,, C,, ..., C, také, Ze cesta C; spojuje uzly uy;_y, %y (¢ = 1, 2, ..., ).
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Ak zmenime v grafe G’; orientéciu vietkych hrin cesty C, a zachovame orien-
taciu vietkych ostatnych hran grafu é:,, vznikne tak isty graf (—51. Ak v grafe
E*l zmenime orientéciu vietkych hran cesty C, a u ostatnych hrdn ponechdme
orientédciu bez zmeny, vznikne tak isty graf é’; atd. aZ: ak zmenime orientéciu
vietkych hrin cesty C, v grafe é:,_l a zachovame orienticiu jeho ostatnych
hran, dostaneme tak isty graf G,, v ktorom podla vety 2. do vietkych uzlov
bude smerovat parny potet hrin. G= C_fn je orientovany graf pozadovanych
vlastnosti. Tym je veta 3. dokdzana.

Oznalme znakom A(G) = @ systém vSetkych orientovanych grafov, ktoré
vzniknu orientdciou vSetkych hran istého neorientovaného grafu G a ktoré
maji tato vlastnost: do kazdého uzlaIubovoIného grafu Ge A(F) smeruje parny
podet hran. Oznadme znakom P(GF) systém vietkych tych &iastoénych grafov
grafu G, ktoré st eulerovskymi grafmi (t. j. grafmi, u ktorych kazdy uzol je
péarneho stupiia), pri¢om prvkom systému P(G) nech je tieZ nulovy graf NV (t.
j. graf, ktory nem4 Ziadnej hrany a Ziadneho uzla).

Dokézme, ze plati: Systémy W(R), P(G) pre Lubovolny koneény graf G s pdrnym
potom hrdn st ekvivaleniné, t. j. existuje vZdy prosté zobrazemie w Ssystému
(@) na systém P(G).

Nech (@) = {P,, P,, ..., P,} (kde P, = N) a nech 631 je orientovany graf
e (RF). Oznadéme znakom Zﬁ,- (¢ =1, 2, ..., n) orientovany graf, ktory vznikne
z grafu 51 tak, Ze zmenime orientdciu vSetkych hran grafu P; na orientédciu
opadni a u ostatnych hrin ponechime orienticiu bez zmeny. Je zrejme
G« A(GF), pretoze do IubovoIného uzla u € G smeruje v grafe @; podla pred-
pokladu parny podet hridn a pri vzniku grafu C_j dojde ku zmene orienticie
hrany u parneho poétu hran, s ktorynu je uzol u incidentny (pretoze P; je
eulerovsky graf ).

Nech dalej @, je Tubovolny graf e %(G). Oznadme znakom H,, mnoZinu
tych hran grafu ¢, ktoré maji ind orientdciu v grafe 51 nez v grafe é; a zZna-
kom P, &iastodny graf grafu @, ktory pozostéva z hrin mnoZiny H, , a z tych
uzlov grafu G, s ktorymi je incidentnd aspoil jedna hrana e H,,. Tvrdim:
P, je eulerovsky graf. Nech totiz « je Iubovolny uzol € P,. Podla predpokladu

do uzla u smeruje ako v grafe (—}; tak aj v grafe é; parny podet hran, preto je
potrebné zmenit orientdciu u parneho podtu hrin incidentnych s uzlom » v gra-

fe é:, aby vSetky hrany incidentné s u mali takd istdi orientdciu ako v @
dize kazdy uzol grafu P, je parneho stupiia t. j. P, ¢ P(G).

UviZme este toto: nech P;, P; ¢ Y(G) st dva rézne eulerovské grafy. U gra-
fov @:, C_f,v, ktoré vzniknu s grafu 631 popisanym spésobom, bude mat aspoii
jedna hrana odli§nd orienticiu. Teda 677,,63; st rozne grafy. Je preto A(G) =
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={G,, Gy, ..., G} a ak polotime (@) = P, pre vietky i =1,2,...,n je
tym definované prosté zobrazenie o systému (@) na systém P(G), teda
systémy U(G), P(Q) st ekvivalentné. Z toho vyplyva napr., ze strom S s par-
nym postom hrdn moZno prive jednym spdsobom orientovat tak, aby do
kaZzdého uzla smeroval pdrny podet hran (stromom nazyvame sdvisly graf,
ktory neobsahuje Ziadnu kruZnicu a teda ani Ziadny nenulovy eulerovsky
graf), pretoze systém Y(S) obsahuje jediny prvok: graf N.

Poznamka 1. Je zndme, Ze o polte z eulerovskych &iastoénych grafov
stvislého koneéného grafu o m uzloch a n hranich plati: * = 2"~™*!, Uvedeny
poznatok didva ndm preto moznost Iahko vypoditat podet prvkov systému
A(Q).

Veta 4. Nech G je Lubovolny svwisly graf s pdrnym poltom hrdn, potom exis-
tuje systém I uhlov grafu G taky, Ze kaZdd hrana grafu G je ramenom prdve
jednoho uhla systému B a systém uhlov s touto vlastnostou existuje len viedy, ked
graf G md pdrny pobet hrdn.

Dékaz. I. Podla vety 3. moZno orientovat hrany grafu @ tak, Ze vznikne
orientovany graf 63, v ktorom do ka?dého uzla smeruje parny podéet hran.
Nech U = {u,, u,, ..., %,} je mnozina tych uzlov grafu @ (teda aj grafu é),
do ktorych smeruje v grafe ¢ aspoli jedna hrana. Oznadme znakom H(u,)
mnozinu tj’rch hran, ktoré v grafe G smeruji do uzla w; (1 = 1,2, ..., m).
Pretoze kazd4d hrana orientovaného grafu smeruje prive do jednoho uzla
grafu, je kazda hrana grafu G hranou prive jednej mnoZiny systému & =
= {H(u,), H(usy), ..., H(%y)}. Nech 2n; je podet hrdn mnoZiny H(u;) (t = 1, 2,
...,m). RozloZme Iubovolnym spbésobom mnozZinu H(u;) na n; tried R,
R;, ..., R;;, po dvoch prvkoch a nech W, (z=1,2,...,%,;) je uhol grafu G,
ktorého vrcholom je uzol %; a jeho ramenami hrany triedy R, .

Nech B; ={W,;,W,,...., W;,} je systém uhlov takto konstruovanych,
ktorych vrcholom je uzol u; (t = 1, 2, ..., m).

Sttet systémov B = > IB; je systém pozadovanych vlastnosti, lebo kazda
=1

hrana grafu @ je hranou prave jednej mnoziny H(u;) ¢ & a je prvkom prive
jednej z tried B; (¢ =1,2,...,m, z=1,2,...,n;) a teda aj ramenom prive
jednoho uhla e .

II. Ze systém 98 moze existovat len v grafe s pdrnym podtom hran, je zrej-
mé z toho, Ze kazdy uhol mé prave dve ramend.

2. Systémy uhlov v pravidelnych grafoch tretieho stupiia

. Priamym ddsledkom vety 4 je tato veta o pravidelnych grafoch tretieho
stupnia:
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Veta 5. V Tubovolnom sivislom pravidelnom grafe tretieho stupria s pdrnym
poltom 2p > O hrdn existuje taky systém whlov, Ze kaZdd hrana grafu je ramenom
prdve jednoho uhla systému.

Poznémka 2.V dékaze vety 4. popisali sme postup ako najst v grafe taky
systém uhlov 98, Ze ka#d4é hrana grafu je ramenom prave jednoho uhla systé-
mu, ked je dand orientécia hran grafu, pri ktorej do kazdého uzla grafu smeruje
parny podet hran. V popisanom postupe je ponechdna lubovéla v tom, ako
rozlozime mnoZinu H(u;) obsahujicu 2n; hrédn na n; tried po dvoch prvkoch,
ked n; > 1. PretoZe v pravidelnych grafoch treticho stupiia nemdze byt
n; > 1, odpadéd tu spomenutd Iubovola a kaZdej orientacii hran grafu, pri
ktorej do kazdého uzla grafu smeruje parny podet hran, odpoveds (pri zacho-

vani popisaného postupu) prive jeden systém uhlov I8.
Odvodme si teraz dalie vety o pravidelnych grafoch tretieho stupiia.

Veta 6. Ak siwisly pravidelny graf treticho stupria G s pdrnym poltom hrdn
md linedrny fakior, potom existuju také dva systémy whlov B,, W, grafu, Ze
plati: .

1. KaZdd hrana grafu je ramenom prdve jednoho uhla € B, a kazdd hrana
grafu je ramenom prdve jednoho uhla ¢ IW,.

2. Systémy BW,, W, sut disjunkiné. v

Dokaz. Nech @ je stvisly pravidelny graf treticho stupfia s pdrnym poétom
hrén, L linedrny faktor a F kvadraticky faktor tohoto grafu. Nech dalej (3; je
graf G orientovany tak, Ze do kazdého uzla smeruje pirny podet hrin, I8, sy-
stém uhlov, ktory odpoveds orientovanému grafu 51. Nech 52 je opat oriento-
vany graf &, pri¢om nech hrany linedrneho faktora L maji rovnaki orientéciu
v grafoch (31, G, a hrany kvadratického faktora F nech v grafe 6—%72 maji opadni
orientéciu nez v C:')I Pretoze kazdy uzol grafu je incidentny prave s dvoma
hranami kvadratického faktora, bude sa orientécia hran incidentnych a Iubo-
volnym uzlom u grafu G, lisi préave u dvoch hrin vodi orientécii tychto hran
v grafe G_;, To v8ak znamend, Ze aj v grafe é; bude do kazdého uzla smerovat
parny podet hrin. Podla ddkazu vety 4. existuje potom systém uhlov B, (od-
povedajici jednoznadne orientovanému grafu é’z) taky, 7e kazdd hrana grafu
G je ramenom prive jednoho uhla z I8,.

Treba edte dokazat, Ze systémy 9B,, B, sd disjunktné. Nech 4, je Iubovolni
hrana grafu G a nech %, je takéd hrana grafu @, ktora s hranou %, tvori ramené
uhla z ;, vrcholom tohoto uhla nech je uzol w. Oznadme znakom v druhy
uzol, s ktorym je hrana A, incidentné (% ==v) a znakom h; hranu réznu od
ho a rdznu od hy, ktors je incidentnd s uzlom w.

A. Ak bhrana A, je hranou linedrneho faktora, potom bude mat t4 istd
orientaciu v é’;, akl mala v 631,' ale bhranv A., %, budi mat ind orientdciu v (-32
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nei v C_f Teda uhol z I®,, ktorého ramenom je hrana h,, bude mat tieto
prvky u, by, k.

B. Ak hrana %, je hranou kvadratického faktora, potom %, bude mat ind
orientaciu v G2 nez v Gl. To znamens, %e vrcholom uhla z I8,, ktorého rame-
nom je A, nebude uzol u, ale uzol v.

V oboch pripadoch uhol z 9B, a uhol z B,, ktorych ramenom je hrana &,
st dva rozne uhly. Hrana A, bola viak IubovoIné hrana grafu G. Teda systémy
BW,, W, nemdbzu mat spoloéného prvku. Tym je veta 6. dokdzan.

Veta 7. Nech stvisly pravidelny graf treticho stupria G s pdrnym poltom hrdn
dd sa rozloZit ma tri linedrne faktory L., L,, Ls, potom existuji systémy uhlov
W,, Wy, W, BW,, ktoré maji tieto viastnosti:

1. Pre kaZdéi e {1, 2, 3, 4} plats: katdd hrana grafu je ramenom prdve jednoho
uhla systému ;.

2. Ak 1 ==4;1,7 {1, 2, 3, 4}, potom platz: W, W, = 0.

Doékaz. Oznadme znakom @; orientovany graf @, ktorého hrany st orien-
tované tak, %e do kazdého uzla grafu smeruje pirny podet hran. Nech 98, je
systém uhlov, ktory odpoveda grafu 54. Oznadme dalej znakom 6_4)1, G, C_is orien-
tované grafy, ktoré z grafu G"; vznikni zmenou orientécie hrin takto: orien-
tacia hran v grafoch a*; a @2 je rovnaks u hrén linedrneho faktora L;, ostatné
hrany nech maj int (opaéni) orientaciu v &; nez v G, (s = 1, 2, 3).

Z dékazu vety 6. je zrejmé, Ze grafy @1, C—jz, 53 budd mat opit td vlastnost,
Ze do kazdého uzla grafu smeruje parny podet hran a Ze teda existuji tymto
grafom odpovedajice systémy uhlov 9B,, W, W, také, Ze kazd4 hrana grafu
G je ramenom prave jednoho uhla z B; (¢ = 1, 2, 3).

Vieme uz (z dékazu vety 6.), Ze plati B, = @ pre vietky 7+ =1, 2, 3.
Treba efte dokazat, ze plati T, 1B, = §; W, MW, = §; WM, = ¢§; platnost
tychto tvrdeni je viak zrejmé z toho, Ze graf @, dostaneme z grafu G—‘;, ak
zmenime orientdciu u hran kvadratického faktora, ktory pozostdva z hrin
aj linedrneho faktora L, aj linedrneho faktora L; (i == §; 4, § € {1, 2, 3}). Preto
M, M; = @ pre vietky ¢ = J; 4, j € {1, 2, 3, 4}, &o bolo treba dokazat.

3. 9-obrazy grafov treticho stupiia

Nech @ = U + H je stvisly pravidelny graf tretieho stupfia. Oznadme zna-
kom I systém vSetkych uhlov grafu G. Nech podet uzlov grafu G je 2n (je
zndme, Ze podet uzlov nepirneho stupiia Iubovolného grafu je parny), 3n je
potom podet jeho hrin. Podet réznych uhlov v grafe @ je 6n, lebo kazdy uzol
grafu je vrcholom troch réznych uhlov. Nech teda H = {Aj, h,, ..., hy,};
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B = {Wy, W, ..., Wes}p. SkonStruujme graf G* = U* 4 H* podla grafu
@G takto: . v '

1 U* = {u¥, uf, ..., us,), 2. H* = {hf, b}, ..., ks .}, 3. Hrana A} je inci-
dentn4 s uzlom %} prive vtedy, ked hrana h; je ramenom uhla W,

Pretoze kazdy uhol v G mé dve ramens, bude skutodne ka#dé hrana A}
/incidentné prive s dvoma uzlami z U*; teda mnoZina G* = U* 4 H* pri
definovanej incidencii je grafom. UkiZme elte, Ze ak @ je sdvisly pravidelny
graf tretieho stupiia, potom G* je stvisly pravidelny graf ¥tvrtého stupiia.
Ukézme najprv, ze ka%d4 hrana z G je ramenom $tyroch réznych uhlov z G.
Nech totiz h, je ITubovolnd hrana z G, u, v uzly, s ktorymi je tdto hrana inci-
dentna v grafe G. Oznadme znakom hy, k,, h, hrany, s ktorymi je incidentny
uzol % a znakom Ay, hy, hy, hrany, ktorymi je incidentny uzol «'. Hrana k, je
ramenom tychto uhlov {w, kg, A}, {w, Ry, he}, {0, hy, By}, {0, hy, hy}. Pretote za
Pprvé: hy = hy; by = h, (ind& by uzly u, ' neboli tretieho stupiia)a za druhé:
« = u’ ide nutne o Styri rozne uhly. Ze h, nemoze byt ramenom dalsich uhlov
grafu je zrejmé. Preto kazdy uzol u* e U* je nutne uzlom &tvrtého stupia
v G*, tize G* je pravidelny graf §tvrtého stupia.

Dokézme efte, Ze G* je suvisly graf, ked G je sivisly graf. Stadi dokézat

toto: ked @ je sivisly graf a uf, ;] si Tubovolné dva uzly z G*, potom ] si-
visi 8 u}. .
" Nech hrana 5; z G je incidentné s uzlami %, %', brana %; z G incidentn4 s uzla-
mi v, v’ v G. Ak by hrany &;, k; boli incidentné s tym istym uzlom u, v grafe
@, znamenalo by to, Ze existuje v grafe G uhol W, = {w,, A, k;} a teda v grafe
G* by hrana b bola incidentnd s uzlami }, %}, &iZe uzly u}, u; by stviseli
v grafe G*. Predpokladajme preto, %e u, w’, v, v’ st &tyri rozne uzly grafu G.
PretoZe @ je podla predpokladu stvisly graf, existuje v grafe G cesta u,, A,
Ugy oo Py 0, %y (kde u, = u, u, = v) spojujlica uzly %, v. Je bud h,, = A,
alebo je 4, , takéd hrana, ktord s hranou %; a uzlom u tvori uhol grafu G. Je
dalej bud #,_, , = k;, alebo hrana h,_, , s hranou %; a uzlom » tvori uhol grafu
G. Okrem toho, ak n > 2, plati pre vietky # =1, 2, ..., 2 — 2 toto: hrana
hype1 8 hranou Ay q 4.9 & uzlom w%,,, tvori uhol grafu G. :
' Oznadme znakom %} ten uzol z @*, ktory odpoveds hrane k., z G. Z uve-
deného vyplyva, Ze uzol ») savisi 8 uzlom ) , (=1,2,...,n — 2), pretoZe
existuje hrana v G*, ktoréd je incidentnd s oboma uzlami. Pretoze dalej uzol
u; bud je totozny, alebo stvisi s uzlom u; a prave tak uzol u; bud je totoiny,
alebo sivisi s uzlom u} _, plati nutne «} sivisi s «;. Teda fubovolné dva uzly
grafu G* stvisia. Preto G* je sivisly graf, ak @ je stvisly graf.

O pravidelnom grafe 8tvrtého stupiia G* budeme hovorif, Ze je 9-obrazom
pravidelného grafu tretieho stupiia @ (pisané G* = ¥(@)) ak:

. 1. existuje prosté zobrazenie x mnoziny hran H grafu @ na mnoZinu uzlov
U* grafu G*,

2
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2. existuje prosté zobrazenie f systému uhlov 8 grafu @ na mnoZinu hrin
H* grafu G*,

3. pre Iubovolni dvojicu pozostivajicu z uzlu u* a hrany A* grafu G*; kde
w* = «(h;); h* = B(W;); h; e H; W; ¢ 8 plati: Uzol u* je incidentny v grafe
G* s hranou A* prave vtedy, ked hrana A; je ramenom uhlu W; v grafe G.

Poznémka 3. Specidlnym pripadom pravidelnych grafov treticho stupiia
st grafy, u ktorych uzlami st vrcholy a hranami s hrany takého mnohostenu,
v ktorom ka#dy vrchol je incidentny s troma hranami. Nech napr. @, je graf
pravidelného Stvorstenu, potom (@) je napr. graf pravidelného osmistenu;
alebo nech @, je graf krychle, potom #(@,) je graf znidmého &trndststenu,
u ktorého 6 stien st §tvoruholniky a 8 stien st trojuholniky. D4 sa dokézaf,
Ze plati toto: ak pravidelny graf tretieho stupiia G d4 sa realizovat na oriento-
vanej ploche rodu g, potom pravidelny graf Stvrtého stupiia H(G) da sa tiez
realizovat na tejto ploche. T4to problematika vymyks sa v¥ak z rdmca nasho
prispevku.

Poznamka 4. Existuji tie grafy Stvrtého stupiia, ktoré nie st #-obrazom
#iadneho pra.videlného grafu treticho stupiia. '

0] prawdelnych grafoch §tvrtého stupiia, ktoré sa - obrazom pravidelného
grafu tretieho stupia, platia tieto vety:

Veta 8. KaZdy pravidelny graf é’t'vrteho stupnia, ktorj md pdrny pobet uzloy
a je & — obrazom stwvislého pravidelného grafu treticho stupria, md linedrny faktor.

Dékaz. MnoZinou hrin linedrneho faktora grafu G* = #(@F) je mnoZina
obrazov systému 3, uhlov grafu @ (v zobrazeni f), ktorého existencia vyplyva
z vety 5.

Poznémka 5. Existujd tiez pravidelné grafy $tvrtého stupia s pamym
podtom uzlov, ktoré nemaji linedrneho faktora.

Veta 9. Nech G* je pravidelny graf Stortého stupria s pdrnym podtom uzlov,
ktory je & — obrazom suwislého pravidelného grafu tretieho stupria G @ nech G md
linedrny faktor, potom graf G* md kvadraticky faktor, ktory se dd rozloZit na
dva linedrne faktory.

Dékaz. Podla vety 6. existuji v G systémy uhlov 3B,, I8, také, Ze kazda
hrana grafu G je ramenom prave jednoho uhla z I8, a prive jednoho uhla
z IB,, pridom I, T, = §. To znamend, Ze Iubovolny uzol »* u G* je incidentny
prave s jednou hranou mnoziny Hy = f(I8,) a prave s jednou hranou mnoziny
H} = p(B,) a plati HY . Hf = ¢. Teda mno%ina H; je mnoZinou hrin istého
linedrneho faktoru L a taktie? mno¥ina Hy mnoZinou hrin istého linedrneho
faktoru Ly, pridom L a Ly nemaji spolednej hrany.

Ich kompozicia je kvadraticky faktor, ktory sa d4 rozloZif na dva linedrne
faktory. .
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Veta 10. Nech G* je pravidelny graf Stvrtého stpiia s pdrnym poltom uzlov,
ktory je 9 — obrazom siwislého pravidelného grafu treticho stupria G a nech G dd
sa rozloZit ma tri linedrne faktory, potom G* dd se rozloZit na Styri linedrne faktory.

Poznamka 6. Ako je zname, existuje pravidelny graf tretieho stupiia
s parnym poétom hrén, ktory sa ned4 rozloZit na tri linedrne faktory.

Doékaz vety 10.: Podla vety 7. existuji v & systémy uhlov 98,, I8, B,,
9, také, Ze kazdd hrana grafu G je ramenom prive jednoho uhla systému
W; (1=1,2,3,4) a pre i +7; i,5¢{L,2,3, 4} plati: BB, = 6. Oznadme
znakom H mnoZinu obrazov prvkov systému 8; v zobrazeni f. Lubovolny
uzol u* grafu @* je incidentny préve s jednou hranou mnoziny H* (i = 1, 2,
3, 4). Teda HY je mnoZinou hran istého linedrneho faktora L grafu G*. Pre-
toze HyH} = 0 pre vietky i = j; ¢, j € {1, 2, 8, 4} mozno graf G* rozlozit 1
linedrne faktory Ly, L¥, LY, LY, % bolo treba dokdzat.

Ukézeme, Ze plati aj tato veta:

Veta 11. Nech G* je pravidelny graf Stvrtého stupria, ktory sa dd rozloZit na
Styri limedrne faktory LY, LY, LY, LT anech G* je 9-obrazom istého pmmdelneho
grafu tretieho stupiia @, potom G dd sa rozloFit na tri linedrne faktory.

Dokaz. Nech U = {uy, u,, ..., u,} je mnozma uzlov grafu G. Oznadme zna-
kom H(u;) mnoZinu tych troch hrin grafu &, ktoré sd incidentné s uzlom u;,
(¢t=1,2,...,p). V zobrazeni & obrazom mnoziny H(u;) je istd trojica uzlov
grafu G*, oznaéme ju znakom 7. Pretoze I'ubovolnd dvojica hran mnoZiny
U(u;) spolu s uzlom w; tvori uhol grafu G existuje nevyhnutne taks hrana
v G*, ktoré je incidentns s Iubovolnou dvojicou uzlov z trojice 7';. Trojica
hrin grafu G*, ktora je v zobrazeni § obrazom trojice uhlov s vrcholem v uzle
u; v grafe @, spolu s uzlami trojice 7'; tvori istd kruZnicu K} grafu G*. Uzol
u; bol Iubovolny uzol grafu G. Ak teda najdeme takéto kruznice pre vSetky
uzly u; (1 =1,2,...,p), dostaneme tak systém kruinic C* = (K}, K7, ..

» K *}, ktory mé tleto vlastnosti:

1. Kaz7d4 hrana grafu G* je hranou prive jednej kruZnice z C*, pretoie
kazdy uhol m4 prave jeden vrchol a je podla predpokladu A* ¢ KT prive vtedy,
ked vrcholem uhla, ktory je vzorom hrany A* v zobrazeni 5, je uzol u,.

2. KaZdy uzol u* grafu G* je uzlom prave dvoch kruznic systému C*, lebo
vzor uzla u* v zobrazeni « t. j. hrana A = x~1(u*), je ramenom jednak uhlov
s vrcholom v jednom, jednak uhlov s vrcholom v druhom uzle, s ktorym je
hrana % incidentn.

"

Teda zo §tyroch hran, ktoré si incidentné s ubovolnym uzlom w* grafu G*
dve patria do jednej z kruznic ¢ C* a dve do inej kruZnice ¢ C*. Pri danom
rozklade grafu G* na 8tyri linedrne faktory (ktory podla predpokladu existuje),
patri kaZdé z tychto Styroch hran k inému linedrnemu faktoru LY (i = 1, 2, 3,
4). Teda o hranich incidentnych s uzlom w* plati:
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bud A. hrany z linedrnych faktorov Lf a L* (resp. Ly a L¥) st v tej istej
kruznici systému C%,

alebo: B. hrany z linedrnych faktorov L¥ a L (resp. L; a LF) st v tej istej
kruznici systému C*,

alebo: C. hrany z linedrnych faktorov Ly a Lf (resp. Lj a L¥) st v tej istej
kruZnici systému C*.

Ak plati tvrdenie A. (resp. B., resp. C.) zaradme uzol u* do triedy uzlov
U¥ (resp. U¥, resp. UF). Ked prevedieme uvedenym spdésobom zatriedenie
vietkych uzlov grafu G* do tried dostaneme tak isty rozklad ®* = {Uy, Uy,
U¥} mnoziny uzlov grafu G*.

O rozklade %* plati: nech 7' je Iubovoln4 trojica uzlov grafu G*, ktors je
obrazom trojice hran incidentnych s uzlom u; grafu G v zobrazeni «, potom
kazdy uzol trojice 7' patri do inej triedy uzlov U} .

Dokéazeme spravnost uvedeného tvrdenia.

Kazd4 z hrén krusnice K musi patrit k inému linedrnemu faktoru, pretoze
in4é by uzol kruZnice bol incidentny s dvoma hranami toho istého linedrneho
faktora, ¢o nie je mozné. Z toho viak vyplyva, vzhladom na to akym spdso-
bom sme zatriedovali uzly grafu G* do tried U¥, %e kaidy uzol trojice T
patri do inej triedy rozkladu R*.

Kazdy uzol grafu G* m4é prave jeden vzor v zobrazeni x, jeho vzorom je .
istd hrana grafu Q. Vzormi uzlov triedy U} sd hrany istej trledy hrén H,
grafu G (x =1, 2, 3).

Z troch hrén, s ktorymi je incidentny Iubovolny uzol z @ jedna je z H,, jedna
z H,, jedna z H,. Dokazali jsme u totiZ, Ze kazdy uzol trojice 7y patri do inej
triedy rozkladu R*. Z toho vyplyva, Ze kazd4 hrana trojice hrdn H(u;) (kde
u; je Iubovolny uzol grafu @) incidentnych s uzlom u; patn do inej z mnozin
H,(x=1,2,3).

Graf G moZno preto rozloZit na tri linedrne faktory takto: linedrny faktor
L, bude pozostdvat z hrdn a len z hrdn mnoZiny H, (x = 1, 2, 3). Pretoze
H,H, = 0 pre x  y, je tym skutotne dany rozklad grafu G na tri linedrne
faktory. To bolo treba dokazat.

4. O rozkladoch pravidelnych grafov $tvrtého stupiia 9(&)
- na hamiltonovské ciary

Odvodme si niektoré vety, ktoré poukazujd na tzky vztah medzi hamilto-
novskymi éiarami v pravidelnych grafoch tretieho stupiia a rozkladmi 9-ob-
razov tychto grafov na dve hamiltonovské &iary.

Veta 12. Nech @ je siwvisly pravidelny grof tretieho stupria. Ak v grafe G exis-
tuje hamiltonovskd &ara, potom graf $(@) moéno rozlozit na dve hamiltonovské
Giary.
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" Veta 13. Ak graf 9(Q) dd sa rozloZit na dve hamilionovské Giary, potom v G
existuje hamiltonovskd Ciara.

Veta 14. Nech A je polet réznych hamiltonovskych Gar v suvislom pravidelnom
grafe tretieho stupria G a nech 2n je podet uzlov tohoto grafu, potom o polte A* réznych
rozkladov grafu G* = 9(G) na dve hamiltonovské &Gary platt 2* = A . 2»~1.

- Doékaz vety 12: Nech @ = U + H je stvisly pravidelny graf tretieho
stupta, U = {u,, ¥, ..., %,} mnoZina jeho uzlov a nech existuje v G hamilto-
novské Giara K. Hamiltonovskd diara je faktorom druhého stupiia, preto
hrany z @' nepatriace do K st hranaml linesrneho faktora (oznadme ho L)
grafu G.
- Nech @* = §(G); @* = U* + H* a nech U} je mnoZina tych uzlov grafu
G*, ktoré v zobrazeni « si obrazmi hran linedrneho faktora L, Uy mnoZina
tych uzlov grafu G*, ktoré v zobrazeni « sit obrazmi hrin hamiltonovske]
tiary K. Zachovajme oznadenie O* = {K¥, K}, ..., K*} pre systém krugnic
grafu G* taky, e kruZnica K} odpoveds uzlu « ¢ ¢ takto: uzly krunice K}
sl obrazy tych hran grafu G' v zobrazeni «, ktoré st incidentné s uzlom u; a
“hrany kru#nice K st obrazmi v zobrazeni 8 tych ublov grafu @, ktorych vrcho-
lom je uzol w;. Vieme, %e ka?dy uzol grafu G* je uzlom prive dvoch kruZnic
z C*.
" Nech O} je systém tych kruznic z O*, ktoré obsahujé uzol z U%; plati:
- O} = C*. Je totiz CF systém vietkych tych kruinie, ktoré odpovedaji mnozine
U, véetkych uzlov z grafu @G, ktoré st incidentné s hranami linedrneho fakto-
ra L.

Rozdelme hrany mnoziny H* do dvoch tried Hf, H takto: nech u} je
Tubovolny uzol mnozmy U} anech K, K7 » st tie kruZnice systému C*, ktoré
obsahuji uzol u},

1. do triedy Hy zaradme dve hrany kruZnice K, ktoré st mc1dentné 8 uz-
lom «}, zbyvajicu (tretiu) hranu kruimice K, zaradme do triedy H,

2. dve hrany kruZnice K}, a to tie, ktoré si incidentné s »; zaradme do H,
ostdvajicu (tretin) hranu zaradme do triedy Hy.

Ak takto prevedieme zatriedenie hrin vS8etkych dvojic kruZnic obsahujicich
uzol z ¢ U3, je kazd4 hrana grafu hranou prive jednej z tried Hy, Hy, pretoZe
za prvé: kazda hrana je hranou préve jednej kru#nice z C* (pozri dékaz pred-
chidzajicej vety) a za drubé: kazdéd kruZnica z C* obsahuje prive jeden
uzol z U3. Vimnime si eSte, %e dve hrany Iubovolnej kruZnice ¢ C*, s ktorymi
je incidentny uzol z U7, patria do tej istej triedy a dve kruZnice, s ktorymi je
incidentny uzol z Uk, patria k réznym triedam.

Dokézme teraz, Ze plati: Ciastodny graf Gf (resp ) grafu G* obsahujtici
vietky hrany a len hrany triedy Hy (resp. H;) je hamiltonovskou &iarou
grafu G*.
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 A. Tvrdim: G* (resp. G3) je faktorom druhého stuptia v G*. Nech ) je
Tubovolny uzol grafu G*. Ak je u) ¢ U}, potom " je zrejme incidentny prave
s dvoma hranami z Hy a s dvoma hranami z Hy. Ak je u; « Uy, potom vzhla-
dom na to, Ze ka#d4 z dvoch hrén incidentnych s uzlom u} v jednej kruznici
{a tak isto aj v druhej kruZnici) systému C* obsahujicej uzol ; patri do inej
triedy, plati: uzol « je incidentny s dvoma hranami z Hy a s dvoma hranami

z Hf. Tym je dokaz tvrdenia A. vykonany.

B Tvrdim: Gf (resp. GY) je stvisly graf. Dokaz tvrdema Ak hy, hy 56 Tubo-

voIné také dve hrany hamlltonovske] Siary K, ktoré su incidentné s tym istym
uzlom u; grafu G, potom uzly «(h,), x(h,) sivisia v grafe GF. Nech toti &, je
t4 hrana linedrneho faktora L, ktord je incidentnd s uzlom wu;, potom obrazy
o(hy), o(hy), a(hy) s8 uzlami kruznice K] ¢ C*. Teda do triedy H; patri bud
hrana incidentnd v G* s uzlami «(k,), x(hy) (potom uzly o(h,), x(h;) zrejme
stvisia v Gf), alebo do triedy Hy patri aj hrana incidentnd v G* s uzlami
a(hy), (k) aj hrana incidentnd s uzlami «(hy), x(h,). Cize uzly w«(h,), x(hy)
stvisia v grafe Gf. Obdobna dvaha vedie k rovnakému uzdveru pre Gy .
* Teda v zobrazeni « obrazy ‘dvoch ,,stisednych‘ hrian hamiltonovskej &iary
K stvisia v Gf (resp. v G¥). To v8ak znamen4, %e v Gf (resp. v GY) stvisia
vietky obrazy (v zobrazeni «) hrén z K. Ini& povedané: Iubovolné dva uzly
mnoziny U% stvisia v grafe Gf (resp. v grafe G}). PretoZe hrana z Hy (resp.
z HY), ktord je incidentns v grafe Gy (resp. G5) s istym uzlom z U3} je inci-
dentnd aj s jednym uzlom z U%, stvisi v grafe G (resp. v grafe G) kazdy uzol
u U so vietkymi uzlami z U* Preto graf GY (resp. graf GY) je sunsly graf.
Tym je dokaz vety 12. vykonany.

- Dokaz vety 13.: I. Nech G* = §(@); G=U + H; U = {uy, uy, ..., u,} &
nech G¥, G st dve hamiltonovské diary. grafu G*, ktoré nemaju spoloénej
hrany. Hrany hamiltonovskej ¢iary G¥ (resp. Gf) tvoria triedu hran Hf (resp.
HY). Nech O* = {K¥, Ky, ..., K} je systém kruZnic grafu G* taky, Ze uzly
kruznice K¥ e O* st obrazmi troch hran incidentnych s uzlom u; ¢ U v zobra-
zeni « a hrany kruznice K} sd obrazmi troch uhlov grafu G s vrcholom v uzle
u; v zobrazeni f. Ak by systém C* obsahoval iba dve kruZnice, t. j. ak by graf
@ pozostival iba z dvoch uzlov u,, u, a z troch hran s tymito uzlami incident-
nych, potom by @ zrejme obsaloval hamiltonovskd diaru a nebolo by potrebné
nié dokazovat. Predpokladajme preto, Ze G manajmenej §tyriuzly a teda najme-
nej Sest hrdn t. j., Ze C* obsahuje najmenej Styri kruZnice a najmenej Sest
wzlov. Plati: Iubovolnd krufnica K systému C* obsahuje hrany z oboch
tried HY, Hf. Ak by totiz kru¥nica K} obsahovala napr. len hrany z triedy
HF, potom K} by bola kru#nicou aj v Gf a uzly tejto krufnice by nestviseli
s ostatnymi uzlami grafu G¥, %o odporuje predpokladu, Ze Gf je hamiltonovské
diara.

Teda kazds kruzmca z C* bud obsahuje dve hrany z Hy a jednu z Hj,
alebo obsahuje jednu hranu z HY a dve z H;..Tak &i tak existuje prave jeden
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uzol (budeme mu hovorit vyznaény uzol) kruznice K} taky, ze je incidentny
s dvoma hranami kruZnice, ktoré patria do tej istej triedy H; (j =1, 2).
Kazdy uzol je uzlom prave dvoch kruznic systému C*, je vSak zrejmé, Ze ak
isty uzol je vyznadnym (resp. nie je vyznadnym) uzlom jednej kruznice, je
vyznaénym (resp. nie je vyznadénym) uzlom aj druhej kruznice.

Oznadme znakom V* mnoZinu v8etkych vyznaénych uzlov grafu G*. Vzory
vyznaénych uzlov v zobrazeni « tvoria istd mnoZinu hrén H; grafu G, ktord
mé tato vlastnost: kazdy uzol grafu G je incidentny prave s jednou hranou
z Hy, pretoZe obrazy hran incidentnych s uzlom grafu G v zobrazeni « si
uzly kruznice z C* a kazda kruZnica z C* — ako sme préve dokézali — m4 pra-
~ ve jeden vyznadny uzol. Teda Hy, je mnoZinou hran istého linedrneho faktora
L grafu G. Hrany grafu G nepatriace do L st hranami istého kvadratického
faktora K grafu G. DokiZeme, Ze K je hamiltonovskd &iara grafu ¢. Prv viak
nez prikroéime k dokazu tohoto tvrdenia, dokdZeme este toto:

II. Nech G* je &iastotny graf grafu G*, ktory pozostiva z tych hran grafu
G*, ktoré st incidentné s dvoma uzlami nevyznaénymi, potom G* je kruZnica,
ktora obsahuje vietky nevyznaéné uzly grafu G*.

Ze vietky uzly v G* st druhého stupiia, je zrejmé, lebo ak ist4 hrana je in-
cidentnd s dvoma nevyznaénymi uzlami, potom kaZdy z tychto uzlov je in-
cidentny este prave s jednou takouto hranou.

Nech K je kruZnica z C* a nech vy je jej vyznadny uzol, u;, u; jej uzly
nevyznatné. Obiehajme po hranich hamiltonovskej ¢iary Gf a po hranich
hamiltonovskej &iary G5 cez ich jednotlivé uzly tak, #e v oboch pripadoch
vyjdeme z uzla uy a uzol 4y bude najblizii nevyznaény uzol, ktory dostihneme.
Teda u jednej hamiltonovskej ¢iary bude nds postup popisovat istd postup-
nost uzlov uf,uy, ..., u druhej postupnost uzlov «f, +7, w5, .... Pri dalsom
postupe z uzla %) v jednej z hamiltonovskych &iar prejdeme hned do dalsieho
nevyznainého uzla u; = %, u druhej najblizif uzol bude opit isty vyznaény
uzol (vf) a potom aZ nasleduje uzol u;. UvaZme totiZ, e v kazdej kruZnici
z C* jedna hrana patri do jednej z tried Hy, Hy, zbyvajiice obe do druhej
z tychto tried a uzol kruZnice incidentny s hranami tejto kruZnice, ktoré
patria do tej istej triedy, je vyznaény uzol.

Viimnime si, Ze poradie uzlov nevyznaénych (ak neprihliadame k ,,umieste-
niu® vyznaénych uzlov) v akom cez tieto prechddzame obiehajic hamilto-
novské Ciary GY, G¥, musi byt v oboch hamiltonovskych &arach rovnaké,
nech ako dlho pokradujeme v postupe. AvSak v takom istom poradi musime
prechidzat cez jednotlivé nevyznaéné uzly, ak volime tento postup: vyjdeme
z uzla uf, po hrane, ktors je incidentns s u;, dalej z uzla uJ po hrane, ktors je
incidentn s ; a je incidentn4 s dal§im nevyznaénym uzlom (tymto uzlom je
zrejme uzol u; ) bez ohladu na to, do ktarej triedy tato hrana incidentn4 s dvo-
ma nevyznaénymi uzlami patri. Obdobne z uzla % do nevyznaéného uzla u;
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atd. PretoZze pri obiehani po hamiltonovskej Ciare prejdeme po konednom
potte krokov cez vietky uzly grafu G* (a teda aj cez vietky nevyznaéné uzly
tohoto grafu), musime nutne pri obiehani po hranich grafu G* po koneénom
poéte krokov (a to v rovnakom poradi ako pri obiehani hamiltonovskych &iar)-
prejst cez vietky nevyznadné uzly grafu G*. Teda G* je graf druhého stupiia
a je grafom sdvislym. G* je kruznica a obsahuje vietky nevyznaéné a len
nevyznaéné uzly grafu G*. Tym je dékaz tvrdenia IT prevedeny.

IIT. Dokazme napokon, ze kvadraticky faktor K (z prvej &asti dokazu) je
hamiltonovskou &iarou grafu @. Stadi dokazat, ze K je stvisly graf.

Nech postupnost hrdn P* = Ak}, ..., by, by, ... popisuje v akom poradi
prechddzame cez hrany kruznice G* pri obiehani po nej v pevne zvolenom
smere obiehania vychidzajtc z jej hrany Ay. Kazd4 hrana postupnosti P*
je hranou préve jednej kruznice z C*; oznaéme znakom K;’; kruZnicu z C*,
ktorej hranou je hrana hF postupnosti P* (5 = 1,2, ..., p). Dalej oznatme
znakom % ;. uzol krugnioe G*, ktory je incidentny s jej hranami A}, A},
(=12...,p—1).

Plati zrejme: vzorom v zobrazeni « uzla u; ;o1jeistdhrana k= " Y(u},, ;)
ktora je v grafe K incidentnd s uzlami Ugyy Uy 4=1,2,...,p— 1). Pretoze
stivislost medzi uzlami je vzfah tranzitivny, musia nutne suvmeﬁ v K vietky
wly w, (j=1,2,...,p), ktoré odpovedaji kruzniciam K, K7, ..., K7,
z ktorych kazda obsahu]e po jednej hrane postupnosti P* (kruzmca, K* ob-
sahuje podla predpokla,du hranu &).

Nech U = {u, .- %, }. Vieme, Ze kaZdd kruZnica z C* obsahuje préve
jednu hranu z G* a teda pod]fa dasti I1. dokazu aj prave jednu hranu postup-
nosti P* a kazd4 hrana postupnosti P* je hranou prave jednej kruznice z C*.
Teda U = U, ¢ize K je stvisly graf obsahujici vietky uzly grafu @ a kaidy
uzol z K je uzlom druhého stupiia. Preto K je hamiltonovsks &iara grafu @, éo
bolo treba dokazat.

Dékaz vety 14.: Ak je A = 0, potom je aj A* = 0, lebo z A* > 0 vyplyva
podla vety 13. A > 0. Nech A >'0 a nech K,, K,, ..., K, st vietky rézne ha-
miltonovské &ary v G, K; Iubovolnd z nich. K tejto hamiltonovskej &iare
K ; mozno najst rozklad mnoziny hran grafu G* = 9( G) na triedy hrén Hf, HY
taky, ze Hy resp. Hy je mnoZina vietkych hrin 1steJ hamiltonovskej é&iary
GY resp. G¥ pridom tieto hamiltonovské &iary nemaji spolognej hrany. Pri
zatriedovani hran spésobom, ktory sme popisali v dokaze vety 12 pri dvojici
kruznic K, K7 (ktorych spolodnym uzlom je uzol u; e U}) do tried Hy, Hy,
mali sme moznost si vybrat, ktort z kruZnic oznadime K a ktord K. To md
pravda vplyv na zatriedovanie. Pretoze podet uzlov grafu G je podla pred-
pokladu 2n, ma G prive 3n hran a podet hran lineadrneho faktora L je n. Teda
U% m4 n uzlov a existuje n dvojic kruzniec, ktorych spoloénym uzlom je uzol
e U}. Zmena oznadenia najmenej v jednej a najviac v 2 — 1 dvojiciach kruz-
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nic spésobi zmenu v rozklade na triedy Hy, Hy (zmena u vietkych dvojic
by sposobila iba zmenu oznadenia tried, nie v8ak zmenu rozkladu). Pre roz-
klad na dve hamiltonovské &iary grafu G* podla pevne zvolenej hamiltonov-
skej &iary K, grafu G mame teda vcelku 27~ rdznych moznosti. PretoZe pri
dvoch réznych hamiltonovskych ¢iarach K, K; v G prisluiné linearne faktory
(ktorych hranami s hrany nepatriace do K, resp. do K;) sa li§ia aspon jednou
hranou, budd rozdielne aj odpovedajice mnoZiny vyznaénych uzlov v grafe
G* a budi rozdielne aj tymto odpovedajice rozklady grafu G* na dve hamilto-
novské diary. Teda je A* > 1. 2*~1. Ak by bolo A* > 1. 2"~ musela by podla
vety 13. existovat mnozina vyznaénych uzlov, ktord nie je obrazom mnozZiny
bhran grafu @ nepatriacich do hamiltonovskej &iary K; (1 =1, 2, ..., 4) v zob-
razeni «. Podla vety 13. by potom existovala ete aspoil jedna dalSia hamilto-
novsks &iara K, ., v grafe G- To je spor s predpokladom. Je proto A* = 4 . 2771,
o bolo treba dokazat. ' o

LITERATURA

Steinitz E.: Vorlesungen tdber die Theorie der Polyeder, Berlin 1934.

Kénig D.: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig, 1936. C

Kotzig A.: O istych rozkladoch koneénych grafov, Matem. fyz. dasopis SAV, V, 1955,
&. 3. : :

Peszrome

13 TEOPUM KOHEYHBIX PETVJ/IAPHBIX I'PAQOB i
TPETBEA 1 YETBEPTOI CTEIEHU

AHTOH KOLIUI' (Anton Kotzig), Bparuciasa.
(Tlocrynunmo B pegaxmuio 21/I1 1956 r.)

B crarbe nmoxasmBaioTts CAEGRAYIOINAE TeOPeMH:

1. IIycme G — npoussosvHbill C6A3HBLL 2pagh ¢ YemHsLM wuca0M pebep; mozda
cywyecmeyem cucmema B yenos epaga G maras, wmo ramcdoe pebpo us G npu-
Hadaencum mourno 00HOMY yeay cucmemst U cucmema yeno8 T ¢ smum ceoiicmaom
cyupecmseyem moavko moeda, ecan G codepacum uemuoe wucao pebep (mpoiika
avemenmos epaga G- {u, by, h,}, 20e u — sepwuna, b, == hy — pebpa, Hasvigaemes
yeaom epaga G, ecau oba pebpa hy, h, unyudenmusl ¢ sepuiuroil u).

2. Ecau ceaswwlil peeyaspuwli epagp mpemveil cmenewu G ¢ 4emHbLM YUCIOM
pebep codepucum aukeirsll mHomcumenasv, mo 6 G cywecmsyom 0ee cucmesmsl
yenos W,, W,, sesanwuecs dussOHKMHBMY, U Kaxdoe pebpo epada ssasemea
dMEMEHTNOM MOUHO 00H020 Yyeaa cucmembl LB, (cooms. W,). Ecau, kpome moz0;
G MONCHO Dpazroncumv HA MPU JAUHCUHBIL MHONCUMEARL, MO CYWeECMmeynm
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¢ G uemuipe cucmemsl Y2408, He uMeOWUE NONADHO 06Ue20 Yeaa, NPuteMm Kaxcdoe
pebpo epaga A8AAEMCS INEMEHMOM MOUHO 00H020 Yeaa Kaudol us ImuL cucmen.

I'pag G*, muomcecmso sepwsur komopoeo ecmv U*, mrosncecmseo pebep H* | na-
suisaemes H-o6pason epaga G — ede G ecmy ceaswlil peeyaspruii epagd mpemueii
cmenenu, U ecmv mromcecmeo ezo sepuwsun, H ecmv mmoacecmso e2o pebep — ecau:

1. Cywecmsyem npocmoe omobpancerue « mroncecmea H na mromcecmso U*,

I1. cywecmeyem npocmoe omobpancenue B cucmems: scex yenoe I epaga G ra
MHOoHcecmeo pebep H*,

IT1. sepwuna u* = x(h;) unyudenmna c pebpom b* = B(W,) 6 epage G* moeda
u moavko moeda, ecau pebpo h; ¢ H asasemes snemenmom yeaa W; € .

3. Hna rpadoB G* = HG) ¢ 4eTHHIM TUCIIOM BEPIIWH, KOTOPHIE ABIAIOTCH,
09eBHHO, CBASHEIMA peTyIApHEME rpafaMi 4YeTBepTOd CTeNeHH, KOKAa3hl-
BaeTcd clepyomee: = '

Kancowii epag 9(G) codepacum suretineiii mroncumens. Ecau ¢ G cywecmsyem
AUHETHBLE MHOWCUMeEnDb, Mo 6 epagie F(G) umeemes keadpamuynslli MHONCUMEND,
pasaoncumslii Ha 0sa aunelinvir muoncumeasn. Ecau epagp G moacno pasnoncums
Ha MPU AUHEUHBT mHOHNcumMess, mo epafd HG) moxucHo pasroncume Ha vemupe
AUHETHBL MHONWUMeAS U Haobopom.

4. Jlanpreiimume TOKA3KIBAGMEE TEOPEMEl OODAINAIT BHNMAHEE HA TECHYIO
CBA3H MEKIY TAMEILTOHOBEIME INHEHAME B PeryIAPHX rpadax Tperbeil cre-
meHH ¥ Pa3NIOoeHHAME HX J-06pa3oB Ha [Be raMHIBTOHOBH JHHAH. []0Ka3sl-
BaeTCA CIEAyIolee TeOpPeMBEL: .

a) Ecau ¢ pezysaprom epaghe mpemyveii cmenenu G cyujecmeyem 2amusbmonosa
aunus, mo HG) Mmoo pasroncumsd Ha 0ée 2aMULLMOHOEE AUHRE U Haobopom.

6) IIycmy A — 4uCA0 PABAUNHBLL 2AMULBIMOKOBHL JUHUIL 8 PeeyAipHOM 2paghe -
mpembveli cmenenu G u 2n — wucao e20 yesos, moeda 0 wucae A*¥ pasiuuHBT
pasaoncenuii epaga HNG) wa dse 2amuabMOKOGH. AUHUU MOHNCHO YmEepHoamby:
A*¥ = 1 . 2n1,

Zusammenfassung

AUS DER THEORIE DER ENDLICHEN REGULAREN
GRAPHEN DRITTEN UND VIERTEN GRADES

ANTON KOTZIG, Bratislava.
(Eingelangt am 21. Feber 1956.)

In dem Beitrag werden folgende Sitze bewiesen:

1. Es sei G ein beliebiger zusammenhingender Graph, welcher eine gerade
Anzahl von Kanten enthilt, dann existiert ein Winkelsystem B des Graphen @ so,
dass jede Kante aus @ genau einem Winkel aus B gehort und ein Winkelsystem
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B mit dieser Eigenschoft existiert nur dann, wenn G eine gerade Anzahl von.
Kanten enthilt. (Die drei Elemente aus G: {u, hy, hy}, wo w ein Knotenpunkt und
hy = h, die Kanten sind, werden Winkel des Graphen G genamnt, wenn beide
Kanten hy, hy mit dem Knotenpunkt u inzident sind.)

2. Wenn ein zusammenhingender requlirer Graph dritten Grades G mit gerader:

Anzahl von Kanten eimen linearen Faktor emthilt, dann existieren solche zwei
Winkelsysteme B, W, die elementfremd sind und jede Konte des Graphen
gerade einem Winkel aus I8, (resp. aus ,) gehirt. Wenn ausserdem G in drei
lineare Faktoren zerlegbar ist, dann gibt es in G vier solche Winkelsysteme, die
paarweise elementfremd sind und jede Kamte genaw eimem Winkel aus jedem
System gehort. _
" Den Graph G*, dessen Knotenpunkimenge U* und die Kantenmenge H* ist,
nennen wir 9-Bild des Graphen G = U + H (wobei G ein regulirer zusammen-
hingender Graph dritten Grades, U resp. H seine Knotenpunktmenge, resp.
Kantenmenge ist), wenn gilt:

" 1. Es gibt eine einfache Abbildung & der Kantenmenge H des Graphen G auf
die Knotenpunkimenge U* des Graphen G*.

I1. Es gibt eine einfache Abbildung f des Systems I aller Winkel des Graphen
G auf die Kantenmenge H* des Graphen G*.

ITI. Ein Knotenpunkt w* ist inzident mit der Kante h* des Graphen G*, wo
u* = ox(h;); h; e H; b* = B(W,); W; e B; dann und nur dann, wenn die Kanie
h; ein Element des Winkels W; im Graphen @ ist.

3. Fur die Graphen G* = 9(@F) mit gerader Knotenanzahl, welche selbst-
verstindlich regulire zusammenhéngende Graphen vierten Grades sind, wird
Folgendes bewiesen:

Jeder Graph H(Q) hat einen linearen Faktor. Wenn es im Graphen G einen
linearen Faktor gibt, dann hat G* = 9(G) einen quadratischen Faktor, der sich in
zwet lineare Faktoren zerlegem lisst. Wenn der Graph G sich in drei lineare
Faktoren zerlegen lisst, dann lisst sich der Graph G* in vier lineare Faktoren
zerlegen und wmgekehrt.

4. Weitere Sitze weisen auf den engen Zusa:mmenhang zwischen den Ha-
miltonschen Linien im Graphen dritten Grades und die Zerlegung der 9-Bilder
dieser Graphen in zwei Hamiltonsche Linien. Man beweist diese Sétze:

a) Wenn es im reguliren Graphen dritten Grades G eine Hamiltonsche Linie
gibt, dann lisst sich der Graph G* = H(G) in zwes Hamiltonsche Linien zerlegen
und wmgekehrt.

b) Es sei A die Anzahl verschiedener Hamiltonscher Linien im reguldren
Graphen dritten Grades G und es sei 2n die Knotenanzahl des Graphen G, dann
gilt von der Anzahl 2* der verschiedenen Zerlegungen des Graphen G* = &) in
zwes Hamilionsche Linien: 2* = 4 . 271,
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