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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 82 (1 957), Praha

STABILITA INTEGRALU SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC
V KOMPLEXNIM OBORU

Orro VEJvoDA, Praha.

(Doslo dne 9. ledna 1956.) DT:517.925

V préci je vySetfovéna stabilita trividlniho integrdlu soustavy n
diferencidlnich rovnic prvého ¥ddu, v nichZ zédvisle proménné jsou
komplexnimi funkcemi redlné proménné . V teorii prvého piiblizeni
se dokazuje, ¥e v nekritickych p¥ipadech lze ljapunovské funkce,
které dovoluji rozhodnout o stabilit&, sestrojit jako hermitovské formy.
Z kritickych pFipadit je pro autonomni soustavu Gplné vysSetien piipad
jednoho nulového a pfipad jednoho ryze imaginérniho kofenu charak-
teristické rovnice.

0. Uvod

V této praci vySetfuji stabilitu trividlniho FeSeni soustavy diferencidlnich
rovnic :
dz,' . his .
'a‘t" =z; = Z Cix?r + Zi(t: 215 R e 00y Z’n) (7 = 1: 2, LR n) ’ ' (01)
k=1

kde z; jsou komplexni funkce redlné proménnsé ¢, ¢;; jsou komplexni konstanty
a komplexni funkece Z; vidy vyhovuji podminkam (P):

x) Z; jsou definovény a jsou spojité v oboru D: |22 = > 22, < H? (H > 0),

i=1

t=>0;
,if = 0 stejnomérné vzhledem k ¢ v.D ®)
le>o 1]
(odtud jiz plyne, Ze Z,(¢, 0,0, ..., 0) = 0).

Stabilitu trividlniho ¥eSeni chapu v Ljapunovové smyslu a to zcela obdobné
jak je definovana pro realné soustavy (viz def. 1.1).

Stabilita trividlnitho ¥eSeni soustavy (0.1) byla studovdna velmi dikladné
LijarurvoveM, PoINCAREM a mnoha dal§imi autory za predpokladu, Ze viech-
ny velitiny v soustavé (0.1) jsou redlné. Pies to, Ze jiz Ljapunov a paki jini pii
vySetfovani nékterych specialnich (,,kritickych*‘) pfipadt pfechézeli k sousta-
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vam, v nichz zdvisle proménné byly komplexnimi funkcemi realné (nebo nékdy
téZ komplexni) proménné ¢, mélo zavedeni komplexnich proménnych vzdy
pouze pomocny nebo formilni charakter. U takovych soustav nebylo také
pouzivano druhé Ljapunovovy metody. Teprve v posledni dobé uzil 2. Ljapu:
novovy metody LurJE [3] pfi vySetfovani nékterych specidlnich p¥ipadd
soustavy (0.1) vyskytujicich se v teorii automatické regulace, v nichZ n&které
proménné jsou redlné a nékteré po dvou komplexné sdruzené. Lurje viak nevy-
slovuje zadnych obeenych vét o takovych soustavach.

Jako prvy se soustavou (0.1) s komplexnimi promé&nnymi soustavné zabyval
PrrRrRON ve své prici [6]. Ten pro soustavu (0.1) odvodil nékteré véty prvého
ptibliZeni, t. j. v&ty, které dovoluji o stabilité trividlniho FeSeni soustavy (0.1)
rozhodnout na zikladé linearisované soustavy

n
Gi=3 et (=1,2,..,m). (0.2)
k=1

I u Perrona se viak objevuji komplexni funkce celkem ndhodné a to proto, Ze
pti jeho metod8, totiz p¥i uziti vét o zdvislosti integrali na poéateénich podmin-
kéch a pravych stranach rovnic, se Gvahy v redlném a komplexnim oboru od
sebe v podstaté nelifi. Perronovi §lo pfedeviim o to, aby dokézal véty prvého
pFibliZzeni za co nejobecnéjiich pFedpokladi o funkeich Z;. Také kritickymi p¥i-
pady se vibec nezabyva.

Cilem této prace je

1. Odvodit znovu véty z teorie prvého piibliZzeni (p¥i téchze piedpokladech,
jaké &ini Perron), a to pomoci druhé Ljapunovovy metody. To povaZuji
za ucelné proto, Ze nékteré tlohy z mechaniky jsou formulovany pfirozenym
zpusobem pomoci komplexnich proménnych a druhd Ljapunovova metoda
v nékterych p¥ipadech umoziiuje dosti pohodlné uréit jistou éast oblasti asym-
ptotické stability, coZz je pro praxi velmi zdvaZzna otizka.

2. VysSettit nékteré kritické p¥ipady, t. j. pFipady, kdy o stabilité & nesta-
bilité trividlniho ¥efeni nemiZeme rozhodnout na zdkladé vét prvého pribli-
zeni. To nastane obdobné jako v redlném pripadé tehdy, jestlize charakteris-
tickd rovnice

e — 8| = |C — oB| =0 (0.3)

mé alesponl jeden koFen s nulovou redlnou ¢éasti a nemé Zadny kofen s kladnou
redlnou &asti. V této priei vySetiuji pfipad a) jednoho nulového kofenu, b)
jednoho ryze imagindrniho ko¥enu (v nékterém z daliich é&isel tohoto dasopisu
uvetejnim &ldnek o piipadu dvou ryze imagindrnich ko¥end). V téchto piipa-
dech piredpokléddm, %e Z, jsou holomorfni funkce proménnych z, z,, ..., 2,
nez4vislé na ¢, za&inajici ¢leny alesponi druhého stupné (struéné budeme ¥ikat,
ze Z; jsou t¥idy H, a znalit Z; € H,):
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Vsude v dal§im pFedpokldddme, Ze &tendt je v podstaté sezndmen s piislus-
nou teorii v redlném oboru, takze tam, kde ivahy jsou v obou oborech obdobné,
uvadim je pouze ve struéné formeé.

1. Zakladni definice a pomocné véty

Definice 1.1. BudiZ ddna soustava
2 =2t 2,29, -.,2,) (=1,2,..,n), (1.1)
kde Z; splituji podminky a) Zt, 0,0, ..., 0) = 0, b) Z; jsou definovdny a jsou
spojité v oboru D: |zl £ H, t = 0.

Rikdme, Ze trividlni fedent soustavy (1.1) je stabilni, jestlize k libovolné malému
Sislu & > 0 existuje & > 0 tak, Ze vdechna Fedeni 2(t) = (2,(t), 25(t), ..., 24(t)),
pro né% |)2(0)|| < 8, splitugs pro véechna t = 0 nerovnost |z(t)]| < e.

Definice 1.2. BudiZ ddna soustava (1.1), v niZ funkce Z; opét spliiuji podminky
a) a b) z def. 1.1. '

Rikdme, %e trividlni Fedent soustavy (1.1) je asymptoticky stabilni, jestlite je
stabilnt a platt |lz(t)]| — 0 pro t — co, jakmile [(0)| < b < H (b > 0).

Definice 1.3. Budif ddana soustava (1.1) a necht funkce Z; vyhovuji podminkdm
a) a b) z definice 1.1. ’

Rikdme, Ze Felent je nestabilni, neni-li stabilni. (To je ekvivalentni s touto
definici: Ezistuje ¢ > 0 tak, e at zvolime 6 > 0 jakkoliv malé, vidy z d-okoli
poldtku vychdzi alespors jedno fedent, pro néZ |z(t,)|| = ¢, 0 < t, < ©.) -

Jak je zndmo, k odvozeni v&t o stabilité trividlniho fefeni soustavy (1.1)
pomoci druhé Ljapunovovy metody uZivame t. zv. ljapunovskych funkei V.

O ljapunovskych funkeich V(¢ 2y, ..., 2,) budeme pFedpoklidat, Ze maji
tyto vlastnosti:

V(t, 2y, ..., 2,) je jednoznaéné definovina v oboru D: ||z]| < H, ¢t = 0;

V(t, 25, ..., 2,) je v oboru D reilni;

V(t,0,..., 0) = 0;

funkce f’(t, iy ey Xy Yy -+ -5 Yp) definovana vztahem Tf(t, Ly oeey Ty Yo - -
v Yn) =Vt 2y, .., 2,), kde z;=2; +iy; (j=1,2,...,m), je spojité
diferencovatelnd vzhledem k proménnym z,, ..., &y, ¥, - - -, ¥»- Definujeme
pak

Ll

bz, % 2

3

3V_i(_3£7. LA A _3_7__1@).

2 \oz; 1 oy;]’ 0% ; t 0Y;

Definice 1.4. O funkci V(zy, ..., 2,) majict vlastnosts 1., 2., 3. #ikdme, Ze je
a) positivné (negativné) definitni, jestlie existuje h (0 < h < H) takové, Ze

V(g ...y 2) > 0 (V < 0) pro vdechny vektory z, pro néf |z|| < h, kromé z= 0,
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b) positivné (negativné) semidefinitni, jestlize V.= 0 (V < 0) pro vechna z,
pro né& |l < h;

c) sndefinitni, jestlize V nabyvd v libovolné malém okoli pocdtku jak klad'nych
tak zdpornych hodnot.

Definice 1.5. O funkci V(t, 24, ..., z,) Fikdme, Ze je

a) positivné (negativné) definitni, jestliZe existuje takové t, a takovd posi-
tioné definitnt funkce W(zy, ..., 2,), 86 V£, 295 oy 2,) 2= W(2gy o s2) VS — W)
prot >ty o] < b

b) positivné (negativné) semidefinitni, jestlife existuje t, > 0 tak, Ze V = 0
V=0 prot =t, |kl = & |

c) indefinitni, jestlize pro vdechna t 2 &ty = 0 nabyvd v Libovolné malém okoli
poldtku jak kladnych tak zdpornych hodmot.

Definice 1.6. Rikdme, e funkce V(t, 2y, ..., z,) je stejnomérné mald, jestlize
V(t, 245 ..., 25) = 0 pro |j2|] — O stejnomérné vzhledem k ¢. v
O definitnich funkeich V(¢ 2y, ..., 2,) plati nékteré poutky zcela obdobné

tém, které zndme v redlném oboru. Uvedme bez dikazu alespoit jednu, kterou
budeme v dal$im pot¥ebovat.

Lemma 1.1. Jestlize V(z,, ..., z,) je definitni a homogennt funkce m-tého stupné
a funkce W(t, 2y, ..., 2,) splituje tyto predpoklady:
a) W(, 2, ..., 2,) je definovdna a je reding v oboru ||2|| < h, t = 0;
) | Wt 21 .. 20)| S & 2], kde o je dostateéné malé Kladné Eislo, pak také
redlnd funkce
U, 21, -.s 20) = Vi(zgs -0 20) + W(t, Z1s oo Zn)
7e definitni.

Definice 1.7. Derivact lyapunovslce funkce V(t, 21, ... 2,) podle (smérového)
pole vzhledem k soustavé (1.1) nazijvdme vijraz

ar BV aV o _
@@ T 2 (a s T E )
Tuto definici derivace podle pole dostaneme zcela pfirozenym zptsobem podle
analogie s redlnym oborem, jestlize polozime z; = z; 4 ty; a utvolime sou-
stavu '
Q'Zj = Re Zj ’ yj == Im ZJ (j == 1, 2, .oy n) 5 (1.1’)

ekvivalentni se soustavou (1.1). Jestlife V(f, %y, ..., T, Y1, ---» ¥n) j€ ljapu-
novsks funkce pro soustavu (1.1’), potom plati

av _ oV | (W Reg, +g£1 z) V (aVZ W )
kde _
)

V(t, zl:'--: 2 LIRS ] 2 ’ 2@ 3 ey 27:
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Lemma 1.2. Derivace ljapunovské funkce podle pole je opét redind funkce.

Dikaz je snadny.

Nyni plati tyto véty zcela podobné vétam z redlného oboru. (Dukazy ne-
uvadim, ponévadz i ty probihaji zcela obdobné jako v redlném oboru.)

Véta 1.1. JestliZe pro soustavu (1.1) lze uréit definitné funkci V(i zq, ..., 2,),
jejt& derivact podle pole je funkce semidefinitni, opalného znaménka neZ funkce V,
pak trividing Fedent této soustavy je stabilni.

Véta 1.2. Jestlize pro soustavu (1.1) lze uréit definitnt, stejnomérné malow funkci
V(t, 24, - .., 2a), jejté derivace podle pole je definitnt, opatného znaménke nef V,
pak trividlni Fedent této soustavy je asymptoticky stabilni.

Véta 1.3. Jestlize pro soustavu (1.1) existuje redlnd stejnomérné mald funkce
V(E, 245 -, 2,), jejiZ derivace W podle pole je definitni o funkce V p#i hodnotdch
l2]| libovolné malych a pFi hodnotdch t libovolné velkych mize nabyvat hodnot
stejného znaménka jako funkce W, pak trividini fedeni je nestabilni.

Véta 14. Jestlize pro soustavu (1.1) lze wurdit takovou (na Ease nezdvislow)
funkci V(zy, ..., 2,), %e jeji derivace podle pole md v oboru ||lz| < b, t >0 tvar
dav
dt
rovna nule, nebo je to funkce semidefinitni, pii em& v tomto pFipadé V nent
funkce semidefinitniho opaéného znaménka neZz W, pak trividint Fedeni soustavy
(1.1) je mestabilni.

(Vé&tu obdobnou Cetajevove vEté o nestabilité neuvédim, protoze ji v daliim
nepotiebuji.)

=AV + W(t, 2y, ...,2,), kde A je kladnd konmstanta a W je bud identicky

2. Teorie prvého pFibliZeni

Obratme se nyni k soustavé

2= kzlc,-kzk F Zi(t, 20, e 2) (G=1,2,...,m), (2.1)

kde funkee Z; vyhovuji podminkdm (P) z § 0.

V dal§im budeme pro soustavu (2.1) konstruovat ljapunovské funkce velmi
specidlniho tvaru, totiz takové, které jsou hermitovskymiformami (s koeficienty
nezavislymi na Case).

Definice 2.1. Hermitovskou formou nazjvdme vyjraz

n n

H(zl, “eey Z Z g,kzﬁk 5 kde gjk == gki .

J=1k=

Lemma 2.1. Derivace hermitovské formy podle pole vzhledem k soustavé

— ZG,-kzk G=12,...,n) (
k=1

je opét hermitovskd forma.

o
Do
N
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Dikaz je snadny.

Dalsi dvé lemmata jsou zékladni, nebot se v nich v podstaté ukazuje, kdy pro
soustavu (2.1) dovedeme urdit ljapunovské funkce ve tvaru hermitovskych
forem.

Lemma 2.2. Rowvnice

< < [V v _ _
22 ('a‘z‘. onn + 7 onx| = 2V (23)
= = J 7
md alespor; jedno netrividlng Fefent V typu
z Z g2 - (*)
j-1k=1

Vechna vlasing éisla 1., této rovnice pro fedent typu (*) jsou ddna vyrazy
Im=o0;i+orm=12,..,n%5,k=12 ...,n),

kde o; jsou kofeny charakteristické rovnice

lex — 005] = |C — oB| = 0. (2.4)
Dikaz. VySetfme nejprve rovnici
S SX = oV (2.5)
J—1k~=lazj ik*k 4 .

a to za predpokladu, Ze vSechny koreny charakteristické rovnice (2.4) jsou
navzajem rizné. Potom existuje pravé n linedrné nezavislych FeSeni V,, V,, ...
..., Vy rovnice (2.5) tvaru V; = p;;2; + ... + Pin2e- (Jde v podstaté o hleddni
vlastnich vektort » matice C: (C — pE) v = 0.)

Utvofme nyni viechny soudiny V;, =V,V,, (Lm =1,2,...,2). Ty jsou
typu (*). Jelikoz ‘

2 & [V im Vim - — _ )
Y o e + 2 k) = (00 F0m) Vim (Lm=1,2,..,7),
Jo1k-1 az,- azj

jsou viechna &isla g; + o, vlastnimi &sly a vyrazy V,,, (I, m=1,2,..., 1)
FeSenimi typu (*) rovnice (2.3).

Dokazme nyni, Ze ¢&isla o, + on (I, m =1,2,...,n) jsou privé viechna
vlastni &isla rovnice (2.3). Pro »* koeficientt g,;, formy V, jeZ je YeSenim rovnice
(2.3) typu (*), dostaneme 72 rovnic

n

Z (Cr:fgrk + Erkg:ir) = zgjk (77 k= 1? 2’ ] n) . (2'6)

r.1

Oznaéme matici utvorenou z koeficients levych stran I'. Potom rovnice |I" —
— AE| = 0 mé n® kofenl a tedy soustava (2.6) mé n® vlastnich &isel (poéita-
nych s piisluSnou nasobnosti). Jsou-li &sla o; + om (I, m = 1, 2, ..., ) navzi-
jem riznd, jsou to ziejmé pravé vSechna vlastni éisla rovnice (2.3). Nejsou-li
vechny vyrazy o, + 0., navzéjem riizné, nebo nejsou-li jiz dokonce g; navza-
jem rizné, postupujeme nisledujicim zplusobem.
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Najdeme reguldrni matici 7', kterd podobnostni transformaci pfevadi matiei
C na Jordantiv kanonicky tvar, t. j. TCT-* = D, kde D je v Jordanové kano-
nickém tvaru (t. j., je-li D = (dsx), dj; = 04, dj11,5 = O Tesp. 1 podle nasobnosti
ptislu$ného elementirniho délitele a vSechna ostatni d;; = 0). Nyni konstruuj-
me tuto posloupnost matic D, (4 = 1, 2, ...): Matice D, maji na hlavni diago-
nile prvky o, of, ..., o zvolené tak, aby o’ ->¢; (j =1.2,...,n) (pfi
vhodném odislovéni), a aby jak prvky of’, tak vyrazy o + o byly pro
pevné u navzdjem razné, a maji O resp. 1 tam, kde mé 0 nebo 1 matice D.
Jelikoz D, - D, plati C, = T-*D, T — C.

Nahradime-li nyni v soustavé (2.6) c; pisludnymi prvky cf; matice C,
a oznadime-li I', matici koeficientd levych stran, plati zfejmé I', — I". Podle
predchézejiciho jiz vime, Ze vlastnimi &isly matice I”, jsou &isla % + o4’
(I,m =1, 2,..,n). Uzijeme nyni této véty znamé z algebry:

Necht rovmice o + pV ' + ... + py = 0 md koFeny oy, oy, ..., 0. Ddle
necht pro posloupnost rovnic

e 4Pt L+ P =0 (p=12, )

s kofeny of”, of, ..., 0% plati, e p —p, (k=1,2,...,N) pro u—>c0.
Potom o) — o, (k = 1,2, ..., N) (pFi vhodném o&islovdni).

Odtud plyne, Ze vSechna vlastni &isla matice I" jsou ddna vyrazy o; + om
(I, m=1,2, ..., n), potitdme-li je s p¥islu¥nou nédsobnosti.

Neni oviem pravda, Ze by vidy také vSechna Yefeni V{V(¥) konvergovala
k linedrné nezdvislym fefenim rovnice (2.3). M4-li totiZz matice C vicendsobné
elementarni délitele a rozpada-li se tedy na m (m < n) poli, pak existuje pouze
m linedrné nezévislych FeSeni rovnice (2.5) a o poétu fefeni rovnice (2.3) bez
dalsiho zkouméni nemtzeme ¥ici nic jiného nez to, Ze jedno Fe$eni existuje vidy
(a to je pro dalsi ivahy jediné podstatné).

Lemma 2.3. Jestlize kofeny charakteristické rovnice (2.4) jsou takové, Ze o, -+
+om =0 (I,m=1,2,..,n), pak pro libovolnou formu U typu (*) existuje
jedno a jen jedmo Fesent rovmice

< <« [V av _ _
z 2, ('a? Cire T =. cikzk) =U (2.7
: )
typu (%).
Toto Fedent je hermitovské, je-lv U hermitovskd forma.
Dikaz. Jestlize mame FeSit rovniei (2.7), kde

n

n n n
U= Z > a2, V=2, 2. G2 ,
j=1k~1 s L

i-1E-
dostaneme pro koeficienty g;» soustavu rovnie

n .
21 (C"igrk + c"kgfr) = Qg (j> k= 1: 2, .. .o n) 5



jejiz determinant soustavy je ty%, jako determinant soustavy (2.6), polozime-li
v ni 4= 0. Jak vime, soustava (2.8) mé4 jedno a jen jedno TeSeni, jestlize
determinant soustavy je rtzny od nuly. Av8ak podminka nutnd a postacu-
jici k tomu, aby determinant soustavy (2.6) pro 4 = 0 byl rtzny od nuly je, aby
0 nebyla vlastni &islo soustavy (2.6), a k tomu podle lemmatu 2.2 opét je nutné
a stadi, aby Zaddny z vyrazd o; + om (I, m = 1, 2, ..., n) se nerovnal nule. Tim
je dokdzana prva Gast lemmatu.

Predpoklddejme nyni, Ze U je hermitovska forma. JelikoZ a;;, = ay; (j, k =
=1,2,...,n), plati také

n n
Tzl(cr:igrk + E'rkgj'r) = rzl(crkg'r:i + Era'gkr) (7: k = 1: 2> ey n) >
odkud

2. [0nGsr — G23) + CirGre — Gur)] =0 - (2.9)

Polozme g,, — g,; = &j;,; plati zfejm& &, = — £,;. Dosadime-li podle t&chto
" rovnosti do (2.9) a pFejdeme-li k rovnicim komplexn¥ sdruzenym, dostaneme

> Crbr +nE) =0 (k=12 ..,m). (2.9)

Determinant soustavy (2.9) je tyZ jako determinant soustavy (2.8), o némz
jsme jiz dokézali, Ze za danych pfedpokladi je od nuly razny. TudiZ homogenni
soustava (2.9') md pouze trividlni ¥efeni £, =&, =0 (,k=1,2,...,n)
a tedy g = gxs (, £ = 1, 2, ..., m), coz bylo dokézat.

Dtive nez postoupime dile, pfipometime z elementarni teorie linedrnich dife-
rencidlnich rovnic toto

lemma 2.4. Trividlni Fedeni soustavy

n

2= kzlcjkzk G=12,..,mn) (2.10)

je a) asymptoticky stabilnt, kdyZ a jen kdyZi Rep; < 0 (j=1,2,...,2), b) sta-
bilni, kdyZ a jen kdyZ Rep; < 0 (= 1,2,...,n) a pro ta g;, pro né¥ Rep; = 0,
jsou o — o; jednoduchymi elementdrnimi déliteli matice C — oF; c) nestabilni,
“kdyZ a jen kdyZ bud nékteré Rep; > 0 nebo, jestlie viechna Rep; < 0, existuje
alespoti jedno o;, pro né¥ Rep; = 0 a o — o, je alesport dvojndsobnym elemen-
tarnim délitelem matice C — oK.
Nyni jiz maZeme piejit ke konstrukei ljapunovskych funkei, a to zatim pro
linedrni soustavu (2.10).
Lemma 2.5. Jestlize vdechny kofeny charakteristické rovnice (2.4) maji zdporné
redlné &isti, pak pro libovolnouw hermatovskou definitni formu U(zy, 2, - - ., 2,)
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existuje prdvé jedna hermitovskd forma V(2y, 2s, - -, 2a), jejiZ derivace podle pole
- wzhledem k rovnicim (2.10) vyhovuje rovnics

vy & o (ov v _ _
T (‘r it ) =v (10

a tato forma V je nuiné definitni a to opaéného znaménka nef je forma U.

Diikaz. Jelikoz v¥echny kofeny p; (j = 1, 2, ..., ») rovnice (2.4) maji zdpor-
né reilné d4sti, nemize se ani jeden vyraz g; + 0x (J, k = 1, 2, ..., n) rovnat
nule a tedy podle lemmatu 2.3 existuje pravé jedno ¥efeni rovnice (2.11) a to
hermitovské.

Méme je$té dokdzat, ze pro U definitni je V také definitni a to opaéného
znaménka. Pfedpokladejme pro urtitost, Ze U je negativné definitni. Je tieba
" oddélens vySettit tyto t¥i pripady:

1. ¥V je indefinitni, negativné definitni, negativné semidefinitni,

2. V je positivné semidefinitni,

3. V je positivné definitni.

Prvy piipad viak neni mozny, nebot funkce ¥V by potom vyhovovala podmin-
kdm véty 1.3, takze trividlni ¥eSeni rovnice (2.10) by bylo nestabilni, coZ je
podle lemmatu 2.4 ve sporu s pfedpokladem Reg; < 0 (j = 1, 2, ..., n). Druhy
piipad je v8ak také vylouden a to at jsoukofeny rovnice (2.4) jakékoliv. Je-litotiz
V pouze positivng semidefinitni, a nikoliv positivng definitni, existuje libo-
volné blizko podatku bod (219, 25, -+ -5 2ng) F (0, 0, ..., 0) takovy, Ze V(zq, 2g; - - -

-+ Zgo) = 0. Vezmé&me nyni Fefeni rovnic (2.10) vychazejici z bodu (249, 2a95 ---»

dt
nych hodnot. To je v8ak spor. Zbyvéa tedy pouze tfeti moznost, Ze V je positivng
definitni a tvrzeni je dokézano.

. av . ‘ e .
-+ +s Zng). JelikoZ derivace —— je zdpornd, musi V klesat a tudiz nabyvat zapor-

Lemma 2.6, Jestlize mezi kofeny charakteristické rovnice (2.4) je alesport
jeden s Eladnou redlnou Edstt a ans pro jednu dvojici o5, om (L, m = 1,2, ...., %)
kofent, této rovnice neni g, + om = 0, pak pro libovolnou definitnt hermitovskou
formu U existuje prdvé jedna hermitovskd forma V wvyhovujici rovmici (2.7)
a tato forma ment semidefinitni (specidlné definitnt) opaéného znaménka nez
md U. .

Dukaz. Pfedpoklddejme pro uréitost, Ze U je negativné definitni hermitov-
skéd forma. Potom podle lemmatu 2.3 existuje pravé jedna hermitovsks forma
V vyhovujici rovnici (2.7). Mame ukazat, Ze tato forma nemtze byt ani posi-
tivné semidefinitni, ani positivng definitni. Kdyby V byla positivné definitni,
spliiovala by podminky véty 1.2 a trividlni FeSeni soustavy (2.10) by bylo
asymptoticky stabilni, coZ je ve sporu s lemmatem 2.4. To, Ze forma V nemuze
byt ani positivng semidefinitni, jsme jiZ ukézali v lemmatu 2.5. Funkee V vyho-
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vuje podminkim véty 1.3 a je to tedy pro vySetfovany pfipad ljapunovsks
funkee. '

Lemma 2.7. Jestlife mezi kofeny charakteristické rovnice (2.4) je alespoti jeden
s kladnow redlnow édsti, pak pro libovolnow definitni hermitovskou formu U
existuje takovd hermitovskd forma V a takové kladné &islo «, Ze derivace podle

pole funlcce V wyhovuje rovnici fid_I: oV +Ua prztom forma V nent semidefi-

nitnk opacneho znaménka ne¥ je forma U.

Dikaz. Zkoumejme rovnici |C — (¢’ + 3«) E| = 0, kde « je kladna kon-
stanta. Ko¥eny o; této rovnice jsou s kofeny oy, ..., 0» Tovnice (2.4) vaziny
vztahy o;=0; — 3¢ (j=1,2,..., n). Konstantu « mizeme ziejmé zvolit'
tak, aby pro viechny dvojice g}, o), (I, m =1,2,...,n) platilo o; + o =
=0, + Om — & + 0 a piitom aby byla dostatetn& mala takze stale alespod’
jeden ko¥en p; mé redlnou &4st kladnou. '

Potom podle lemmatu 2.7 existuje pravé jedna herm1tovska, forma V vyhovu-

jiei rovnici
& & lov 1 oV 1 \
zlkzl [r\ (cﬂc Y 0‘6Jk) + = (Cm -3 (xajk)] =U, (2.12)
o o

0% 2;
kde U je libovolnd definitni hermitovskd forma; pfitom ¥V uréité neni semi-
definitni, opaéného znaménka nez U. Jelikoz se snadno presvédéime, Ze
n
Z ( BV —}—zJ SI/) = 2V dostaneme z (2.12) 2 z (BV Cixr + V c,-,jk) =

jelk-1

=V + U, coz bylo dokazat.

- Predchézejici véty ndm neumoziiuji pro soustavu (2.10) konstruovat lja-
punovské funkee v piipadé, Ze charakteristick4 rovnice (2.4) mé ko¥eny se zé-
pornymi redlnymi ¢astmi, alesponi jeden kofen s nulovou realnou ¢asti a Zadny
kofen s kladnou redlnou &asti. Jestlize kofen p; mé redlnou &ast nulovou, pak
se bud rovna nule nebo ryze imagindrnimu &slu 4x. V obou téchto p¥ipadech
viak o; + ¢; = 0. Ptipady, kdy rovnice (2.4) m4 vedle kofent se zdpornou
redlnou ¢asti pouze kofeny s nulovou redlnou éisti, je tedy t¥eba vySetiit jinak
a nazyvame je , kritickymi‘‘.

V ostatnich p¥ipadech ndm pravé dokazand lemmata 2.5 a% 2.7 umoziiuji
konstruovat ljapunovské funkce pro soustavu (2.1) a mtizeme vyslovit nasledu-
jici v&ty.

Véta 2.1. Jestlize vSechny kofeny charakteristické rovnice (2.4) soustavy prvého
priblizent (2.10) maji zdporné redlné édsti, je trividing Feseni soustavy (2.1) asym-
poticky stabilni pri libovolnygch funkcich Z;(t, 2y, - .., 2,) vyhovujicich podm?fnkdm

P)z§o. CLk

Diikaz. Vezméme definitni — pro uréitost t¥eba negativng definitni — hermi-
to vskou formu U a najdéme hermitovskon formu ¥ vyhovujici rovnici (2.7)..
Takova forma podle lemmatu 2.6 existuje a je positivné definitni.
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Potom
ar av ov -
& v+ z ( Z + 5 0Z; )

Nyni je tieba odhadnout velikost druhého &lenu na pravé strand. Jehkoz‘
ov oV .

, == jsou formy prvého stupné, plati
0z, 07,
oV

02; | =

kde konstanta K zdvisi pouze na koeficientech formy V. Z podminky (P)
plyne, ze k libovolné malému kladnému « existuje h, 0 <k < H, tak, Ze
1Z;| ool G=1,2,...,n) pro [zl < k. Plati tedy

f( Z+SYZ)

a zvolime-li tudiz « > 0 dostatedné malé, je funkce ?TV podle lemmatu 1.1

negativng definitni. Pak jsou splnény vSechny piedpoklady véty 1.2 a tim je
véta 2.1 dokazana. A

|
<K, %Z—jlgmwu G=1,2..n),

Zcela obdobné se dokazuje

véta 2.2. Jestlize alesport jeden koFen rovnmice (2.4) md redlnow Edst kladnou,
je trividini fedent soustavy (2.1) nestabilni pii libovolngch funkcich Z (¢, 2, 2y, - . .
-» 25) vyhovujicich podminkdm (P) z § 0.

3. Dvé pomocné véty
Lemma 3.1. BudiZ dina soustava
y.y' = Ya'(t: Lys oves oy Y15 005 yk) ’
Fp = Pa®y + e+ Pounn + Xom(ls Tys e vy Zny Y5 -+ Yi) (3._1)»
=12 ..,k; m=1,2,..,n),
kde Y a X, jsou ohraniéené a spojité funkce t pro t > 0a holomorfm funkce
komplexnich proménnijch y; a ., pro |yl = h, |l é h(j=1, 025 . Lk m o=
=1,2,...,n) tfidy H,. Necht Y;(t,0,...,0, ¥y, ..., 5)=0= Xm(t, 0,...,0,
Y1 -+ Ya)- _ :
Necht ddle charakteristickd rovnice |Pmr — 00m,] = 0 md vesmés kofeny se
zdpornygmi redlnyma Edstms. '
Potom trividini Fedent rovmice (3.1) je stabilni o kaZdy integrdl polinajici
dostateéné blizko poldtku konverguje k jednomu ze soustavy partikuldrnich
integrdli, rovnice (3.1)

Y =10y ..o, Y =10r, L1 = .= =0. (3.2)
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Tou# vlastnost jako trividlni Fedeni md kaZdé Feleni ze soustavy (3.2), jsou-ls
hodnoty parametri c; dostateéné malé.

Dukaz probihd s nepodstatnymi zménami, tak jako v redlném oboru,
jak je na pf. proveden v Malkinové knize [4], str. 108 a nebudu jej proto
provadét.

Definice 3.1. Budiz ddna soustava

By =2 20y e Z0) Fooee F T 20, o 20) + @it 21 o Z0) (323)
definovand v oblasti
t=20, [IZ?, (3.4)
kde Z(Y jsou formy l-tého stupné v proménnyjch zy, ..., z,, jejich? koeficienty jsou
spojité a ohranifené funkce t, a @; zahrnuji zbyvajici cleny stupné vysstho nef N.
Rikdme, Ze trividing Feseni soustavy (3.3) je stabilnt nezdvisle na Slenech stupné
vy8&tho ne£ N, jestlite ke kaZdému libovolné malému & > 0 a libovolné velkému A
existuje takové kladné &islo 8(e, A), Ze pro vdechna Fedent rovnice (3.3), pro néZ

l2(0)]} < 8, je ||z(t)|| < & provdechnat > 0 pFi libovolné volbé funkct @; vyhovujicich
v oblasts (3.4) podminkdm |@,| < A [|2]|¥ 2.

Rikdme, Ze trividlni ¥edeni soustavy (3.3) je nestabilnt, nezdvisle na Elenech
stupné vys&iho neZ N, jestlize pri téchZe predpokladech o funkcich ; existuje kladné
Sislo e(A) takové, Ze uvnit¥ libovolné malého n-okoli poldtku existuje alesport jeden
bod takovy, Ze norma z ného vychazejictho integrdlu nabude v néjakém éase hodnoty e.

Lemma 3.2. BudiZ ddna soustava

Y5 = Q¥ + -+ @a¥e + Yilts Yoo - Yo Tas -5 Tn)
xm = pmlx], + LA + pmnxn + Xm(t, ?/1: ey y’kx xl: ooy xﬂ) (315)
=12 ..,k; m=1,2..,m),
de ¢, @ Py jsou konstantni a funkce ¥; a X, jsou v oblasti ly;| < b, |2m| < b,
t > 0 holomorfnt funkce komplexnich proménnyjch Y1, -0 Yoo T - > Tm tiidy H,,
7eywhz koeficienty jsou ohranidené a spojité funkce Easu t. Koeﬁczenty Dms budte

takové, Se rovnice |Pmy — 00n,| = O md vesmés kofeny se zdporngmi realny'mt
Chstmi. Necht jsou jedté splnény tyto podminky:

P)) rozvoje funkct X (¢, Y1y s Yis O, -, 0) jsou tidy Hy .13
Py) koeficienty qs vyhovuy'i nerovnosti

2 Z @sTsYs + Toys8) < B2 [y » (3.6)
PFi SemZ konstanta b je tak mald, e hermitovskd forma
- 2 T + 2NBV
Mm=1
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kde V je Fedent rovnice

mzl 72_1 (55,; PmsZr + 55—7” p’m’l’xf) = — mz_l L (3.7)
je megativné definitni.
Utvorme soustavu

y; = qn¥Y1 + e + QirYr + Y:‘(t, Yo oo Yns 0: O: R O) = ng) * (3-5’)

Potom, jestlize trividing Fedeni soustavy (3.5') je stabilni, resp. asymptoticky
stabilni, resp. nestabilni, nezdvisle na flenech stupné vys$&iho nez N, md trividing
FeSent soustavy (8.5) tous vlastnost.

Dikaz probihd stejné jako u obdobné véty v reilném oboru (viz opét
Malkinovu knihu [4], str. 374). Nebudu jej proto provadét a zastavim se jen
u nékolika drobnosti, kde se situace pon&kud lisi. Pro jednoduchost budu na
rozdil od citované Malkinovy knihy p¥edpokladat, Ze koeficienty u linedrnich
¢lent soustavy (3.5) jsou konstantni, coz v8ak neni podstatné.

Existence hermitovské positivng definitni funkce V¥ vyhovujici rovnici
(3.7) je zajisténa podle lemmatu 2.5.

V soustavé (3.5) provedme substituci z,, = V&, r = |ly||.
Prvé skupina rovnic (3.5) nabude tvaru

?Jj = Y.g'O) + rNT:i(t’ Yo -5 Yn 51: seey E'n) >
kde opét Y, 0, ..., 0, &, ...,- E)=0 (j=1,2,...,n) a druhd skupina po
tdpravé nabude tvaru
*

1 . o -
‘Em = pmlfl + see + pmnSn - me ;E‘ “ 21 (Q:isyiys + .qjsy:iys) + Zm

F
kde opét =,,(¢, 0, ..., 0, &1, ..., &) =0(m = 1,2, ..., n).

Déle uz dikaz probihé Gplné beze zmény.

Poviimnéme si jesté toho, Ze podminka (3.6) je trividInim zpisobem splnéna,
jestlize viechna g;; = 0, s kterymzto pfipadem se setkdme v § 4.

4. Kriticky p¥ipad jednoho nulového kof¥enu

V obou dalich paragrafech budeme vySetfovat pouze takové soustavy, je-
jichz pravé strany jsou holomorfni funkce proménnych z,, z,, ..., 2, a pokud
nebude Feden opak, budou nezivislé na dase &.

Z obecnych vét uvedenych v § 2 vidime, Ze zatim nedovedeme rozhodnout
o stabilité téch soustav, jejichZ prislusnd charakteristickd rovnice mé kromé
kotenh se zdpornou realnou éasti alesponi jeden ko¥en s nulovou redlnou éasti
a Z8dny kofen s kladnou redlnou &asti. V tomto paragrafu vySet¥ime p¥ipad,
kdy charakteristickd rovnice mé pravé jeden nulovy kofen.
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Jak je zndmo, miZeme takovou soustavu vhodnou linedrni substituei pro-
ménnych (s konstantnimi koeficienty) pFevést na kanonicky tvar

2=2(22, ..., 2,) ,
By = 025 + xZso1 + L2, 245 ..., 25) (4.1)
=1,2,..,m; «, =0),

kde Rep, < 0 (s = 1, 2, ..., n), po pfipad¥ jest& n&kterd dalsi x, = 0 a funkee
Z, T, ..., Z, patid do H,.

Zkoumejme nejprve rovnici
E=crf + 2t L. =2() (E=2). (4.2)
O té dokazeme toto

lemma 4.1. Trividing Fedeni rovnice (4.2) je stabilns, jestlide vdechna, ¢ = 0
(m=1Fk,k-+1,...) aje nestabilni, jestlize ¢, *+ 0.

Ditkaz. Prva $st tvrzeni je evidentni.

BudiZ nyni ¢, + 0. Integral zkricené rovnice

z2 = ¢ 2F (4.3)
snadno najdeme: ' :
1
2=zl 4 (1 — k) et ] 1 (4.4)
Odtud je v8ak okamZité patrné, Ze trividlni mtegral zkrdcené rovnice (4.3) je

nestabilni, nebot polozime-li v (4.4)
1

1 _ &1
20 == (k — 1 Cka) 3 (4.5)

kde d je libovoln& malé kladné redlné &islo (miZeme vzit libovolny z k£ — 1
kofent1), nabude integral (4.4) v Sase f; = (d]cx|2)~* nekonetné velké hodnoty
a to tedy znamens, Ze libovolng blizko potitku zadinaji FeSeni, kters opusti
libovolné pfedem dané e-okoli po¢atku. Poznamenejme, ze integraly, pro néz
je splnén vztah (4.5), Gsti pro { - — oo do podatku. '

Nyni ukéZeme, Ze z nestability trividlniho YeSeni rovnice (4.3) jiZz plyne
také nestabilita trividlniho feSeni rovnice (4.2). K tomu uZijeme Frommerovy
teorie zndmé z kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic. To je sice zpisob
ponékud tézkopadny, za to nis vSak ddstedné poudi o topologickém chovéni
trajektorii v roviné z. Rovnice (4.2) je ekvivalentni se soustavou dvou redlnych
diferencidlnich rovnic

&= ReZ(z) = Q@ y), §y=ImZ{) = P@,y) (4.2)

. Rovnice (4.5) definuje v podstaté pro tuto soustavu & —'1 ,,vyznacnych
smé a‘ (podle Frommerovy terminologie; viz [1], [5]), v nichZ mohou integralni
S4ry bud pro t - — oo nebo ¢ — 0 vstupovat s uréitou smérniei do podatku.
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Z (4.4) je okamzité patrno, %e podél polopaprsku OP,,,, 0 = (0,0), P, =
== (¢ m> Bm), kde P, je definovdno vztahem '
1

GmF Bm =0 (m=1,2,..,k—1), (4.6y)

vstupuji integraly do podatku O pro ¢ — — oo a podél polopaprski 0@,
Qn = Ym, 6,), kde @,, je definovéno vztahem
1

Y+ i = (— G, (4.6,)
vstupuji integraly do poditku pro ¢ — co. Tak dostévdme celkem 2k — 2
vyznacénych polopaprskii. V p¥ipadé lichého k sviraji spolu vzdy dva polopa-
prsky téze kategorie, v p¥ipadé sudého k vZdy jeden polopaprsek jedné a jeden
druhé kategorie thel n. Ponévadz dva takové polopaprsky svirajici spolu
thel = definuji jediny vyznaény smé&r, dostdvame celkem &k — 1 vyznaénych
smér. Jak vime z Frommerovy teorie, mohou mit rovnice (4,2) maximéng
k + 1 vyznadénych sméri y = x;x, jejichz smé&rnice jsou definovany rovnici
P(1, %) — x2Q(1, ) = 0. VZechna FeSeni této rovnice oviem nemusi byt redlnd
a ani podél redlnych vyznaénych smért nemusi vidy skutetné vstupovat
integraly do singuldrniho bodu (t. j. v naSem piipadé potitku). Avsak k — 1
vyznaénych sméri definovanych rovnicemi (4.6,) a (4.6,) mé tu vlastnost, Ze
podél nich integralni Sary do podatku vskutku vstupuji, a Ze jsou to prave
viechny takové sméry. To plyne z toho, Ze pro zkracenou soustavu jsou vyznaé-
né sméry soudasné integralnimi darami a viechny pohyby na nich poéinajici
musi bud pro ¢ — co nebo pro ¢ — — co ubihat do nekoneéna. Snadno nahléd-
neme, ze je to mozné pravé jen tehdy, leZi-li poéatedni bod na n¥kterémz k& — 1
vyznaénych sméré diive uvedenych, nebot soudin ¢;z§ ' musi byt v tom p¥i-
padé redlny a to je mozné pravé jen v p¥ipadech, uréenych rovnici (4.5), kde
0 je libovolné redlné &islo. .

Bylo by mozné je¥té podrobnéji topologicky popsat okoli singuldrniho bodu
soustavy (4.2'), nebudeme se viak u toho zdrzovat. Zddraznéme uz pouze pro
nés dilezitou okolnost, Ze viechny vyznadéné sméry jsou, jak plyne z ho¥ejsiho,
jednoduché, a Ze jsou tedy vylouceny normdlni oblasti t¥etiho typu podle
Frommera. :

Dokazme nyni, Ze trividlni fefeni soustavy (4.2") je nestabilni. Zatim jsme
dokézali, ze soustava (4.2') ma k — 1 vyznaénych polopaprskl, podél nichz tisti
integrdlni éary pro ¢t — — co do po¥itku a tedy pro ¢ — oo se od n&ho vzda-
luji. Z Frommerovy teorie odtud plyne, Ze muZeéme sestrojit takovou kruho-
vou vyset se sttedem v podatku o dostatedns malém st¥edovém thlu a dosta-
tetné malého poloméru e, jez je jednim z téchto vyznadénych polopaprskd
pilena, a jejiz ,,zadni’‘ (kruhovd) sténa je integrdlnimi éarami protindna pod
Ghly, které s radiusvektory nesviraji tihly vétsi neZ }= a pYitom se vzrista-
jicim ¢ protinaji tuto sténu z vnit¥ku ven. Vzhledem k tomu, %e vySetiujeme

151



analyticky pfipad, musi opét podle Frommerovy teorie v této vyseti (at uz

tvo¥i normilni oblast prvniho nebo druhého druhu) existovat aspoinl jedna

integralni k¥ivka, kterd pro f — — oo tsti do podatku. Zvolime-li podateéni

bod na této k¥ivee libovolng blizko poéatku, opusti trajektorie z ného vyché-

zejici po konedném dase uvaZovanou kruhovou vyset¢ a to zadni sténou.

Odtud okamzitd plyne, Ze trividlni ¥efeni je nestabilni.

Zkoumejme nyni dplnou soustavu (4.1). Provedme substituci

2e="C,t+ulz) (s=12,...,n), (4.7)

kde u; jsou holomorfni fefeni soustavy rovnie

QUs + Uy s + Z (2, %y, .., Up) =0 (s=1,2,...,m; x; = 0).

JelikoZ funkcionéIni determinant této soustavy se prou; = uy = ... = %, =0
rovnéd 0,05 ... 0 + 0, YeSeni u,(z) pro dostatednd mald z skutedné existuji a,
jak je ihned patrno, rozvoje

Ue(2) = Az + A2 + ... (s=1,2,...,n)
zaéixia.ji Cleny alesponi druhého stupné.
Dosadime-li do (4.1) podle (4.7), dostaneme soustavu
2= 2, Gy oo bn) = 2o by + (@) - G+ 0a(2)
o= 0ls + ol + Z,(2, by o L) =
= 0l ol Dl Ey s Lo ) — Ll e ) — S22

s=12,...n «,=0).

Vsimnéme si toho, Ze zadinad-li T0ZV0] funkee Z(z, 0, 0, ..., 0) &lenem stupns
m-tého (m = 2), pak rozvoje funkei Z(z, 0,0, ..., 0) zatinaji élenem stupné
alespoii m + 1.

Nyni jiZz mizeme vysloviti vétu:

Véta 44. Jestlite Z(z, 0,0, ..., 0) = 0, pak trividlni FeSent soustavy (4.1) je
stabilnt, existuje jednoparametrickd soustava Fedent

z=¢, z,=1ufc) (s=1,2,...,7n) (4.8)
a kaZdé Fefent podinajict dostateéné blizko poldtku konverguje k jednomu z téchto
Fesend.

Jestlite Z(z, 0, 0, ..., 0) + 0, pak trividlni Fefent soustavy (4.1) je nestabiln.

Dikaz. Jestlize Z(z, 0, 0, ..., 0) = 0, pak také Z,(z, 0,0, ...,0)= 0 a jsou
zfejmé splnény vSechny podminky lemmatu 8.1 a prvd &ist tvrzeni véty
odtud okamZité plyne.

Jestlize Z(z, 0,0, ..., 0) + 0, pak (jak vime podle lemmatu 4.1) je trivialni
feSeni zkracené soustavy 2 = Z(z, 0, 0, ..., 0) viZdy nestabilni. Jelikoz, jak jsme
jiz uvedli, rozvoje funkei Z(z,0,0,...,0) zadinaji &lenem stupnd alespoii
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m + 1, zadind-li rozvoj funkee Z(z, 0, 0, ..., 0) &lenem stupnd m, jsou splnény
viechny predpoklady lemmatu 3.2. Odtud plyne druhé dast naseho tvrzeni.

Poznédmka. Obdobnou vétu by §lo dokézat i v piipads, Ze 7, Z, zévist
na dase, p¥i éemz funkee Z(z, 0, 0, ..., 0) by mé&la tvarZ(, z, 0, 0, ..., 0) = ;2% +
+ i (t) 2541 + ..., kde ¢, je konstanta razné od nuly.

5. P¥ipad jednoho ryze imaginarniho kofFenu

V tomto piipad® lze linedrni substituci s konstantnimi koeficienty dosici
toho, ze soustava ma tvar
2= uz + Z(2, 215 - .., 25) »
2o =042 + 25y + Zy(2, 24, - -, 2) (5.1)
=12 ..,n; o;=0),

kde p je redlné &islo, viechna ¢ maji zdporné realné ¢asti a holomorfni funkce
Z, Zy, Zy, ..., Zy jsou tiidy H, Zkoumejme nejprve soustavu prvého fddu

2= 1uz + iu kzzckzk = quz[l + 2h(2)] . (5.2)

(Je z¥ejmé, Ze tato forma zdpisu neni na Gjmiu obecnosti.) Dokdzeme

lemma 5.1, Trividini Fefent rovnice (5.2) je stabilni a v¥echna Felent poéinajict
dostateéné blizko poldtku jsou periodickd a majt tous periodu %Z—z .

Tvrzeni lemmatu bychom nejsnaze dokazali tak, Ze bychom znamou me-
todou majorantnich fad ukézali, Ze rovnici (5.1) 1ze pFevést v dostatecne malém
okoli poéatku na rovnici

i = ing, L (52)

pli emZ § = z 4 P(2), resp. z = § + @(3), kde P a @ patti do H,, tak¥e tri-
vidlni ¥efeni soustav (5.2) a (5.2’) maji viéi stabilité stejny charakterisizacho-
vavaji svou periodu; tvrzeni lemmatu 5.1 je totiZ pro rovnici (5.2°) zfejmsé.

Uvedu zde v8ak dukaz jiny, ktery podstatnym zphsobem uZivé teorie funkef
komplexni proménné.

Dikaz. Existuje kruznice K poloméru R, v niZz funkce 1 + 2A(z) nemd
nulové body; jeji vnitfek oznaéme G. JelikoZ poéatek miZe byt pro soustavu
(5.2) v roving z = (x, y) pouze typu centr nebo typu fokus, zjistime snadno,
Ze existuje takové okoli podatku &, lezici uvnité K, Ze v8echny integraly podi-
najici v okoli G, protnou pfi f — co po prvé radiusvektor, na némz lezi poca-
teéni bod, opét uvnitt kruznice K. Sestrojme kruznici k¥ o polomé&ru r, lezici
Gplné v G,, a oznadme jeji vnitiek g.
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Vezméme nyni integral z(f) podinajici v néjakém bodu z, € g a dokazme, Ze
2 . s
po dase T = 77; nabude opét hodnoty 2,, coz bude znamenat, Ze trajektorie je

uzaviend a tedy pohyb je periodicky.
Integraci rovnice (5.2) dostaneme

. & (1L m _
K NN Ta) “f[g‘ I+ Ch(é)] =

2o

R (s R
=l f1+5h<c>dcflgzo fH(C)dC

2y

a odtud

z
. JH(AE
2 — zuet.atezo =0

2 2 -
Polozime-li ¢ = —/i—z , dostaneme pro piislusnou hodnotu z, = 2 (—5) rovnici:

2 -—-zoexpf}i(C) dz=0.

Tato rovnice mé jedno ziejmé FeSeni, totiz z, = zo. Dokazeme-li, Ze toto Fefeni
je v kruhu K jediné, bude v§e dokazano.

K dukazu této okolnosti uZijeme Rouchéovy véty. Funkce z a funkce

2z
— 2, exXp f H(?) dC jsou zfejmé holomorfni. a ]ednoznaéne avnitt i na kruzniei

K. Na obvodu této kruznice je |2l = R a
|— zoexprC)dCl < rexpl |z — 2| max. |H(z)| < 7 exp{(r + R) M}, *
kde jsme polozﬂl max |H(2)] = M << o0; délku integradni cesty pii odha-

du mtegralu f H({) d¢ mizeme odhadnout velidinou |z — z,|, nebot funkee

H(z) je v @ holomorfm a hodnota integralu pii integraci po libovolné cestd je
taz, jako kdyZ integrujeme po tseéce spojujici body z a z,. Nyni staéi zvolit, je-li
tonutné, ' < r tak, aby platilo ' exp {(r' +R) M } < R, aby byla jesté splnéna

podminka, Ze na kruznici K je |z] > | — z, exp fH £) d{| pro viechna z,, pro
né&% |z| < 7. Jelikoz funkee z mé v G jediny nulovy bod, mé podle Roucheovy
véty také funkee 2 — 2y Xp { f H({) dg} v G jediny nulovy bod a tim je z =

Tim jsme tedy dokazali, ze vsechny integraly pocma]1c1 uvnit¥ kruznice s do-

stateénd malym polomérem 7' jsou periodické. a maji tou periodu g», g.e.d.
)2
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Poznamka 1. Pfedpoklad, Ze v8echna ¢, (k = 2, 3, ...) jsou konstantni, je
podstatny, nebot jsou-li n€kters ¢, funkei dasu ¢ (byt i libovolné mald), mtze
byt stabilita pohybu porufena. Na p¥. rovnice %z = iz + ee~i%z22 m4 Feleni
z = zye*(1 + ez,f)"! a trividlni YeSeni je zFejmé& nestabilni, at zvolime |
jakkoli malé.

Vratme se nyni k soustavé (5.1). Nyni jiz mizeme vyslovit vétu:

Véta 5.1. T'rividint Fefent soustavy (5.1) je stabilng.

Dikaz plyne okamzité z té okolnosti, Ze problém stability rovnice (5.2)
se FeSi koneénym poétem &lentt — totiz prvnim — a jsou tedy ziejmé splnény
vSechny podminky lemmatu 3.2, z néhoz tvrzeni véty okamzité plyne.

Poznimka 2. Pfipad jednoho ryze imagindrniho kofenu je tedy ,,kriticky
pouze v tom smyslu, Ze o stabilité trividlniho YeSeni nedovedeme rozhodnout
na zékladé zndmych vét teorie prvého pribliZzeni, a nikoliv v tom smyslu,
jak o ,,kritickych pf¥ipadech zpravidla mluvime v redlném oboru, Ze bychom
totiz vhodnou volbou nelinedrnich ¢lentt mohli dosdéhnout podle hbostl jak
stability tak nestability.

e

LITERATURA

[1] B. T'. Frommer: Die Integralkurven einer gewohnlichen Differentialgleichung erster
Ordnung in der Umgebung rationaler Unbestlmmtheltsstellen Math. Annalen 99
(1928), 222—272.

[2] A. M. JIanyroe: O6mas 8agada 06 yCTOXYMBOCTO gBUKEHNR, 1892.

[3] A. . JIypve: Heroropsle HenmHEHHEEe 330349 TEOPHH 3BTOMATHYECKOr'0 PEryImpOBa-
i, Mocksa 1951.

[4] . I'. Maaxun: Teopus ycroiuusocTy pBHaeHus, MockBa 1952. N

[5] B. B. Hemwykui-B. B. Cmenaros: HadecTBeHHAsS .Teopus nmbq»epeﬂuma.nbﬁmx ypas-
reruit, Mocksa 1949.

[6] O. Perron: Ueber Stabilitdt und asymptotisches Verhalten der Integrale von D1ffe-
rentialgleichungssystemen, Math. Zeitschrift 29 (1929), 129—160.

[7]1 O. Perron: Die Stabilitdtsfrage bei Differentialgleichungen, Math. Zeitschrift 32
(1930), 703—1728.

PesroMme

VCTONYUBOCTh UHTEI'PAJIOB CUCTEMEI
ITUOOEPEHIINAJILHBIX YPABHEHUY B KOMIIJIEKCHON
‘ OBJIACTHI

OTTO BEUBOJIA (Otto Vejvoda), Ilpara.
(Mocrymuno B pegaxnuio 9/1 1956 r.)

B pafore uccmemyercsa ycTOHYMBOCTH TPHBHAIBHOIO < PEMIEHHS CHCTEMBI
nuddepernuanbEEX ypaBHeHH# (0.1), roe 2z; — KOMIIeKcHBe QYHKONK AeH-
CTBHTEJILHOTO IePeMEeHHOTrO, C;;, — KOMIOJEKCHBIe HOCTOAHHEE ¥ (QYBERINE
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Zy(t, 2, -+, 2,) YHOBIETBOPSIOT ONPEEICHHEIM IIPENIOJIOKCHAAM, KOTOPHE
OynyT YKasaHsl B JalbHeHmIeM.

B § 1 BBenmeHH (pyHTaMeHTAIBHEE OIpeIeIeHAS B O0IIe TeOPeMEl 06 yeTok-
9EBOCTHE OPSMOr0 MeTofa JIANyHOBA, OYeHb CXOKHe C COOTBETCTBYIOIIAMA
ONpeNeNeHAAME ¥ TeOPeMaMH, XOPOIIO 3HAKOMEIME H3 NIeHCTBATeIBHOU 0f-
TACTH.

B § 2 moxasmBalorcsa TeopeMEl IepBoro mpmbamxeHmA mus cmcreMsl (0.1),
mpmaeM (QYHKOUE Z; DOFYMHEHS! CJENYIOIEM YCIHOBHAM: a) Z; OIpPeleleHs
w HenpepsBEE B obmactz [z]] < H, £ >0, 6) lim HZz—J[ = 0 paBHOMEpHO 0T-

2[|—>0 {
HOCHTEJHHO ¢. ITE TeOpeMsI IPH TeX JKe CaMBIX un“pemlonoH{emmx OBlIE TOKa-
3aHH IleppoHOM ¢ HOMOMIBIO TEOPEM O HEIPEPHBHON 3aBACUMOCTH peIIeHHmH
OT HAYaJBHHX 3H3UeHHA M OT UWPaBHX dacTed ypaBHeEmA. B macrosmeid pa-
60Te OHE [OKA3HBAIOTCH IPAMEM METOIOM JIATYHOBA, HAOMAM IyIIIyio
BO3MOKHOCTH ONEHETEH O0IACTh ACEMIOTOTHIECKOH YCTOMYMBOCTH, IeM METOJ
Tleppo=a. ‘

st TeopeM yeTORYMBOCTH IO MePBOMY NPUOIRIKEHAIO ABIAOTCA OCHOBHEIME
7[BE JIEMMBI:

Jlemma 2.2, Vpasnerue (2.3) umeem no kpaiineii mepe odHO pewierue muna
(*). Bce cobcmeennble SHAYEHUS A, 3M020 YpasHeHUs Oas pewerul muna (¥)
0armcs 6bLPANCEHUIMY Ay = 0; + 0, (m =1, 2, ..., 02 j, k=1, 2, ..., m),
20e p; — KOpHU TAPAKMEPUCMUYECKo20 ypasHeHus (2.4). |

Jdemma 2.3. Ecau 0; + op + 0 0as 6cex §, k=1, 2, ..., n, mo das npo-
useoawvroli opmer U muna (*) cywecmsyem 00O u mosvk0 00HO peuwleHue ypag-
nenus (2.7). Smo pewerue 6ydem gopmoit Ipmuma, ecau U—gpopma Spmuma,

Tornma B cy3ae, KOra XapaKTepHCTAYECKOE YpaBHEEHME (2.4) IMeeT a) TOIBKO
KOPHM ¢ OTPHIATEeNbHHMH JeHCTBATENHHEIME JacTAME, 0) IO KpadHeH Mepe
OIMH KOPeHb C HOJIO0KATeIbHOM NeHCTBATEIbHOM JaCTHI0, TO IOJIYIEM TeOpPeMy
06 a) acEMOTOTHIECKOM YCTOMYHBOCTH, §) HEYCTOMYMBOCTE TPEBHAILHOTO pe-
IIeHEsA, aHAJOTMYHEE COOTBETCTBYIOMIM TeOPeMaM B JeicTBHTEILEON 06IACT.
Qyexnuu JIAnyEOBa, WCHONB30BAHHBE HJS JOKA3ATENLCTBA JTHX TEOPEM,
BO3MO’KHO Bcerja BHODaTh KaK gopmel dpmura.

B ciyuae, rorma xapakrepmcTHYecKoe ypaBHeHWe (2.4) mMeer o KpalHei
Mepe ONEH KOpeHb ¢ JedcTBHTeIbHOR 9acThIo, paBHOHM 0, I He IMeeT HHE OJHOIO
KOPHA ¢ IOJOKWUTeNbHOM NeHcTBUTEIBHOM JacThI0, ME HE yMeeM IIOCTPOHTH
¢yBroum JIanyHOBa M IO 5TOMY JOKEE BOCHOIH30BATHCA AP YTAMA METONAME,
4TOGH OOHADYKATH, YCTOMIHNBO JIE TPABHAIBHOE PeINIeHAe WK HeT. ITH CIIyYan
MBI HA3HBaeM KPHTHICCKHEMH.

B § 4 m 5 B3 5THX KPETHIECKHEX CIyIaeB PACCMATPHBAIOTCS CaMble IPOCTELE,
a TO IPH yCIAOBUH uTO Z; — roiaoMopdHHe YHEKIEA OT NePeMeHHBIX, HAUrHA-
myecsi B CBOMX PasliO/KeHUAX C WIEHOB He HEJKe BTOPOTO HOPAAKAa W He 3a-
BHCANIEE OT f.
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B § 3 BeickasaEHl ABe JeMMEHl, Kacaomuecsa cumcreMm (3.1) m (3.5), KOTOpEE
NO3BONIAIOT HAM B OGOWX cIIy9asX paccMaTpHBaTh TOIBKO ,,KPHTHYeCKMe
ypaBHeHUS BMecTo Bcell cmereMsl. VX ¢gopmynmpoBKa Ta ke, KaK B JeHCTBH-
TeJBHOH 067IacTi.

B § 4 mcemenyerca cucrema (4.1), T. e. cirydal, Korjga XapaKTepHCTHYIECKOe
ypaBHeHne (2.4) mMeeT OTWH HyJeBOX KopeHSL. BeiemerBme memm m3 § 3 po-
CTATOYHO HccliefioBaTh ypaBHeHme (4.2). Ilusa Hero mMmeer Mecro

Jdevmma 4.1. Tpusuasvroe pewenue ypasuenus (4.2) ycmoiivuso, ecaun 6ce
Cn=0(m =k, k+ 1, ...) u neycmoiiuuso, ecan ¢; =+ 0.

JlorasarenscTBO IEPBOM YacTH YTBEP:KAEHHA OYeBHIHO. JoKasaTelancTBo
BTOPO# 9WacTH OCHOBaHO Ha Teopmm DpoMMepa MCKIIOIATCILHKIX Halpasile-
HOM.

O mommo#t cmcreme (4.1) MO3KeM BBHICKa3aTh CIIENYIOIIYIO

Teopemy 4.1. Ecau Zy(z, uy(2), ..., u,(2)) = 0 [u;(z) — pewernus cucmemwr
osts + ey + Z2, Uy, oy Uy) =0 (s =1,2, ..., n; %, = 0)], mo mpu-
6uanvHoe pewerue cucmemst (4.1) yemoiiuuso, cyujecmeyem o0Ho -napamempuyec-
Kas cucmema pewieHuil z = ¢, z, = uc) (s = 1, 2, ..., u) u kamcdoe pewenue,
Havunaoueecs 00Cmamodno OAUSKO HAYANL CMPEMUMCS K 00HOMY U3 IMUL
pewenuii. Ecau Z(z, uy(2), ..., u,(2)) == 0, mo mpusuarvroe pewerue Heycmoli-
4U60.

B § 5 mccmenyerca cmcrema (5.1), T. e. caydail OZHOTO YACTO MEAMOIO KOPHSA
xapakTepmeTHiecKoro ypaBueHus (2.4). Cmauasa JoKasmBaeM

Jlemmy 6.1. Tpusuasvroe pewenue cucmems: (5.2) ycmoiinueo u éce pewenus,

. 1
Hauuraowueca docmamouno 6AU3ko Haxvana, — nepuodwHeckue ¢ nepuodom =

°

Jdra neMMa HOKAa3HBAaeTCA IPH OOMOINE TeOopeMs Pyme.
W3 nemmEl 5.1 MBI HONYYHM JIETKO
Teopemy 5.1. Tpusuasvroe pewerue cucmemst (5.1) ycmouinugo.

Summary

THE STABILITY OF SOLUTIONS OF A SYSTEM OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS IN THE COMPLEX DOMAIN

OTTO VEJVODA, Prague.
’ (Received January 9, 1956.)

In this paper the stability of the trivial solution of a system of differential
equations (0.1) is studied, where z; are complex functions of the real variable
t, c;; are complex numbers and the functions Z,(t, z,, ..., z,) satisfy certain
conditions, which will be mentioned later.
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In § 1 the fundamental definitions and general Lyapunov’s “‘second method”
theorems on stability, very analogous to those well known from the real do-
main, are formulated.

In § 2 the theorems on the first approximation for the system (0.1) are derived
under the assumption that the functions Z,(t, 2,, ..., 2,) satisfy conditions (P)

© a) Z; are defined and continuous in the region ||z|| < H, t = 0;

b) "3“_’0 H 0 uniformly int,t g 0.

These theorems.under the same assumptions were proved first by Perron
[6] by means of theorems on the continuous dependence of the solutions on
the initial conditions and on right sides. In this paper they are proved by means
of the second Lyapunov’s method, which offers better possibility to estimate
the domain of asymptotic stability than that of Perron’s.

These two lemmas are fundamental for the theory of the first approxnn—
ation:

Lemma 2.2. The equation (2.3) has at least one solution of the type (*). All
exgenvalues 2., of this equation for the solutions of the type (*) are given by the:
expressions An, = 0; + 0, (m=1,2,..,0% 5, k=1,2,...,n), where o, are
the roots of the characteristic equation (2.4). -

Lemma23.If forallj, k= 1,2, ..., nkolds o; + g, =+ 0, then for an arbitrary
form U of the type (*) there exists one and only one solution of the equation (2.7).
This solution is hermitian, if U is hermitian.
 Then in the case that the characteristic equation (2.4) has a) all roots with
negative real parts, b) at least one root with positive real part, we obtain the
theorems a) on the asymptotie stability, b) on unstability of the trivial solution,
quite analogous to those of the real domain. The Lyapunov’s functions used
can be always chosen as hermitian forms.

In the case that the characteristic equation (2.4) has besides the roots with
negative real parts at least one root with zero real part and no root with positive
real part, we cannot construct the Lyapunov’s functions and we must use
other methods to decide about the stability of the trivial solution. We call
these cases ‘‘critical” ones.

In §§ 4—5 the simplest from these ‘critical” cases are studied under the
assumption that the functions Z; are holomorphic functions in the variables
2y, Zg, ---» 2, the Taylor’s series of which began with members of the second
degree at least and non depending on £. :

In § 3 we mention two lemmas concerning systems (3.1) and (8.5) which
enable us to reduce the study of the whole system to the study of the “critical”
equations only. They have the same form as in the real domain.
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In§ 4 the system (4.1) is investigated, i. e. the case of one zero root of the
characteristic equation (2.4). According to the lemmas of § 3, it is sufficient
examine the equation (4.2). For this equation we have

lemma 4.1. The trivial solution of the equation (4.2) is stable if all ¢, = 0
(m=Fk, k-+1,...) and is unstable if ¢; + 0.

The proof of the first part of the assertion is obvious. The proof of the second
part is carried out by means of Frommer’s theory of ‘‘remarkable directions”.
For the whole system (4.1) we can pronounce the following

theorem 4.1. If Z;(z, uy(2). ..., u,(2)) = 0 [u;(z) are solutions of the system
Qsts + XUy + Zg(2, Ugy oy Up) = 0 (s = 1, 2, ..., n; &y = 0)], then the trivial
solution of the system (4.1) is stable, there exist @ one-parameter system of solutions
z2=2¢,2;=u(c) (j=1,2,...,n) and every solution beginning sufficiently near
to the origin converges to one of these solutions. If Z(z, uy(2), ..., u,(2)) =+ 0, then
the trivial solution s unstable.

In § 5 the system (5.1) is investigated, i. e. the case of one pure imaginary
root of the characteristic equation (2.4). We prove first '

lemma 5.1. The trivial solution of the equation (5.2) is stable and all solutions
beginning sufficiently mear to the origin are periodical with the same period %ﬂ .

This lemma is proved by means of Rouché’s theorem.

From lemma 5.1 we get readily
theorem 5.1. T'he trivial solution of (5.1) is stable.
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